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Lagrangesche Interpolation und die zugehérigen 
konjugierten Punkte. 


Von 
Leopold Fejér in Budapest. 


Einleitung. 


1. Die vorliegenden Untersuchungen iiber Lagrangesche Interpolations- 
polynome sind hauptsiachlich dadurch charakterisiert, daB in ihnen das 
konjugierte Punktsystem X,, X,,..., X, der Interpolationspunkte (Inter- 
polationsstellen) x,, x,,..., 2, eine dominierende Rolle spielt. Was ich 
unter X,, X,,..., X, verstehe, werde ich gleich erkliren. 

Beschrinkt man sich auf das Studium der Lagrangeschen Interpolation, 
so kommen diese konjugierten Stellen X,, X,,..., X, gar nicht zum Vor- 
scheine, obgleich sie fiir die Lagrangesche Interpolation wichtig sind. Dies 
zu zeigen, ist eben eines der Hauptziele dieser Arbeit. Diesen konjugierten 
Stellen begegnete ich erst beim Studium der zu den Stellen z,, 2z,,..., 2, 
gehérigen Hermiteschen Interpolation, wo sie unmittelbar auftreten und 
ebenfalls eine wichtige Rolle spielen. 

2. Die Lagrangesche Interpolationsformel lautet 

(1) L(x) = yl (z) + yg ly(z) +... + yl, (2). 
Sie stellt diejenige ganze rationale Funktion von héchstens (nm — 1)-tem 
Grade dar, die an den voneinander verschiedenen Stellen 2,, x,, ..., 2, 
der Reihe nach die Werte y,, y,,...,y, annimmt. Hier nenne ich /,(2) 
die k-te Grundfunktion der Lagrangeschen Interpolation (1), und 1, (x) ist 
augenscheinlich diejenige ganze rationale Funktion von genau (n—1)-tem 
Grade, die an der Stelle x, den Wert y,—1 annimmt, wihrend sie an alien 
tibrigen Stellen z,, x,,...,2%,_ 4, Uj44>-++» 2, Verschwindet. 

Die Hermitesche Interpolationsformel lautet 


(2) X(x)=yyhy(x)+ yaho(z)+...+y,, (2) + yibs(z) +... + yn Ba(x). 
Sie stellt diejenige ganze rationale Funktion von héchstens (2n—1)-tem 
Grade dar, die an den Stellen z,,2,,...,%, der Reihe nach die Werte 
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Y> Yar -++> Yn» Geren Ableitung an denselben Stellen der Reihe nach die 
Werte y{, y:,..., y, annimmt. Die Funktionen 

(3) h(x), h(x), ..-, A, (2) 

nenne ich die Grundfunktionen erster Art der Hermiteschen Interpolation, 
wahrend 


(4) (2), b,(x), ---, B, (2) 
die Grundfunktionen zweiter Art heiBen mégen. 
Da ich auf der rechten Seite der Formel (2) h,(2) bekomme, wenn ich 


(5) ates alin w%=1, w= =¥% =O 
Fe ae a a ee a oe =y,=0 
setze, und §,(2), wenn ich 
ns fan eee eee 8 8 =y, = 0 
> — eee ) seiiat . 
w=---=—"-1=9, w=1, Yiri=—---—ye=—O0 


setze, so ist klar, daB beide ganze rationale Funktionen von héchstens 
(2m —1)-tem Grade h,(x) und §,(z) durch das Quadrat (1,(x))* der 
Lagrangeschen Grundfunktion teilbar sein miissen, so daB also 


(7) h(x) = v,(z) (1,(z))’*, 


(8) b, (2) = w,(2) (1,(2))*, 
wo v,(2) und w,(2) héchstens vom ersten Grade sind. 

Da aber sowohl h,(z,) 1 als auch 1,(z,) = (1,(2,))*=1 ist, so ist 
nach (7) auch v,(z,)=1. Da weiter hj(2,) = 0 ist, so liefert (7), wenn 
man die Gleichung nach z differenziert und dann z = 2, setzt, und wieder 
1.(x,) =1, ferner auch v,(2,) =1 beriicksichtigt, 


(9) O = (2x) + 2h: (2), 
d. h. 
(10) VE te) = —2ZU (ze). 
Ich habe also den Linearfaktor v,(2) ausgerechnet und erhalten 
(11) vy (x) = 1— 2h (ay) (x — 2). 


Noch leichter ist die Ausrechnung von w,(z). Da §,(z,)=0 ist, so ist 
u(x) = C(x —a2,); und da bi (2,) = 1 ist, so ist C—1. Also ist 


(12) w,(z) = 2 — 2. 
Die Hermiteschen Grundfunktionen erster und zweiter Art lauten also 
(13) beh = (1— 2h (xy) (x — 2y)) (h(2))*= m(z) ((z))’, 
© Ube (2) = (@ — 2) (A (@))* = w, (2) (1,(@))*. 
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Will man /;(2,) lieber durch die Funktion 
(14) w(x) = C(x — x,)( — %)...(% — 2,) = C I (z — 2,) 


ausdriicken (wo C einen von Null verschiedenen konstanten Wert bezeichnet), 
so beachte man, daB 





(15) NO cic} 
und man erhilt 

’ 1 w”( 
(16) Ui(a)— yore 


so da8 wir also neben (13) noch die folgende Form der Grundfunktionen 
erhalten: 


any |) = (2S — 2) Ae" = (2) ean 
b,(2) = (x — 2) (1, (x))* = w,(x) (1, (2))* 

3. Richtet man nun sein Augenmerk auf das Vorzeichen einer Lagrange- 
schen Grundfunktion 1, (x), so findet man, da sie an den Stellen z,, z,,...,2,_ 4; 
Z,.4»+++, %, ihr Vorzeichen wechselt. Die Anzahl der Vorzeichenwechsel 
ist also n —1, d.h. sie wachst mit der Anzahl n der Interpolationsstellen 
ins Unendliche. Hingegen haben die Hermiteschen Grundfunktionen h, (2) 
und §,(2) augenscheinlich héchstens eine Zeichenwechselstelle fiir jeden 
Wert von & und jeden Wert von n. Die Grundfunktion §,(z) hat immer 
eine Zeichenwechselstelle, namlich die Interpolationsstelle z=, selbst. 
Nun die einzige Zeichenwechselstelle von v,(z) oder A,(x): 


_ w' (2) 


nenne ich eben die konjugierte Stelle X, von x,. Eigentlich hat es nur 
einen Sinn, vom konjugierten Punktsystem 
(19) Mas Mae 4*%) Me 
des Interpolationspunktsystems 
(20) Bq, Bags -eey Be 
zu sprechen; aber der Kiirze halber nenne ich doch X, den konjugierten 
Punkt von z,. : 

Einen Ausnahmefall mu8 ich aber zu (18) erwaihnen. Ist w”(2,)—0, 
so ist v,(z)=1, und (17) liefert 
(21) h,(x) = (1,(z))*, 
d. h. h(x) ist vom (2 — 2)-ten Grade, und hat iiberhaupt keine Zeichen- 
wechselstelle im Endlichen. Die Formel (18) verliert in diesem Falle ihren 
Sinn; ich sage aber in diesem Falle, daB der konjugierte Punkt X, von x 
im Unendlichen liegt, und schreibe X,— oc. 

1* 
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4. Wozu dienen nun diese konjugierten Punkte in der Theorie der 
Lagrangeschen und Hermiteschen Interpolation? 

In erster Linie zur Wahl vorteilhafter Interpolationsstellen. Es sei ein 
Intervall, etwa das Intervall -1<2<1 vorgelegt. Sind dann die Inter- 
polationsstellen im Intervalle —1< x <1 so gelegen, daB kein konjugierter 
Punkt in das Innere dieses Intervalles fallt, daB also —1<2<1 von 
konjugierten Punkten frei ist, dann haben die Lagrangeschen und ver- 
schiedenen Hermiteschen Interpolationsgebilde merkwiirdige Eigenschaften, 
und zwar nicht nur fiir einen festen Wert n der Anzahl der Interpolations- 
stellen, sondern auch dann, wenn n ins Unendliche wichst, wobei es sich 
um Konvergenzeigenschaften unendlicher Interpolationsfolgen einer im Inter- 
valle —1<2<1 gegebenen Funktion f(z) handelt. 

AuBer zu der Aussonderung vorteilhafter z,, 7,,..., 2, dienen die 
X,, X,,..., X, noch weiter zur Fiihrung der Konvergenzbeweise. 

Um einen Begriff von der Grundlage, dann aber auch von der Kiirze 
und Einfachheit dieser Konvergenzbeweise zu geben, sei es mir gestattet, 
in diesen einleitenden Zeilen zwei spezielle Fille mit meiner Methode ge- 
sondert zu behandeln. 


5. Setzt man in der Hermiteschen Interpolationsformel (2) 


nA=Y¥=---=y=1l, Vi=R=---=—w=—O, 
so erhalt man die Identitat 
(22) h,(z) + h(x) +...+h,(x) =1, 
oder, was dasselbe ist, 
(23) v,(x) (L,(x))* + v, (a) (1,(x))°+ ... + v, (2) (L(x)? = 1. 

Diese merkwiirdige Identitat, die man aus der Hermiteschen Inter- 
polationsformel sozusagen ablesen kann, bildet die Grundlage meiner Kon- 
vergenzbeweise fiir Lagrangesche Folgen von Interpolationspolynomen. 
Die linke Seite der Identitat ist eine lineare Verbindung der Quadrate der 


Lagrangeschen Grundpolynome mit Koeffizienten v,(x), v,(zx), ..., v,(2), 
die in z linear sind. 


6. Es seien nun 2z,,2,,..., 2, die Nullstellen des n-ten Tschebyscheff- 
schen Polynoms 7 (x) (d. h. T(x) =cosn@, wobei x =cos@ und 
x, = cos (2k — 1) =, k=1,2,...,). Dann ist der konjugierte Punkt, 
wie man leicht ausrechnet, 

(24) } os 


~ x,’ 


d. h. der konjugierte harmonische Punkt der Interpolationsstelle z,, wenn 
—1 und +1 als Grundpunkte fiir das harmonische Paar genommen werden. 
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Die konjugierten Punkte X, liegen also auBerhalb des Intervalles 
—1<2<1, so daB also v,(z), v(x), ...,v,(%) im Intervalle -l1<2r<l 
positiv sind. Aber es gilt noch mehr: die gerade Linie y = v,(z), deren 
Ordinate y an der Stelle x =z, gleich 1 ist, und die die Abszissenachse 


im konjugierten harmonischen Punkte X, = = trifft, schneidet sowohl die 
zu —1 als auch die zu +1 gehdrige erate rs einer Hohe, die 
> $ ist. (Diese Hohe ist iibrigens gleich 5 ——— bew. =< S -.) Das ist eine 


evidente Tatsache, die sich auf TWe hy ) bezieht. Also ist 
nicht nur v,(z) > 0, sondern sogar 


(25) v,(2) >5, 

und zwar nicht nur fir —l1<2x<1, k=1,2,...,m, sondern natiirlich 
fiir jedes n =1,2,.... Dann liefert aber (23) 

(26) 5 (Aya)? + 3 (Iy(a))* +... + 5(0,(2))*< 1 

d. h. 

(27) (1,(x))* + (1,(x))?+...+(1,(2))*<2 (—-lgx<g+)), 





d. h. die Quadratsumme der Grundfunktionen der Lagrangeschen Inter- 
polation ist fiir jedes n kleiner als 2, wenn die Abszissen x,, x,...., 2 
die Tschebyschefischen sind. 


Ohne hier davon Gebrauch zu machen, bemerke ich nur nebenbei, daB 
aus (27) (1,(x))*< 2, also 


(28) | (z)|< V2 
folgt, d. h. daB im Tschebyscheffschen Falle alle Grundfunktionen 1/,(2) 
fiir —1<2<1 beschrankt sind; sie sind absolut kleiner als y2, ein 
iiberraschend leicht gewonnener und guter Schrankenwert fiir ,(2)]. 

Wichtiger ist fiir das Folgende die Tatsache, daB nun aus der 
Schwarzschen Ungleichung 

el +[al+---+10/< eVb+e+... 42 
auf Grund der aus der Identitat (23) unmittelbar gewonnenen Ungleichung (27) 
folgt?): 
(29) [t(2)| + |hy(2)| +--+ [1 (2) iS Vn 
fir —1<2<1, n=1,2,3,:... 





t) In Wirklichkeit ist coger 5 | (x) | = O(log n). 
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(29) besagt, daB die Summe der absoluten Betrage der Grundpolynome 
der Lagrangeschen Interpolation im Tschebyschefischen Falle im ganzen 
Intervalle —1<2<1 gleichmaBig von der Ordnung yn, d. h. O(n) 
ist. Daraus folgt dann mit gréBter Leichtigkeit, daB die fiir die Tschebyscheff- 


schen Stellen x{”, z{",..., 2%” genommenen Lagrangeschen Interpolations- 
polynome 
(30) L(x), L,(x),-.-, L,(#), 


im ganzen Intervalle —1<2<1 gleichmaBig gegen f(z) konvergieren, 
wenn nur f(x) in diesem Intervalle einer Lipschitzschen Bedingung geniigt, 
deren Exponent um beliebig wenig gréBer ist als 3 


7. Noch interessanter ist in ear Beziehung der Fall, in welchem 


Z,,%,---, 2%, die Wurzeln von  ( 2) =f, _,(t)dt = 0 sind (die mit den 


Wurzeln von P,(x) — P,_,(x)=0 mos (1 — x*) Pi_;(2) =0 iiberein- 
stimmen), wo P_(z) das m-te Legendresche Polynom bezeichnet. In diesem 
Falle ist fiir die gréBte Wurzel z,=—1 v,(x)>1, und auch fiir die kleinste 
Wurzel z, = —1 ist v,(z)>1 im Intervalle —l<2z<l. Fiir z,,z,,.. 

ist ow” (x,) = 0, also v,(z) = v,(7) =... = v,_,(z) =1. Die Identitat (23) 
liefert also in diesem Falle die Ungisichang 





(31) (1,())* + (1,(x))* +... + (U,(2))* <1. 
Aus (31) folgt jetzt c 
(32) [t(z)| <1, 


fir —1s29S1; k=1,2,...,8; 21,2, 3,..., 


eine Ungleichung, die natiirlich weiter nicht verbessert werden kann, 
weil jedes 1,(z) an der Stelle z—-2z, des Intervalls —1l<2r<l 
gleich 1 ist*), 


*) Umgekehrt wird diese Punktgruppe z,, z,,..., 2, durch die Forderung (32) 
eindeutig charakterisiert. Es gilt nimlich der folgende Satz: 
Wenn fiir die Abszissen 1 > z,>2,>...>2,_,>2%,2—1 im ganzen Intervalle 


-Igszsgl 
[4(z)1|S1, |4(2)|S1,..-, [h(e)|S1 
giltig ist, so sind z,, z,,..., 2, dic Nalltellen des Polynoms J P, _i(é)dt. 
Beweis. Ist x, eine innere Interpolationsstelle, so hat i (2), wegen 1,,(x,) =1 
und |j,(z)|<1, fir 2=% ein Maximum. Es ist also {(z,)=0 und, mit Riick- 
sicht auf (16), auch w”(z,)=0. Nun sind aber die Stellen z,, z,,...,%,_, sicher 
innere Stellen; also ist w”(z,)=0, fir »=2,8,...,n—1. Da aber w”(z)=0 
iberhaupt nur n—2 Wurzeln hat, so mu8 z,=1 und 2,=—1 sein. Also ist 
(Fortsetzung der FuBnote *) auf nichster Seite.) 
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Aus (31) folgt 
(33) 2, (%)| +h (z)| +... +14 (2) |S Vn, 


und daraus wieder ein Konvergenzsatz fiir Lagrangesche Interpolations- 
polynome. 

Der Konvergenzbeweis im Falle der Nullstellen der Jacobischen (hyper- 
geometrischen) Polynome J, (a, 8,x), wo 0S a<}, OS P<}, ist nun 
nicht im geringsten schwieriger. (Siehe Teil I, § 4, Nr. 1.) 

8. Vorliegende Arbeit besteht aus drei Teilen. 

Im I. Teile wird von den Interpolationsstellen 


(34) Bay Byy oo 0 Bas 


oder, wenn es sich um eine unendliche Folge von Interpolationspunkt- 
gruppen 


2 
(2) (2) 
am, af 


8) 43) 3) 
(35) Ty Tq Ts 


(mn) (n) (n) (nm) 
De, Bgns gis se+e By 





handelt, immer vorausgesetzt, daB simtliche Punkte (34) oder (35) in 
ein Intervall a < z < b eingeschlossen sind, wahrend keiner der konjugierten 
Punkte X, in a<2<b fiallt. Ich sage in diesem Falle, daB die Punkt- 
gruppe (34) oder die Gruppenfolge (35) die Voraussetzung A erfiillt. 

Die Fragen, die mich dann in diesem ersten Teile besonders beschiftigen, 
sind die folgenden: 

1. Was folgt aus der Voraussetzung A fiir die Verteilung der Punkte (34) 
bzw. (35) im Intervalle ax x <b? (Ich kann vielleicht hier das Resultat 
erwihnen, da8 aus der Voraussetzung A folgt, daB die Punkte (35) das 
Intervall a< 2< b im ,,strengeren Sinne“ iiberall dicht bedecken.) Weiter 
verfolge ich die Konsequenzen einer Voraussetzung B und einer Voraus- 


w (z) = konst..(l1—2z*)@”(z), woraus sich w(z) als das Polynom J P,_.(#)dt 
-1 


bestimmt (von einem konstanten Faktor abgesehen). Siehe Egervéry 1, Schur 1. 
Fekete 1. 
Hiermit habe ich aber auch den folgenden merkwiirdigen Satz bewiesen: 


Ist 12>] 2, >%> ..- >%,_1 > %maa—1, 80 tat 
Min Max ((1,(x))*+(d,(z))*+ ... +(1,(2))*) =1. 
-1S2731 


z 
Das Minimum wird fiir das Wurzelsystem von { P,_,(¢)dt=0, und nur fiir dieses, erreicht. 
-1 
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setzung B. Diese Voraussetzungen B und B entstehen aus der Voraus- 
setzung A durch Hinzufiigung je einer einfachen Zusatzbedingung. 


2. Welche Konvergenzsdtze folgen fiir die zu (35) gehérige Lagrangesche 
Folge der Interpolationspolynome einer Funktion f(x), wenn die Voraus- 
setzung A giiltig ist (und welche, wenn B giiltig ist)? Weiter, welche 
Konvergenzsitze gelten fiir die zur Gruppenfolge (35) gehérige Lagrangesche 
Folge von Schmiegungspolynomen S,(x) einer Funktion f(z), wenn die 
Voraussetzung B giiltig ist? (Das Lagrangesche Schmiegungspolynom S, (x) 
ist ein Hermitesches Interpolationspolynom; es ist ein Polynom von 
héchstens (2m — 1)-tem Grade, welches an den Stellen z,, z,,...,2z,, den- 
selben Wert und dieselbe Ableitung hat wie f(zx).) 


Im II. Teile werden dieselben Fragen kurz behandelt, aber bei einer 
modifizierten Voraussetzung. Das Intervall a < x < b ist wieder ein ,,freies“ 
Intervall, d. h. von konjugierten Punkten freies Intervall, nur daB jetzt die 
Interpolationsstellen (34) bzw. (35) nicht alle in dieses Intervall ein- 
geschlossen sein miissen. Der wichtige Spezialfall der Jacobischen (hyper- 
geometrischen) Polynome weist auf diese Verallgemeinerung hin. 


Im III. Teile werden die ailgemeinen Satze auf den Fall angewendet, 
WO 2,, Z,.--, 2, die Nullstellen des n-ten Jacobischen Polynoms J, (a, p, x) 
sind, wo a, 8 nichtnegative Parameterwerte bezeichnen. Sind die Parameter- 
werte « und # einander gleich, « = 8, so entstehen die sogenannten ultra- 
spharischen Polynome J, (a, «, x); fiir « = } bekommt man das Legendresche 
P(x), fiir «= } das Tschebyschefische 7, (2), fiir a—0 das Polynom 


J P,_,(t)dt. Ich méchte aber die Aufmerksamkeit gerade auf die Null- 
-1 


stellen der Jacobischen Polynome mit ungleichen Parameterwerten «, 
lenken, wo die Nullstelien z,, x,,..., x, ebenfalls in das Intervall —-1 <2 <1 
eingeschlossen, aber hier unsymmetrisch verteilt sind. Besonders interessant 
sind die Polynome J,(0,3,2), J,(0,1,2) und J, (4,1, 2), die, von einem 
konstanten Faktor abgesehen, der Reihe nach gleich P(x) + P,_,(z), 
P,_,(2)—Pa4: (x) P, (2)— Pass (x) dnd 





l-z l-—z 


Viele Resultate dieser Arbeit wird man gewi8 weit iibertrefien kénnen. 
Worauf ich in dieser ersten Verdffentlichung allgemeinerer Tendenz Gewicht 
legte, ist erstens: die Absonderung von besonderen Interpolationsgruppen 
2,,%,,-.-,%, durch die Forderung, daB das Intervall (a,b), in welchem 
sie enthalten sind, von konjugierten Punkten frei sei, zweitens: die mdglichst 
elementare und sich sozusagen unmittelbar darbietende Ablettung von Kon- 
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vergenzsdtzen iiber die gewohnliche Lagrangesche Folge von Interpolations- 
polynomen (und Schmiegungspolynomen) einer Funktion f(z). *) 
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L. Fejér. 


I. Teil. 


§ 1. 
Die Lagrangesche und Hermitesche Interpolationsformel. 
Grundfunktionen. Konjugierte Punkte. 
1. Es seien : 
(1) @y, Tq, ++) Ly 
nm voneinander verschiedene reelle Werte, y,,y,,..-,y, ebenfalls reelle 
Werte; dann liefert die Lagrangesche Interpolationsformel 


(2) L(x) =y,4,(z) + yl, (2) +.--- +94, (2) 


diejenige (einzige) ganze rationale Funktion L (xz) von héchstens (n — 1)-tem 
Grade in z, die an den Stellen z,,2z,,...,2, der Reihe nach die Werte 
Yi> Yqo---> ¥, annimmt. In (2) bezeichnet /,(z) die zur Interpolations- 
stelle x, gehérige ,Grundfunktion“ der Lagrangeschen Interpolation. Sie 
ist diejenige ganze rationale Funktion von x von genau (n — 1)-tem Grade, 
die an z, den Wert 1 hat, an allen iibrigen Stellen zx, aber verschwindet. 
Bezeichnet w(x) die ganze rationale Funktion 


(3) om (xz) = (xz —2,)(%— 2)... (a —2,) 


(oder auch C(z—2,)(x—2z,)...(%—2,), wo C eine beliebige von 0 
verschiedene Konstante bedeutet), so ist 


—s . oo he 
(4) 4 (2) SGjGra) (E=1,2,..., 2). 
Wird die Formel (2) auf den Spezialfall y, = y,=—...=y, =1 an- 
gewendet, so erhilt man die fiir jedes x giiltige Gleichung (Identitat) 
(5) »1,(z) =1, 
k=1 
d. h. die Summe der Lagrangeschen Grundfunktionen ist identisch gleich 1. 
2. Sind z,,2z,,...,2, wieder m voneinander verschiedene Werte und 
"1, ¥2, se") Yn, 
Yi» Yds +s Yn 


weitere 2n reelle Werte, so liefert die Hermitesche Interpolationsformel 
n n 
(6) X (x) = 29h, (2) + 2 yee (2) 


diejenige (einzige) ganze rationale Funktion X (x) von héchstens (2 — 1)-tem 
Grade in z, die an den Stellen +,,2,,...,2, der Reihe nach die Werte 
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Yi» Yes +++» Yq» Geren Ableitung an denselben Stellen der Reihe nach die 
Werte yi, ys,.-., Yn annimmt. 


(7) h, (x), h(x), -.-, 4, (2) 
nenne ich die ,,Grundfunktionen erster Art“, 
(8) b, (x), By(z), ---, 5, (2) 


die ,,Grundfunktionen zweiter Art“ der Hermiteschen Interpolation (6). 
Hier bezeichnet h,(x) diejenige ganze rationale Funktion von z, die an der 
Stelle z, gleich 1 ist, an allen tibrigen Stellen z, verschwindet, und deren 
Ableitung an allen Stellen z,,2,,...,2, verschwindet. Ihr Grad kann 
2n—1 oder 2n—2 sein. 6, (x) bezeichnet diejenige ganze rationale 
Funktion von genau (2n — 1)-tem Grade, deren Ableitung fiir z, gleich 1, 
an allen iibrigen Stellen x, aber gleich Null ist, und die an allen Stellen 








Z,,%q,---,%, Vverschwindet. Bezeichnet mw(z) wieder das Polynom 
unter (3), so ist 
(9) (2) = (1-7 M(2—2,)) (4S), o 

. w’ (2%, ) ¥1) \ co" (ay) (a — a)/ ” 

—— a=» bed z , =_— 

(10) b, (2) = (2-2) (5) (k =1,2,8,...,n), 
oder 
(11) hy(2) = (1— SEB (w — 2) (1, (2))*, 
(12) b, (2) = (x — 2) (I, (2))*, 


wo 1, (z) das k-te Lagrangesche Grundpolynom bezeichnet. 
Die lineare Funktion von z 


(13) », (2) =1— SNe — 2) 


nenne ich ,,die zur Interpolationsstelle x, gehérige charakteristische Linear- 
funktion“. Durch ihre Einfiihrung wird die Gestelt der Grundfunktionen: 


h, (x) = v, (x) (1, (2))” 
oe tee) —(@— =) (09" 
Wendet man die Hermitesche Interpolationsformel (6) auf den Spezial- 


(k= 1,2,...,). 


fall y, =~ y,=.-.=y, =1, Yi =—¥s—.--- =—Yyn=O an, so erhilt man 
identisch in x 

n 
(15) 2h (2) = 1, 


d.h. die Summe der Grundfunktionen erster Art ist fiir jedes x gleich 1. 
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Ist in (6) yij=ys=—...=Yyn=9, so nenne ich y=X(zx) eine 
»Treppenparabel“. Ist y, = y, =... =y, =0, so nenne ich y = X(z) 
eine ,,Wellenparabel“. Die Funktion X(z)=0 gehért zu beiden Sorten 
von Parabeln. 

3. Betrachtet man die Lagrangeschen Grundfunktionen 1, (x), so sieht 
man, daB 1,(2) sein Vorzeichen (nm —1)-mal andert. Die Anzahl der Vor- 
zeichenwechsel von 1, (a) wichst also mit n ins Unendliche. Hingegen hat 
h, (x) fiir jedes n eine einzige Zeichenwechselstelle, nimlich die Stelle z,, 
d. h. die Interpolationsstelle z, selbst. h, (x) hat héchstens eine Zeichen- 
wechselsteile X,, namlich dort, wo die charakteristische Linearfunktion 
v, (x) verschwindet: 


w” (2%) 








(16) v,(z) =1—- amy ( — %) = 9, 
woraus 
_ , @'(%) 
== x, ow” (x)? 
also 
(17) X,=s,+ a (k=1,2,...,n). 


Eine einzige Ausnahme bildeé der Fall, in welchem w”(x,)=0 ist 
(d. h. 2, ist Nullstelle und Inflexionsstelle von w(z)). In diesem Falle ist 
v,(xz) = 1, also ist nach (14) h, (x) =(1,(x))*. Die Grundfunktion h, (x) 
hat also in diesem Falle keine einzige Zeichenwechselstelle, sondern ist fiir 
jedes z nichtnegativ (und ist von (2n —2)-tem Grade). 

Das System der n Stellen unter (17) 


(18) ee: ee 


nenne ich das System der zu z,,2,,..., 2%, konjugierten Stellen. Ich sage 
kiirzer: X, ist zu x, konjugiert. 








Da 
19, 27 (%) of _1 1 1 1 1 
(19) @" (2%) Mara tigrz t he eR ee tae) 
n 
, 
1 


wo der Strich andeutet, daB » die Werte 1,2,..., mit Ausnahme von k 
durchlaufen soll, so lautet also die Formel fiir die konjugierte Stelle X,: 


1 

(20) X,=2, +248 — 2,4" — (B= 1,2,..., %). 
ee 
%— ty 
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n 
Ist w”(x,) =2 >’ _'— =0, n0 sage ich, daB die konjugierte Stelle X 
k Jug k 


oat ty — %, 
von x, im Unendlichen liegt‘). 

Die konjugierten Stellen X,, X,,..., X, (die also der Reihe nach die 
Zeichenwechselstellen von h,(x),h,(x),...,h,(2%) angeben) spielen eine 
entscheidende Rolle in der ganzen darzulegenden Theorie. 

Da v,(x) fiir a= 2, gleich 1, fiir x = X, gleich Null ist, so driickt 
sich v,(2) noch so aus: 


(21) v, (2) = 2-2 (bas 2, 8)... 


XA, — % 





wahrend der wichtige Grundfunktionenquotient (kiirzer: Grundquotient) 
(2) _ (2—™%)(()* _ 2-% 
22 = a — = =—5, 
a M(@) = Ie) le)(htay® (2) 
der eine lineare gebrochene Funktion von zx ist, die Form 
(23) (2) =F ry = (te — MHI (k=1,2,..., m) 
hat. 
4. Es seien schon an dieser Stelle zwei Beispiele erwahnt. 
1. Sind z,, 24, ..., x, die Tschebyscheffschen Abszissen, x, = cos (2k —1) = ; 


k =1,2,...,m (die im Intervalle —1 <2 <1 liegen), dann ist X,——, 
7 


d. h. der konjugierte Punkt X, von 2, ist der konjugierte harmonische 
Punkt von z,, wenn —1 und +1 als Grundpunkte gewahlt werden. 


2. Sind z,, z,,..., #,, die Nullstellen des n-ten Legendreschen Polynoms, 
y+ 2 
d.h. P,(#,)=0, dann ist X,——;—*. Man erhiilt also den konjugierten 


Punkt X, so, daB man die Strecke von x, bis zu dem konjugiert har- 
monischen Punkte von x, halbiert, wo wieder —1 und 1 als Grundpunkte 
fiir das harmonische Paar genommen werden. 

In beiden Beispielen liegen die Interpolationsstellen z,, x,,..., 2%, im 
Intervalle —1<2<1, welches aber von konjugierten Punkten /ret ist; 
und das ist fiir jeden Wert von n giiltig. Kurz ausgedriickt: —1<2<1 
enthalt jede Interpolationsstelle und keine konjugierte Stelle. 


*, Mit Hilfe der Lagrangeschen Grundfunktion 4,(2) kann man die konjugierte 
Stelle X, auch so charakterisieren: Zieht man zur Grundparabel y = J,,(x) im Punkte 
x=%, y=1 die Tangente, so schneidet diese die Abszissenachse im Punkte 
fa 2 Se Der konjugierte Punkt X;, liegt also auf der entgegengesetzten 

k 
Seite von x,, und halb so weit entfernt von x, als &,. — Zieht man aber zu 
y =(1,(2))* die Tangente in x=x,, y=1, so ist X, einfach der Spiegelpunkt des 
Schnittpunktes dieser Tangente mit der Abszissenachse in bezug auf 2,. 
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§ 2. 


Statische Interpretation der konjugierten Punkte. Anwendung auf die 
Nullstellen der Jacobischen Polynome. 


1. Der konjugierte Punkt 1a8t eine interessante statische Interpretation 
zu. Aus (20), §1 folgt: 
1 


2 = 
(1) ates 


Legen wir nun in jeden Punkt z,,z,,..., 7, eime punktformige Masse 
von der GréBe 1 und in den konjugierten Punkt X, eine Masse von der 
GréBe }. Nehmen wir an, da8 sich je zwei Massenpunkte mit einer Kraft 
gegenseitig anziehen, die mit den zwei MassengréBen proportional, mit der 
gegenseitigen Entfernung aber umgekehrt proportional ist. Die Gleichung (1) 
besagt nun, daB die in zx, liegende Einheitsmasse im Gleichgewicht ist. 

Dies 1a46t sich auch so ausdriicken: 

Die Resultante der Krafte, mit welcher die in den Punkten 
Dy, Lqs-++> Ty_y» Uyqq>-++) %, Placierten Einheitsmassen die in x, liegende- 
Einheitsmasse angreifen, ist entgegengesetzt gleich jener Kraft, mit welcher 
sie von X, angezogen wird, wenn in X, die Masse } konzentriert ist. 





2. Wie niitzlich diese statische Deutung von X, sein kann, zeigt die 
folgende Anwendung. 

Es seien 2,,2,,...,2, die Nullstellen des Jacobischen Polynoms 
J,(@,8,x2). Diese Abszissengruppen, zu welchen auch die Tschebyschefischen 
und Legendreschen Abszissengruppen gehéren, werden im III. Teil dieser 
Arbeit ausfiihrlich behandelt. Hier sei zunichst der schéne und wichtige 
Satz von Stieltjes®) erwahnt, der eine statische Deutung der Nullstellen 
der Jacobischen Polynome J,(«,f,x) gibt. Der Satz von Stieltjes lautet 
folgendermaBen: 

Man lege in den Punkt —1 der Abszissenachse die positive Masse «, 
in den Punkt +1 die positive Masse 8, in die n Nullstellen z,,z,,..., 2, 
des Jacobischen Polynoms J, (a, 8,2) (die alle zwischen —1 und +1 liegen) 
je eine Masse von der GréBe 1; dann sind alle Massenpunkte z,,z,,..., 2, 
im Gleichgewicht. Die Kraft, mit welcher ein Punkt den anderen anzieht, 
ist wieder proportional den MassengréBen und umgekehrt proportional der 
gegenseitigen Entfernung. 


Beispiele. 1. Sind in den Punkten —1 und +1 zwei gleiche Massen 
von der GréBe } konzentriert, so sind die im Innern des Intervalles in 


*) Stieltjes 1, insbes. Nr. 2. 
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2,,2%y,---,%,, befindlichen Einheitsmassen dann und nur dann im Gleich- 
gewicht, wenn 2,, 2,,..., 2, die Nullstellen des n-ten Legendreschen Poly- 
noms sind, d. h. P,(z,) =0, k=1,2,...,n. 


2. Legt man in —1 und +1 zwei gleiche Massen von der GroBe }, 
dann besteht fiir die Tschebyschefischen Abszissen das Gleichgewicht. 

Was kénnen wir nun in diesem allgemeinen Falle Jacobischer Abszissen- 
verteilung von dem konjugierten Punkt X, von 2, sagen, wo k einen be- 
liebigen, aber festen der Werte 1,2,..., bedeutet? Einerseits ist, nach 
meiner statischen Deuturg des konjugierten Punktes, die Resultante der 
Kriafte, mit welcher die Massenpunkte 2,, 7,,..., %,_3,%,44)-++»%, den 
Massenpunkt x, anziehen, entgegengesetzt gleich der Kraft, mit welcher er 
durch X, angezogen wird, wenn in X, die Masse } konzentriert wird. An- 
dererseits ist aber, nach Stieltjes, diese Resultante auch entgegengesetzt 
gleich der Resultante jener beiden Krafte, mit welchen der Punkt z, 
durch —1 und +1 (mit den Massen a, 8) angezogen wird. Also gilt im 
Jacobischen Fall folgendes: der Punkt zx, mit der Masse 1 wird von der 
im konjugierten Punkte X, konzentrierten Masse } mit einer Kraft an- 
gezogen, die gleich der Resultante der beiden Krafie ist, mit welcher die 
Einheitsmasse in x, von den in den beiden Endpunkten —1 und +1 
des Intervalles —1 < x < +1 befindlichen Massen von der GréBe a, 8 
angezogen wird. 

Nehmen wir an, daB diese Resultante etwa von x, nach -+-1 gerichtet 
ist. Dann ist sie gleichgerichtet, aber der GréBe nach sicher kleiner als 
die Kraft, mit welcher 2, von der Masse f in -+-1 allein angezogen wird, 
die wieder kleiner (nicht gréBer) ist als die Kraft, mit welcher z, vom 
Punkte +1 angezogen wird, wenn in dem Punkte +-1 die Masse } (statt £) 
konzentriert ist — vorausgesetzt, daB 8 <4. Da aber, wie wir eben fest- 
gestellt haben, die in +1 konzentrierte Masse von der GréBe } eine gréBere 
Anziehungskraft auf x, ausiibt als die in Rede stehende Resultante, so 
muB X,, ebenfalls mit der Masse 4, iiber -+-1 hinaus liegen, d. h. X, >1. 
Ahnlich folgt X,< —1, wenn die Resultante nach —1 zeigt — voraus- 
gesetzt, daB «<4. Ist schlieBlich die Resultante gleich Null, so fallt der 
konjugierte Punkt ins Unendliche. 

Auf Grund der Stieltjesschen statischen Interpretation der Nullstellen 
des Jacobischen Polynoms J,,(«, 8,2) als Gleichgewichtslage und auf Grund 
der vorangehenden statischen Interpretation des konjugierten Punktes ist 
es uns gelungen, den folgenden Satz zu beweisen: 


Die konjugierten Punkte X,, X,,...,X, der Nullstellen x,,x,,..., 2, 
des Jacobischen Polynoms J,(a,8,x) legen alle auferhalb des Inter- 
vallee -l1oxr<i+l1, wenn 0< ae <5}, 0<fS}. 
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Wenn also 0 << a<}, 0< <3}, so liegen die Nullstellen aller Jacobi- 
schen Polynome 


J,(¢,8, x), J,(a,B,2), ..., J(a,B,2), «.. 


im Intervalle —1 <2 <1, wahrend die Systeme konjugierter Punkte alle 
auferhalb des Intervalles —1 <2 <1 liegen. 


§ 3. 
Die Voraussetzungen A und B. Konvergenzsatz fiir Lagrangesche 
Interpolationspolynome, wenn die Voraussetzung B erfiillt ist. 
1. Es seien z,,z,, ...,2,, m verschiedene Abszissen und ein Intervall (a, b) 
gegeben. Ich mache nun die folgende Voraussetzung: 


Voraussetzung A. Die Interpolationsabszissenstellen x,,2%,,...,% 
liegen alle im Intervalle a < x < b, d.h. 


(1) 64.4,<84, ;<...46,<8,36, 


wihrend alle konjugierten Punkte X,, X,,..., X, im Auperen dieses Inter- 
valles liegen. Genauer: es ist entweder 


(2) X,=26 oder X,<a. 


Wir haben gesehen, da8 die hypergeometrischen Abszissen ir bezug auf 
das Intervall (—1, +1) fiir jeden Wert von n diese Eigenschaft A be- 
sitzen, wenn nur die Parameterwerte a, den Ungleichungen 0 < « < }, 
0 <P <5 geniigen. 

Eine Hauptaufgabe dieser Arbeit wird darin bestehen: die Konse- 
quenzen der Voraussetzung A zu entwickeln. Zuerst méchte ich aber die 
Konsequenzen einer etwas schirferen Voraussetzung B entwickeln. Bevor 
ich diese aber hier angebe, bemerke ich, da aus der Voraussetzung A folgt, 
da8 samtliche charakteristischen Linearfunktionen 


(3) v,(z), v,(z),..., v, (2) 


im Intervaile a<2<b nichtnegativ sind; denn es ist v,(z,)=1, und 
nach Voraussetzung verschwindet v,(xz) nicht fiir a<2<b. Ich betone, 
dali speziell 


(4) v,(6)=>0, v(a)>0 (k=1,2,...,n) 
ist, und daB umgekehrt aus (4) v,(x) > 0 folgt, fir agx<b. 
2. Voraussetzung B. Die Interpolationsstellen x,,2x,,..., 2, liegen 


alle im Intervalle a< x <b, d. h. 


(5) @S2%,<2,_,<..-<%y<az, Sb, 
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wahrend 
(6) v,(b)20, (4) 20 (4 =1, 2,...,m) 
ist, wo @ eine positive Zahl bezeichnet, die <1 ist. 
Bemerkungen. 1. Es ist klar, daB die Voraussetzung B mit 9 = 0 
in die Voraussetzung A iibergeht. 2. Es ist klar, daB in der Bedingung B 
die Zahl 9 nicht gréBer als 1 sein kann. Ware namlich 9 >1, so wire 
fiir die lineare Funktion v,(z) v,(a@) >1, v,(6)>1, also v,(x) >1 fir 
a<zx<b, was mit v,(x,) =1 unvertriglich ist. 3. 9 =1 ist aber ein 
méglicher Wert in der Voraussetzung B. Es sei x, im Innern des Inter- 
valle a<2<b. Da v,(b) >1, v,(a)=>1 und v,(x,) =—1 ist, so ist, in 
diesem Falle 9 =1, v,(z)=1, dh. w”(z,)=0 (dh. 2, ist fiir w(x) 
gleichzeitig Nullstelle und Inflexionsstelle). Es mu8 also fiir die jedenfalls 
inneren Stellen 2,,2,,...,%,_, @”(%,)=@”"(2,)=...=w"(z,_,)=0 
sein. Da w”(x) genau n—2 Nullstellen hat, so muB8 z,—a, z,=6 
sein. Dies fihrt zur aa Bestimmung von 2,,2%,,...,2%,- Ist 


a= —1, 6=1, so ist w(x) = $P.s (t)dt, d. h. das Jacobische Polynom 
J,(0,0,2). Es ist in diesem Falle tatsichlich 


v,(z) = 0,(7) =... =0,_,(2) =1, 
(7) v,(—1) =1, v,(1) >1, 
v,(—1) >1, v,(1)=1. 
4. Da nach (21), §1 
(8) (2) =z, 


so lautet die Forderung (6) in der a B auch so: 


(9) coe xoe2e. 


X,-% = as 


Daraus folgt eine dritte Form der tilt (6) in der Voraus- 
setzung B: 





b-—2 1-—o a—®2Z l—o 
sil Hob Hoes 

Ist etwa X, >, so besagt die erste Ungleichung unter (10) 
(11) X,—b= ie (0 — %)- 


Ist aber X,< a, so besagt die zweite Ungleichung unter (10) 
(12) a—X,> 55 (%— 2). 


Die Ungleichungen (11) und (12) lassen uns das Wesen der Forde- 
rung (6) in der Voraussetzung B erkennen: wenn X,> 6b, so darf der Ab- 
Mathematische Annalen. 106. 2 
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stand X,— 6 im Verhiltnis zum Abstande b—z, nicht zu klein sein; 
ist aber X,< a, so darf der Abstand a— X, im Verhiltnis zum Ab- 
stande z,— a nicht zu klein sein — fiir jeden Wert k=1,2.,..., n. 


3. Es sei ala, <4, ,<--.<2%< 2,25 und zunichst die Vor- 
aussetzung A befriedigt. Da v,(z) >0 fir acxz<b (k=1,2,...,n), 80 
ist auch 


(13) h,(x)=»,(z)(1,(z))*>0 fir agxr<b (k=1,2,...,n). 
Die Identitét (15), § 1, liefert 
(14) Sh,(x) = So,(2) (I,(a))*=1. 

r= val 


Es sei jetzt auch noch die strengere Voraussetzung B erfiillt. Da aus 


v,(b) S90, v,(4)20 


(18) v(z)20, aSzdb (k=1,2,....0) 
folgt, so liefert (14) 

(16) o 3(I,(x))* <1, 

d. h. — 

(17) (1, (a))*® + (I(x)? +... + (1, (@))*< +. 


Wir haben also den folgenden Satz erhalten: 
Satzl. Geniigen die Interpolationsstellen der Voraussetzung B, so ist 
die Quadratsumme der Lagrangeschen Grundpolynome < . , ah. 





(18) (1, (2))* + (2, (2))? +... + (I,(2))* S & 
fiir®) 
ax<2z<b. 
4. Da aber nach der Schwarzschen Ungleichung 
(19) |a[+ [lo] +--+ [tn] <Vn E+E +... +h, 


so ist mit Riicksicht auf (18) 
(20) |h(z)|+[h(2)|+---+1h(2)| Sz Vm, asesb. 
Wir haben also erhalten den : 


Satz II. Die Summe der absoluten Betrdge der Grundpolynome der 
Lagrangeschen Interpolation ist im ganzen Intervallea<x<b kleiner 


*) Daraus folgt der Satz: Ist die Bedingung B erfiillt, so ist 


b-—a 





in(e)|S—, hy(z)S1, | tle) |< a<rsb. 


2 
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als eine positive Konstante multipliziert mit Yn, d. h. 


1 
(21) |A(e)|+ [h(2)| +--+ 1A(@)1SeVn, 
fir 
a<2z<ab,~ 
wenn die Interpolationsstellen (alle im Intervalle a<2x< b liegen und) 
die Bedingung B erfiillen. 


5. Es sei nun 
(1) 


| 
(2) _ (2) 
1 » & 
. (3) (3) (3) 
(22) % , Xe , Ly 
(nm) (nm) _ (nm) (nm) 
Ty , Xe , Hy y-++y> Un 





eine unendliche Punktgruppenfolge, so daf jede Punktgruppe die Voraus- 
setzung B erfiillt, und zwar mit einer positiven Zahl 0, die nicht nur von k, 
sondern auch von n unabhdngig ist. Weiter sei f(z) eine im Intervalle 
a <x <b iberall stetige Funktion, die in diesem Intervalle einer Lipschitz- 
schen Bedingung 


(23) \f(x’)—f(x")|<Cla’—2"|* = (a<a’<2"Sb) 
mit einem Exponenten 2, }<i4<1, geniigt. Ich behaupte, daB dann die 
Folge der Lagrangeschen Interpolationspolynome von f(z), genommen fiir 
die Punktgruppenfolge (22), 
(24) L,(#), £,(#), -... &{e), .-- 
im ganzen Intervalle a<2<b gleichmaBig zu f(x) konvergiert. 

Aus der Lipschitazschen Eigenschaft (23) folgt naimlich die Existenz 
einer ganzen rationalen Funktion P(x) von héchstens (n — 1)-tem Grade, 
so dab 


(25) | f(x) — P(z)|<<, 


a<z<b, 5<i<l, 


wo I’ eine von n unabhangige Konstante bezeichnet’). Bezeichnet dann iiber- 
haupt L, [F] das fiir die Stellen x{”’, 2)", ..., a.” genommene Lagrangesche 
Interpolationspelynom einer beliebigen Funktion F(z), dann ist 


(26) f(«)—L, (f]=f(#) —L, [P+ (f—P)]=f(z) —L, [P] —L, [f—P}. 


) Ich erinnere an die Arbeiten von de la Vallée Poussin, Lebesgue, 8. Bernstein, 
D. Jackson. 


9Q* 








20 L. Fejér. 


Da aber*) 

(27) L,, [P| = P(z) 

ist, und nach (25), (21) und (1), §1 

(28) Lef— PIS grt = <p 

so ist nach (25) bis (28) 

(29) \f(z) —L, (A! S| f(z) — LZ, (P)| +| 2, [f— P]]| 


=| f(2) —P(2)| + |Lalf— PI Sa+ 45: 


Da I’ und C von n unabhangige Konstanten sind, und n beliebig 
groB gewahit werden konnte, so ist also 
(30) f(z) —L,[A| <n 
im ganzen Intervallea < x < 5b, wo 7» eine beliebige vorgeschriebene posi- 
tive Konstante bezeichnet und n geniigend groB, sonst aber beliebig ist. 
Dies besagt: him (f(x) — L,(x)) =0, und zwar gleichmaBig im Intervalle 
a<z<b}b, womit unsere Behauptung bewiesen ist. — Ich habe also den 
folgenden Satz bewiesen: 


Satz III. Mnthdlt das Intervall a< x <b sémtliche Interpolations- 
stellen der unendlichen Punktg: uppe 
a” 
we rg 


(31) 22, 2, 22 


(n) (mn) (n) @~» 
So", Ses Gann ++ Me 





und sind fiir die konjugierten Punkte X, die Bedingungen 

(32) ¥,(d)=F"S0, 4(a)— ZF 20 

fir k=1,2,...,n und fiir jedes n erfiillt, wo 0 eine von k und n un- 
abhangige Konstante bezeichnet, dann gilt fiir das zu f(x) und zu den 
Interpolationsstellen x{”, x{, ..., x gehdrige Lagrangesche Interpolations- 
polynom L, (zx) 

(38) lim L, (2) = f(2), 

und zwar gleichmafig im ganzen Intervallea<2x<b. Hier ist f(x) eine 
im Intervalle axx<b iiberall stetige Funktion, die daselbst einer 
Lipschitzschen Bedingung geniigt, mit einem Exponenten, der >} ist. 








*) Die SchluBweise von Lebesgue, Haar, Faber. 
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§ 4. 
Anwendung des fiir die Folge der Lagrangeschen Interpolationspolynome 
' in § 3 erhaltenen Konvergenzsatzes auf den Spezialfall der 
hypergeometrischen Abszissen. Bemerkungen. 


1. Die Nullstellen des Jacobischen Polynoms J, (a, 8, x) liegen be- 
kanntlich, wenn die Parameter «, f positive (nichtnegative) Werte haben, 
im Intervalle —1< 2<1. Wir nehmen a=—1, b=1. Ich behaupte, 
daB fir 0< «<3, 0< 8 <} die strengere Bedingung B erfiillt ist. 

Da w(z)=J,(a, 6, x) der Differentialgleichung 


(1) (l—2*)w”+[2(«—£) —2(¢+ £)z]w’+n(n+2(+ f)—1)o=0 


Geniige leistet, so ist fiir eine von —1 und +1 verschiedene Wurzel x, der 
Gleichung w(x) = J, (a, 8, x) =0 

















‘ _ @ (%) _ 2(a@—f£)—2(a+f) x 
(2) aT (ay) i 
also 
a” 2(a@—B)—2(e+ 
(3) (1) —1- SY —2,)—1 4 Os 
ax 1 + Ke —-A +8 (+ 6)—8(6+6)—3(6+ 6% 
1+% 
4a 
=1—2(¢+8)+775) 


woraus wegen 1+ 2, <2 


(4) »,(1)21—2(@+ 6) +4*=1—28 
folgt. Abhnlich erhalten wir 
(3’) »,(— 1) = eo 2) .1—)u1 — ee 





w’ (2) 1—% 
=1—2(¢+8)+ we 
woraus 
(4’) o,(—1)21—2(@ +6) +4 =1— 20 
folgt. 
Die Bedingung B ist also mit a = —1 und b = 1 befriedigt, denn es ist 
(5) %(—1), 4(1)2e@, 


fiir jeden Wert von k und jeden Wert von n, wenn g die kleinere der 
beiden, nach Voraussetzung positiven Zahlen 

(6) 1—2e, 1—2, 

bezeichnet. 
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Bemerkung. Wir sehen aber weiter, dab wir die Parameterwerte «, 
von n zu n beliebig variieren kénnen, jedoch so, daB sie bestandig zwischen 
den Grenzen 0,4} —e eingeschlossen bleiben, und noch immer bekommen 
wir fiir v,(1) und v,(—1) die positive untere Grenze 0, fiir jeden Wert 
von k& und fiir jeden Wert von n. 

Satz III, §3 liefert also den folgenden 


Satz I. Die Lagrangeschen Interpolationspolynome einer Funktion f(x) 
Z,(s), £,(a2), ..., &(#), .2- 


konvergieren im Intervalle —1<x<1 gleichmafig zu f(x), wenn die 
Interpolationsstellen x{”, x{,..., 23" die Gleichung J,(a,8,x)=0 be- 
friedigen, und wenn die Parameterwerte «, 8 im Jacobischen Polynome 
J, (a, 8,2) die Ungleichungen 0S a<}, OS P<} befriedigen. Die 
Funktion f(x) ist der Bedingung unterworfen, daB sie fir —l<x<l 
der Lipschitzschen Bedingung mit einem Exponenten > } geniigt. 

Bemerkungen. 1. Zunichst sehen wir, wenn wir die vorige Be- 
merkung in Betracht ziehen, daB dieser Konvergenzsatz auch dann noch 
giiltig bleibt, wenn die hypergeometrischen Abszissen 


, (n, a. #) (n, a, £) (n, a. f) 
(7) 2" » perry Oy 


fiir verschiedene Werte von n verschiedenen Parameterwerten «a, f ent- 
sprechen; nur miissen diese Parameterwerte «,, 8, die Ungleichungen 


(8) OSa<5-4, O0Sf,<y-8 


befriedigen, wo « eine feste, iibrigens beliebig kleine positive Zahl be- 
zeichnet. 

2. Fir «= ergibt der Satz I den Konvergenzsatz fiir diejenigen 
Lagrangeschen Interpolationspolynome, deren Interpolationsabszissen die 
Nullstellen der speziellen Jacobischen Polynome J,(a,«,2) sind. Man 
nennt diese Polynome auch ultrasphirische Polynome. Die Bedingung fiir « 
lautet: 0<a«<}. Fir « =} erhilt man die Tschebyscheffschen (trigono- 


metrischen) Abszissen, fiir «—0 die Nullstellen von [P,_,(t)dt, wo 
-1 


P,,_,(z) das Legendresche Polynom mit dem Index n — 1 bezeichnet. 

3. Fiir die Legendre-GauBschen Abszissen ist die Bedingung A erfiillt. 
Die Bedingung B ist aber mit keinem noch so kleinen positiven o fiir 
jedes & und n befriedigt. Nach (3) und (3’) ist namlich in diesem Falle 
a=Bp=} 
(9) (1) =1-2(e@ +8) + SS =-14+4,5,=-753 
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und 
(10) (-I)=-14+ 7 =-* 
k 1—-xX, 1—%° 
Im Falle der Legendre-GauBschen Abszissen ist also 

l1—x 

ae. (k=1,2,..., 9; n=1, 2, 8,...). 
( ame . 
(12) v,(—1) =; 7% 


Da, wenn nur » hinreichend gro8 ist, das gréBte z,, naimlich 2{”, 
der Stelle +1, das kleinste x,, namlich 2”, der Stelle —1 beliebig nahe 
kommt, so existiert keine positive Zahl 0, mit welcher die Bedingung B 
erfiillt ware (fiir jedes k und jedes n). 

Trotzdem kann man auch in diesem Falle mit der gréBten Leichtigkeit 
einen Konvergenzsatz fiir die Lagrangeschen Parabeln ableiten. Zuniachst 


bemerke ich, daB P, (x) = P,,(cos@) ein trigonometrisches Kosinuspolynom 
n-ter Ordnung 


(13) P,,(cos@) = a, + a, cos + a, cos 20+ ... + a, cosn® 


ist, WO @,,@,,@,,... positiv und a, =a, =a, =... = 0 ist, wenn m gerade 
ist und umgekehrt, wenn n ungerade ist. Daraus folgt, da8 P,(cos@) im 
Intervalle 


(14) 0<b<5 


nicht versehwinden kann. Also ist fiir die gréBte und kleinste Wurzel 
xi”, 2” des n-ten Legendreschen Polynoms P, (x) 


(15) x" < css, ai” > — cos — 


giiltig, so daB also, auf Grund von (11) und (12), 


nm 








ioe Sot + 

 \ _ i—* — X ae ee) 
(16) v,(1) => et a Wee -C 
1+” l+~2 1 — cos n 

(17) *(—1) = op ae 


und ich erhalte schlieBlich, im Falle Legendre-GauBscher Abszissen: 
(18) v,(2) > sin* 
fiir 

—l1s$2s1; k=1,2,...,n; n=1,2,.... 
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In diesem Falle liefert nun 








(19) Sh, (z) = Sv, (2) (4,(2))*=1 
k=1 k=1 
die Ungleichung 
(20) S(h@) < : ; 
k=1 sin*® ic 
so daB also 
(21) PANG \isyn < 2ni. 
ney 
4n 


Wenn also eine Funktion f(z) durch ein Polynom n-ten Grades im 
Intervalle —1<2<1 so scharf approximiert werden kann, daf 
(22) | f(2) — (% +ae+... +a,2")|<— >, 
n 
und wenn dies fiir jeden Wert von n méglich ist, dann konvergieren die 
fiir die Legendre-GauBschen Abszissen genommenen Lagrangeschen Inter- 
polationspolynome 
(23) L, (2), L, (2), .--, L,(#), ... 


gleichmafig zu f(x) im ganzen Iniervalle —1<2<1. Hier bezeichnet C 
eine von n unabhangige Konstante. 

Die Voraussetzung (22) ist stets erfiillt, wenn f(x) eine stetige Ableitung 
besitzt, die einer Lipschitzbedingung mit einem Exponenten >} geniigt. 

4. Durch den Hinweis auf die Jacobischen Abszissen mit 0 < « < }, 
0< <4 haben wir uns erst dessen vergewissert, da fiir beliebiges n 
eine Punktgruppe z,, z,,..., 2, tiberhaupt existiert, die der Voraussetzung A 
Geniige leistet, daB wollen eine "Punktgruppenfolge 2, 2, ..., 24" existiert, 
fiir welche die Voraussetzung B mit demselben positiven go fiir jedes & 
und jedes n erfiillt ist. In diesen hypergeometrischen Abszissengruppen- 
folgen haben wir eine Fiille von Folgen von Interpolationspunktgruppen, 
die der Voraussetzung B Geniige leisten, fiir welche also der Konvergenz- 
satz III, § 3 giiltig ist. Sind aber durch diese hypergeometrischen Gruppen 
die der Voraussetzung B geniigenden Gruppen nicht etwa erschépft? 
Natiirlich keinesfalls. Es sei n ein fester Wert des Index n. Dann lauten 
die 2n Bedingungen B, denen die Abszissen z,, z,,..., 2, der n-ten Punkt- 
gruppe Geniige leisten miissen, 


(24) »,(b) = Fine wee 


(25) »,(a)=1-SB(a—2) 20, 


@' (%) 





Lagrangesche Jnterpolation. 25 





d. h, 
“’ 1 ~ 
(26) 1—2(b—2,) D' > 20, 
v=1 
hed 1 
(27) 1—2(a—2,) J) 2e 
v= - 
(E=1,2,...,%). 


Sind nun diese 2m Ungleichungen fiir ein System von untereinander 
verschiedenen und im Intervalle a < x < b liegenden Werte 


(28) @}, U2, ..-, Up 
befriedigt, so sind sie mit 4 statt o auch befriedigt durch beliebige Werte 
Zy,L_,-++,%,, die nur in eine gentigend kleine Umgebung von xj, x}, ..., tn 
fallen. 

§ 5. 


Ein Konvergenzsatz fiir Lagrangesche Interpolationspolynome, 
wenn die Bedingung A erfiillt ist. 


1. Im §3 bin ich auf Grund der Voraussetzung B zum Satz III ge- 
langt. Jetzt will ich die geringere Voraussetzung A machen und zeigen, 
zu welchem Ergebnisse dieselbe elementare Methode fiihrt. Jetzt soll also 
ohne jede weitere Beschrénkung vorausgesetzt werden, daB das Intervall 
a<x<b jede Stelle x,,2,,...,x%, und das Intervall a<2<b keine 
konjugierte Stelle X,, X,,..., X,, enthalt, d.h. 


(1) v,(b)>0, o,(a)>0 (E=1,2,...,%), 
wo v,(z), wie immer, die Linearfunktion v, (2) =1— S18 (2 — 2) 
bezeichnet. : 

Wir betrachten nun das um 2¢ verkleinerte Intervall 
(2) a+ecrcb—e, 
wo « eine feste (beliebig kleine) positive Zahl bezeichnet, die natiirlich 
<*;* ist. Ich frage nun: was ist der kleinste Wert, den die lineare 
Funktion v,(z) im engeren Intervalle (2) annehmen kann? Da »v,(zx) 
(jetzt kurz mit v(x) bezeichnet) linear ist, so haben wir 

S Bien 

(3) v(x) =0(b)5—| + (a) 5=, 
und da im Intervalle a+e<2<b—e die Ungleichungen zx —a2e, 
b—azZe bestehen, so ist 


(4) v(x) >(v(b)+(a))-~ (a+eSzgb—e). 
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Da aber fiir den Wert x= ~z,, der im Intervalle ac 2z< b liegt, 
v, (x,) = 1 ist, so ist v(a)-+v(b) >1, also ist nach (4) 


(5) v(z) = v,(%) > 5— 
fir a+ergb—e, =1,2,...,%, 


womit die gewiinschte positive untere Grenze von v,(z) im Intervalle 
a+elxr<b—e bestimmt ist. Daraus folgt aber 


(6) 1- YA, (2) = So, (2) (1, (x))* 


n 


= D) (1, (2))*, 








k=1 k=1 a 
d. h. 
(7) 2(h(2))* <° 
und also 
. = 
(8) Shia) < va) Fc" < PS" 


fir a+e<rcb—e, 


wobei die Anzahl n der Interpolationsstellen beliebig sein kann. 

Da in der Ungleichung (8) die Zahl « eine beliebig kleine feste 
positive Zahl sein kann, so erhalt man durch Wiederholung der Schlub- 
weise von Nr. 4, § 3 (mit dem Unterschiede, daB hier das Intervall 
a+e<x<b—e szugrunde gelegt ist) den folgenden 

Satz I. Wenn das Intervall a< x<b sdmtliche Interpolationsstellen 


a) 
a 
@) (2 
od a | 
; (3) (3) (3) 
(9) Ty, Ty, Xs 


ai, as®, am, ea a 





enthalt, aber keine konjugierte Stelle X, in das Innerea<2x<b dieses 
Intervalles fallt, so konvergiert die zu f(x) und zu (9) gehdrige Folge 
der Lagrangeschen Interpolationspolynome 

(10) L, (x), L,(z),..., D,(2),- 

im ganzen Innern a<2<b des Intervalles (a,b) zu f(x), und zwar 
gleichmafig in jedem engeren Intervalle a+ex<xriib—e. Von der 
Funktion f(x) setze ich voraus, daB sie im Intervalle a<x<b einer 
Lipschitzschen Bedingung geniigt, deren Exponent > } ist. 
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Bemerkung. Ob an den Endpunkten x=a, x=b6 die Folgen 
L,(a), L,(b) konvergieren oder divergieren, ob nicht etwa L(x) im 
ganzen Intervalle a<2<b gleichmaBig zu f(x) konvergiert, wenn f(z) 
einer Lipschitzschen Bedingung mit einem Exponenten >} (oder sogar 
einer wesentlich schwacheren Bedingung) geniigt, kann ich jetzt nicht ent- 
scheiden. Worauf ich jetzt besonderes Gewicht gelegt habe, ist nicht die 
méglichst groBe Ausdehnung der Klasse der Funktionen, fiir welche der 
Konvergenzsatz I giiltig ist, sondern die Ausdehnung der Klasse der Folgen 
von Abszissengruppen, die zur Interpolation dienen. Im Satze I ist nur 
vorausgesetzt, daB das Intervall (a, b), welches alle Stellen der Interpolation 
umfaBt, keine konjugierte Stelle in seinem Innern enthilt. Die Identitat 


(11) Soy(z)(ty(2))*=1 


fiihrte dann mit einem Schlage zu jener Abschitzung von 2 |h(2)| die 
fiir den Konvergenzbeweis ausreicht. 


2. Anwendung von Satz I auf die hypergeometrischen Abszissen. 
Ist OS a<$,0< p< oD so habe ich gegeniiber Satz I, § 4 wenig Neues 
zu sagen. Wenn ae! « = oder 8 = } (wobei stets 0S ae<}, OS fS}) 
oder a=}, B=} ( Leguadlecher Fall), dann versagt, wie wir gesehen 
haben, der Satz I, § 3. Die Voraussetzung A des Satzes I ist aber auch 
in diesen Fallen erfiillt; also liefert dieser z. B. das Resultat, daB fiir die 
Folge der Legendre-GauSschen Abszissengruppen L,(2) im ganzen Innern 
des Intervalles (—1, +1) zu f(x) konvergiert, und zwar gleichmaBig fiir 
—l+e<r<1l—e, wo-e eine beliebig kleine, aber feste positive Zahl 
bezeichnet. Die Funktion f(z) geniige wieder einer Lipschitzbedingung mit 


einem Exponenten > }. 


§ 6. 
Anwendung des Konvergenzsatzes in §5 zum Beweis des Satzes, da8 


eine unendliche Folge von Punktgruppen das Intervall iiberall 
dicht bedeckt, wenn die Bedingung A erfiillt ist. 


1. Es sei wieder 
(1) 


4 
2 2 
ai” 2?) 
(3) (3), (3) 
(1) T% , Ue , 


(mn) i) _ in) (n) 
Uy , Ve » Me 5+-+, Um 





. 2 ta 228 
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eine Folge von unendlich vielen Punktgruppen, die alle im Intervalle 
a<2z<b enthalten sind, wahrend a< 2<b keinen konjugierten Punkt 
enthalt. 

Es sei (A, «) ein beliebiges festes (wenn auch beliebig kleines) Inter- 
vall, welches ganz im Innern des Intervalles (a, 5) liegt: 


(2) a<i<u<b. 
Ich behaupte: 
Mindestens ein Punkt von 


(nm) im) (mn) (m) 
Ty» Ze , Te ,-++y> My 


liegt im Intervalle 4 < x < mw, wenn nur n hinreichend groB ist. 
Beweis. Es sei 


0 fir aszr<i, 
(3) f(a) =) (a#—A)(u—az) fir ASzrcu, 
0 fir w<rsd. 


f(x) geniigt im Intervalle a<2<b einer Lipschitz-Bedingung mit 
dem Exponenten o > 4 (sogar mit o = 1). 

Nehmen wir an, da8 die Behauptung nicht richtig ist. Dann existiert 
eine unendliche Folge von Indizes 


(4) a es eer 


so daB die zu diesen Indizes gehérigen Punktgruppen x\", 2;", ..., 24" keinen 
in 4< 2< yp fallenden Punkt besitzen. Dann ist aber L,,(x)=0, also 
lim L,,(z) = 0, fiir jeden Wert von x. Nach dem Konvergenzsatz I, § 5 


ist aber, etwa fiir aa ite 


, A+ mu A —a\* 
(5) lim Ln, (—5*) = f(—3*) = FE“) +9 
d. h. ein Widerspruch. Ich habe also den folgenden Satz erhalten: 
Satzl. Wenn a<2z<b alle Stellen der unendlichen Gruppenfolge 





1 
x\” 
@) (2) 
2% , Ze 
(3) (3) (3) 
(6) Ty , Te , Xs 
(n) (mn) (n) (n) 
Z% , Me , Me y-++y> Uy 
. a. a oe ee cian 





enthalt und zugleich a< x<b von konjugierten Punkten frei ist, so be- 
deckt die Punktfolge (6) das Intervall iiberall dicht, und zwar im folgen- 
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den strengeren Sinne: Bezeichnet i ein beliebiges, in ax <b gelegenes 
Intervall, so fallt mindestens ein Punkt der Gruppe x}, x$”, ..., xf” in i, 
wenn nur n hinreichend gro ist. 


§ 7. 
Die Bedingung B. 
Konvergenzsatze iiber interpolierende Schmiegungspolynome einer 
Funktion, wenn die Bedingung B erfiillt ist. Satze tiber die 
rationale ganze Funktion (2 —1)-ten Grades. 


1. Um Sitze iiber die Schmiegungspolynome und, allgemeiner: iiber 
Hermitesche Interpolationspolynome zu bekommen, mu8 ich den Quotienten 


der Grundpolynome zweiter und erster Art ‘x () untersuchen. 














Da wis) 
(1) (2) _o2-%  2-% _ (—%)(%— Xs) 
hy (z)  —-& (%) z—X, a— X, 
% — X, 
_ (2—m) (qm —2)+(2-X)) _ (z-m)* 
7 k =x 2 on X,-2 +2z—2,, 


so ist, da doch im Intervallea < «<b die Ungleichung |z — z,| [b—a 
besteht, 


(2) 


p +o—a. 





h,(2)| = |X,-2 
Wenn nun z,, z,, ..., 2, alle im Intervallea < x <b liegen und das- 
selbe Intervall a<2<b keinen konjugierten Punkt X,, X,,..., X, ent- 
halt, so nimmt, wie leicht ersichtlich, die im Intervaile a< z <b stetige 
Funktion von z p 
(2 — %) 
(8) [he = 
ihren maximalen Wert fiir a <2 <b entweder an dem Endpunkte b oder 


an dem Endpunkte a an. Also ist PS = ee im ganzen Inter- 





by (2) | < (z—%) 























hy, (=) 
valle a<2x<b kleiner als die gréBere der beiden Zahlen 
(b—z,)* (a—%)* 
(4) [m-8T? [Riel 


vermehrt um b—a. Wenn also die Zahlen 
|X, — 6 | | X,—@| 
5 , 
®) (b—)* (2% —a@)* 
fir k=1,2,...,n gréBer sind als eine positive (noch so kleine) Zahi + 
— ich sage in diesem Falle, daB fiir x,,2,,..., 2, die Voraussetzung B 
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erfillt ist —, dann ist 

(6) 1b, (2)| << (4 +0 —a)h, (2) = Ch, (2) 
fir asxziib; k=1,2,...,n. 


Da nun 

(7) Sh,(2) =1, 

so ist ar 

(8) Shy (2)| +3 15,(2)| = Fh (2) + 3 |.(2)| 


=1+ 3 ]b,(2)|S1+C34,(2)=1+¢, 


d. h. die Summe der absoluten Betrige aller Grundpolynome der Hermite- 
schen Interpolation ist <1-+ C. Dies fiihrt mit Hilfe der Hermiteschen 
Interpolationsformel und des WeierstraBschen Approximationssatzes leicht 
zum folgenden Satze: 


Satz Il. Geniigen die Stellen der unendlichen Gruppenfolge 
x" 
(2) 2) 
Z , X& 
x”, r ax} 


(9) 


(mn) im) (m) (n) 
Uy , Te , Xe y+++, Um 





im Intervalle a < x < b der Voraussetzung B, d.h. sind sie alle im Inter- 
valle a<x<b gelegen, wahrend 


(10) i4-t1., iS-si,, 
(x,—b)* ~ (%,—a)* 
> a ae | 


giiltig ist, wo t eine positive Konstante bezeichnet, so ist gleichmafig im 
Intervalle a<x<b 
(11) lim 8,(2) = f(2). 

Hier bedeutet f(x) eine beliebige Funktion von x, die mit ihrer Ab- 
leitung f(x) im Intervalle a <x < b iiberall stetig ist, wahrend S, (x) das 
n-te Lagrangesche Schmiegungsinterpolationspolynom bezeichnet, d. h. die- 
jenige ganze rationale Funktion von héchstens (2n —1)-tem Grade, fiir welche 

S(z,)=—f(z,), S(x,)=f(2,),-.-,8(z,)=f(2,), 
(12) , , 2 ; 

8 (z,)=f'(z,), S'(z,) =f’ (x), 8 (x,)—f (2,) 
giilttg ist. 
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2. Ist nur die Voraussetzung A allein erfiillt, so liefert (1), mit Riick- 
sicht auf | —2,|<b—a,-und v,(z)>;— fir a+e<r<cb—e 





| | t(#)| — (b—a)* 
(13) I (z) uae 


so daB also der folgende Satz giiltig ist: 
Satz Il. Geniigen die Abszissen (9) der Voraussetzung A, so ist 


(14) lim 8, (2) =f (=) fir a<2x<b, 


und gleichmafig fiira +e«<2x<b—e, wenn e« eine feste, sonst beliebige 
positive Zahl bezeichnet; die Funktion f(x) sei wieder mit f(x) stetig 
im Intervallea<x<b. 

3. Bemerkung iiber die Voraussetzung B. Wir haben gesehen, 
daB die Voraussetzung A entschieden schwicher ist als die Voraussetzung B; 
im §4 habe ich namlich gezeigt, daB die Legendre-GauBschen Abszissen 
a;"’, xf”, ..., 2” wohl die Voraussetzung A, nicht aber die Voraussetzung B 
befriedigen. 

Auch B ist entschieden schwicher als B. Der wesentliche Teil der 
Ungleichheitsforderung in B lautet namlich (nach (5)): 


(15) X,—b>1(b—2z,)’ 
oder | (B) 
(16) a —X,>1(z,—a)’, 


je nachdem X,> 6 oder X,< a, die Ungleichheitsbedingung in B lautet 
aber (nach (11) und (12), § 3) 


(17) X,— b6j=1(b — z,) 
oder | (B) 
(18) a—X,2>i(2,—a), 


je nachdem X, > b, oder X,< a ist; 4 bezeichnet den Quotienten i. 
Ist aber (B) erfiillt, so ist auch (B) erfiillt. Aus : 


(19) b— 2, >(b—2,). = — Coa! 





folgt namlich auf Grund von (17) 
(20) X,— b>;~-(b—2,)’, 


d. h. (15) mit a usw. Also ist B sicher nicht starker als B. Ich 


behaupte nun, daB B entschieden schwicher ist als B. In der Tat wissen 
wir, daB die Legendre-GauBschen Abszissen die Ungleichungen (B) nicht 
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befriedigen, wihrend sie, wie ich jetzt zeigen méchte, den Ungleichungen (B ) 














1 

Gusltgn lesen. the joist o> —1, bal, Ro eee, 0 i Oe 
eniige leisten. Da jetzt a= —1, b=1, X,=—z Tz, 8° iir 
z,>0 
(21) x,— b= 1$2 _) — Coa > Fa-2,)" 
und fiir z,< 0 

1+ 1+ 
(22) a—X,——-1— 1a Cree > de (0) 


also ist B mit t=} tatsichlich erfiillt. 
DaB nun wieder A tatsichlich schwicher als B ist, zeigt das sehr 


interessante Jacobische Polynom @,(x) J, (0, 5,2) =P,(2) +P,_.(2), 
wo P(x) das m-te Legendresche Polynom bezeichnet. Hier ist die Vor- 
aussetzung A erfiillt, weil doch, wie wir wissen, —1<2<1 keinen kon- 
jugierten Punkt enthalt. Die Differentialgleichung von w,(2z) zeigt iibrigens, 
da8, wenn ich die Wurzeln von w,(z) mit 

(28) —l=2,<2, ,<2%,_.<...<%<2,<1 


bezeichne, die konjugierten Punkte 


X,-1 X m-@>°** » X, x, 


alle in den Punkt +1 fallen (wahrend X,< z= —1 ist). Nun folgt auf 
Grund von Teil III, §§ 3 und 4, daB in diesem Falle beliebig groBe Quotienten 


et anzutreffen sind, wenn man nur n, k und 2 passend wihlt. 
In diesem Beispiele J, (0,5 > x) = =P,+P,_, kann man aber be- 
anstanden, daB X, (fiir k= 2,3,...,n) nicht > als b=1, sondern = 1 
ist. Wenn man aber J, (« i 7) statt J, (0, 2?) mit zu Null strebendem 





«, zu Hilfe nimmt, so hat man Quotienten be 52, die im Intervalle 


hy” ( 


—1<2< +1 beliebig groB sein kénnen, wahrend fiir alle X;" entweder 
Xi" >1 oder Xj,” < —1 giiltig ist. (Siehe III. Teil, § 4, Beispiel 5.) 

Ich habe also bewiesen, daB die Voraussetzungen A,B,B in bezug 
auf ihre ,,Starke“ in der Beziehung 
(24) A<B<B 
stehen. 

4. SchlieBlich méchte ich drei Satze iiber rationale ganze Funktionen g (2) 


formulieren, die aus dem Vorhergehenden auf Grund der Interpolations- 
formeln ohne weiteres folgen: 
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Satz III. Genitigen die im Intervalle —1<ix<+1 liegenden 
Abszissen 2,,2%,,...,%, der Voraussetzung*®) A, und ist fiir die ganze 
rationale Funktion von héchstens (2n —1)-tem Grade 
(25) g' (x,) =9'(%) =... =9'(%,) = 0; 
so liegt g(x) im ganzen Intervalle —1S 2 <-+-1 zwischen dem kleinsten 
und gropten der Werte g(x,),9(%),---.9(2,)- 

Satz IV. Gentigen die im Intervalle —1 < x < +-1 liegenden Abszissen 
2, %,..-,%, der Voraussetzung*®) B mit der positiven Konstanten t, und 
ist fiir die ganze rationale Funktion g(x) von héchstens (2n — 1)-tem Grade 
(26) fletenit eta seria: 

: la'(2,) |, |9’(#s) |» +--+ 19"(@) 1 SQ 
80 tst 
(27) lg(z)|SP+(++2)Q 
im ganzen Intervalle -1ix< +1. 

Satz V. Geniigen die im Intervalle —1< 2 <1 liegenden Abszissen 
Z,,%,,..-, %, der Voraussetzung B mit der positiven Konstanten 9 <1, und 
ist fiir die ganze rationale Funktion g(x) von héchstens (n —1)-tem Grade 


(28) \9(x,)|, 19 (a) l,---19(a) ISP, 
so ist **) 
(29) |9(2)| <P. yn 


tm ganzen Intervalle —1 <2 <1. 


g 8. 


Weitere Sitze iiber die Verteilung von 2, 72,...,2,, wenn die 
Bedingung A erfillt ist. Der Symmetriesatz. Einfachste Beispiele, 


1. Ist fiir jede Punktgruppe einer Folge von Punktgruppen die Be- 
dingung A erfiillt, so bedecken die Interpolationspunkte das Intervall 
a<2<b im strengeren Sinne des Wortes iiberall dicht. Diesen Satz 
habe ich im § 6 bewiesen. Jetzt méchte ich weitere Sitze iiber die Ver- 
teilung von 2,,2%,,..., 2, ganz elementar ableiten, wenn in bezug auf ein 
Intervall a [x <b wieder nur die Voraussetzung A erfiillt ist. 


®*) Sind z,, z,..., Z, im Intervalle —1< x< +1 gelegen, so ist fiir die Richtig- 
keit dieses Satzes nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig, daB A erfillt sei, 
d. h. da8 kein konjugierter Punkt in das Intervall —1<2<1 fallt. 

”) Das Erfiilltsein von A ist fir die Richtigkeit dieses Satzes nicht hinreichend. 

") Yn wird sich hier wohl durch eine Zahl mit niedrigerer Ordnung in n er- 
setzen lassen. 
Mathematische Annalen. 106. 3 
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Wir haben gesehen, daB die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir, daB der konjugierte Punkt X, von x, in das AuBere des Intervalles 
(a, b) fallt, darin besteht, daB die Linearfunktion 


(1) v, (2) = 1 — SEB (a — 2) 


im Intervalle a<2<b nichtnegativ sei. Dafiir ist aber notwendig und 
hinreichend, da8 




















(2) », (a) —1 29 (a — 2) 20 
und 
(3) v,(b) = 1-2 (b— 2) D0, 
d. h. zusammenfassend 
1 wo” (x ) 

(4) qa S HS S5==: 
oder, mit Riicksicht auf (19), § 1, 

1 ri 1 
(5) <> < 


 h_—@ —_ y%— t% b—x,° 


v=l 
Enthalt also das Intervall ax x<b die Punktigruppe x,,2%,,...,%,, 80 
ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB keiner der 
konjugierten Punkte X,, X,,...,X, in das Innere dieses Intervalls fallt, 
daB die 2n Ungleichungen 

1 1 


2 
is Jes =T-z, (eE=1,2,...,%) 





(6) 

erfillt sind. 
2. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann angenommen werden, 

daB a= —1, b= +1 ist, und daB z,,z2,,..., 2, eime monoton fallende 

Folge bilden, d. h. 


(7) —1sg24,<24,_,<...<%<24,91. 
Die Bedingungen (6) lauten 
1 


i= 











2 ‘ 
(8) isd eas =i-, (&=1, 2,...,). 
Nehmen wir die eine der beiden fiir k = 1 geltenden Ungleichungen: 
" 1 
1 2 
(9) Sez ST: 


v=2 
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Da wegen (7) 
@,—2,<52,—(-—1)=2,+1 (» =2,3,...,m), 


so ist auf Grund von (9) 
1 


n—l 2 
+17 1-2,’ 
d. h. 
2 
(10) t,21—5,-7: 


Teilt man also das Intervall von —1 bis +1 in 2 —1 gleiche Teile, 
so muB z, im letzten dieser Teilintervalle liegen. 

3. Ein etwas scharferes Resultat erhalt man im Falle, wo die z,,2,,..., 2, 
um den Miftelpunkt des Intervalles (—1, +1), d.h.um2=0, symmetrisch 
liegen. Es sei also 
(11) om — By, Za ™ — Fe 


Da jetzt z,— 2, 27,—2z, = 22, ist, fir y= 2,3,...,n, so gilt, mit 
Riicksicht auf (9), 


n—1 2 
22, Sim’ 
d. h. 
(12) z,21--. 
Man kann aber im symmetrischen Falle z,——2,, 2,_,= —2,,--- 


bei der Abschitzung auch etwas anders vorgehen, und erhalt dann ein 
besseres Resultat. 


1. Fall: n=2y. Dann lautet die Ungleichung (9) im Mi hilar lt Falle 


(8) stop tetetget tetas 














2, — % %,+ 2, %— % %—-t, § +2, 
; 
22, Sa 
~" #5 +3 tate ‘+arn , aor 
also um so mehr 
1 
22, , 22, 2x, 
(14) state + 28S e 
d. h. 
Sta 
way’ 
folglich 
1 
(15) %,21— won} ins" 
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2. Fall: n=2»-+1. Dann ist z,,,—0, und (9) liefert ' 




















1 
(16) qigt tag t 3 Sioe | 
1 
(17 = Sen et | 
1 ( 
(18) On) + Sie 
(19) 221-7 =-1-n5 | 
Also ist in beiden Fallen 
(20) #,21- 7. 


4. Hier erwahne ich den folgenden allgemeinen Satz: 
Sind die Interpolationsstellen x,, x,,..., x, um die 0 symmetrisch ge- 
legen, d.h. ist x, = —2,,-%,_,= —2%q,---, dh. 


7, —-e+i— —% (&k =1,2,...,%), 
dann ist auch 
X-n+i = — 4%, (& =—1,2,...,%), ‘ 


d.h, auch die konjugierten Punkte X,, X,,...,X,, sind um die 0 symmetrisch 

gelegen. 
Beweis. Da in diesem Falle die ganze rationale Funktion w(2) ent- 

weder gerade oder ungerade ist, so ist die ,,konjugierte“ rationale Funktion 





K(x)=2+ oa ( 
die fir z= 2,, z,,..., 2, die Werte X,, X,,..., X, besitzt) in beiden ( 


Fallen ungerade. Also ist K(—2,) = —K(z,), dh. X,_,,,=— —4X,. 
5. Ich kehre zum allgemeinen (unsymmetrischen) Fall zuriick. Nach (8) ist 
1 


(21) we-eSi-=: : 
d. h. 
1 Pr 
(22) £a-t Sie eae fir k= 2,3,...,(n—1). 
Wenn ich nun auf der linken Seite dieser Ungleichung (22) statt ( 


Dy — Byny> Ty — Migrs-++>%— 2, die groBere Differenz z,— (—1)=—2,+1 
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schreibe, auf der rechten Seite aber statt 1—2,,2,—2,,%,—%,,...,%,_,— 2 
die kleinste dieser Differenzen x, _,— 2, schreibe, so erhalte ich 











1 hey, 
n—k 2 k-1 ~ 9 
(23) i+m, = %y—1— % + a ee ee 
d. h. 
(e-5)+m) (k-5)2 

(24) —s 2 . 2)" 2k-1 

k-1 ‘= n—k s—-& s—&° 

Das erhaltene Resultat 

(25) %1-%S (k= 2,3,...,.n—1) 


zeigt unter anderem, daB bei festgehaltenem k die Differenz z,_,— 2, zu 
Null konvergiert, wenn die Anzahl n der Interpolationsstellen ins Unendliche 
wichst, und da nach (10) x, mit unendlich werdendem n zu 1 konvergiert, 
so konvergiert auch x, bei festgehaltenem & zu 1, fiir limn = oo. (Dies- 
beziiglich sagt aber Satz I, § 6, auch wieder mehr aus.) Ubrigens liefert 
(25), wenn ich fiir k, der Reihe nach, 2,3,..., & setze und addiere 





(26) See arnt 
d. h., mit Riicksicht auf (10), i 
(27) eS ee yes 
ya? rae 
Ich habe also fiir z, die Ungleichung 
k 
(28) 2,21 -(g25+ 52=)) (k = 2,8,...,.8—1) 
erhalten. Es ist somit a 
%,e21- an 
(29) m21—Go++ <9), 


%21— (go tae teas) 


SchlieBlich erwahne ich, da8 aus den weiteren Ungleichungen 
1 


—_ n 
2 ce 
(30) ~aa1S25-< 
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wieder Ungleichungen fiir z,, 27, _,,..., 2%, abgeleitet werden kénnen, aus 
welchen dann folgt, daB die z,, z,,..., z,, sich auch bei —1 haufen, wenn n 
ins Unendliche wichst, usw. 
6. In dieser Nummer méchte ich einige allereinfachste Beispiele er- 
wahnen. 
Es sei n= 2. Wir haben zwei Interpolationsstellen z,, x,, (x, > 2.) 
Dann ist 
w(z)=(2—2,)(2—2,), w(x) =2r—(a,+2,), w(x) =—2, 
also 
o'(z,)=2,—2,, w'(z%,)=—27,—2,, w"(z,)=—2, w(x.) =—2, 
und die zwei konjugierten Punkte sind 


x. _ a= 
X,=2,+ faa = ST 1, 


Tg 


Im Innern des Intervalles Me _ Pe : z,+= 3°) , welches doppelt 


so groB ist als (z,, 2,), liegt also keine der konjugierten Stellen X,, X,. 
Also ergibt Satz III, §7 den folgenden elementaren Satz: 

Wenn eine Funktion von dritiem Grade g(x) = «+ Bx+yax*+dx* 
an den Stellen x,, x, (x, > %,) je einen extremen Wert annimmt, so liegt der 
Funktionswert g(x) nicht nur fiir x,< x <2x,, sondern auch noch fiir das 
konzentrische und doppelt so grofe Intervall x, — ™ a S2<2,+% " = 
zwischen diesen beiden extremen Werten. 

Die Grundfunktion h,(z), d.h. die ganze rationale Funktion dritten 


Grades : 
g*(x) = (1—22—4) (2%), 


— %y/ \%— Xs 

die fiir z=, den Minimalwert g*(z,) = 0, und fiir 2 = x, den Maximal- 
wert g*(z,) =1 hat, zeigt, daB das obige Theorem sich nicht ,,verbessern“ 
la8t. Da namlich g*(x) fiir 2 > 2, + _ = * negativ ist, also kleiner als 
der minimale Wert g*(z,) = 0, so findet man fiir g*(x) kein gréBeres, 
mit (z,,2,) konzentrisches Intervall, in welchem g*(2z) noch immer zwischen 
den extremen Werten 0,1 eingeschlossen wire. — 

Weiter erwihne ich noch folgendes: (12) gab fiir das z, einer sym- 
metrischen, im Intervalle —1 < « <1 gelegenen Punktgruppe z,, 2,,..-, Z,; 
wenn —1<2<1 keinen konjugierten Punkt enthilt, die Ungleichung 


(12) #,21-+. 
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Fiir n = 2 heiBt sie 
1 


z, => 3° 
Wir sehen nun, da8 hand die untere Grenze } fiir x, tatsichlich erreicht werden 
kann, da fiir 7,4, z,= —} kein konjugierter Punkt in —1<2<1 fallt. 
7. Weiter méchte ich den symmetrischen Fall auch noch fir n = 3 
anfiihren. Es ist z,= —2z,, rz, =0 (0<2,<1). Dann ist 
w(2)=a2(2*—2?), w(x) =32°—2}?, w(x) =—62; 


, ” p %, 
w’(z,)= 223, w"(#,)=—62,, =F 


X,=2,+— oa z,+3= +. 





Wenn also 
3 


427) 


so liegt keiner der drei konjugierten Punkte 
4 4 
X= 3%: X,= 00, X3= — 5% 
im Intervalle —1< 2< +41, und nur dann. 


Fiir n = 3 liefert (12) 27, >1—}—%. Die wahre untere Grenze fiir 


x, ist aber, wie wir sehen, gréBer, nimlich % 


Il. Teil. 


§ 1. 

Das Intervall (a, 6) enthilt keinen konjugierten Punkt, die 

Interpolationspunkte liegen aber teilweise auBerhalb dieses 
Intervalles. Ein Konvergenztheorem fiir Lagrangesche 


Interpolationspolynome. 
1. Im I. Teil habe ich immer vorausgesetzt, daB ein Intervall (a, b), 
wo a< }, existiert, so daB einerseits alle Stellen z,, z,,..., 2, in (a, b) 


eingeschlossen sind, andererseits kein konjugierter Punkt X,, X,,..., X,, 
in (a, b) fallt. Nicht ohne Interesse ist aber auch der Fall, wo ein Inter- 
vall a << x <b wieder keinen der konjugierten Punkte X,, X,,..., X, ent- 
halt, aber nicht vorausgesetzt wird, daB alle z,, z,,..., %, in das Inter- 
vall (a, 6) fallen. Besonders die allgemeine Behandlung der hypergeome- 
trischen 2z,, 2,,..., 2, fordert die nun folgende, ganz kurz darzulegende 
Untersuchung. 

Um die Beschrankung, die an Stelle von a<z,<2,_,<...<2%,256 
tritt, formulieren zu kénnen, will ich jetzt die Stellen z,,z,,..., 2, ganz 
allgemein in zwei Klassen teilen. 
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Eine Stelle x, hat ,,positiven Charakter“ oder kiirzer: ist ,,positiv“, 
wenn X,> x,. Sie hat ,,negativen Charakter“, ist ,negativ“, wenn X,< 2,. 
(X,= 2, kann nie vorkommen.) 

w' (xy) 


Da X,= &, +7.) so entscheidet iiber den Charakter von 2, ein- 





fach das Vorzeichen von “,‘%*). Die Vorzeichenfolge der Zahlenfolge 


wo" (2) 
(1) os) ec Fs w” (%_) 
w'(x,)’ w'(x,) @”(%,) 
ergibt die Folge der Charaktere. 
Ich behaupte, daB fiir n> 1 im (1) méindestens ein Zeichenwechsel 
vorkommt; denn es ist nach Formel (19), Teil I, § 1 





wo" (a) 1 
und 
n 
w(x) re 
(8) was *aa-- <* 
(also X,>-2,, X,< 2z,). 
Wenn nun 


w(z)=(x—2,)(x—-2z,)...(2—-2,), 
oder 
w (x)= C(x —2,)...(x% —2,), 





wo C eine positive Konstante ist, so ist nicht nur wn 
auch w’(z,) (und folglich auch w”(z,) positiv). Da aber w’(z,),w’(2,), 
«'(az,)... abwechselndes Vorzeichen haben, so entscheidet iiber den Charakter 
Von 2,,%,..-,2%, der Reihe nach das Vorzeichen von 


positiv, sondern 


w"(z,), —w"(x,), (24), —w"(%), -.-. 
Ist fiir eine Stelle w”(z,) = 0, so kann ich ihren Charakter nach Belieben 
positiv oder negativ nehmen. 
Interessant sind in dieser Beziehung die folgenden beiden Beispiele: 
1. w(x) =J,(0,3,2) = P(x) + P,_,(x). Hier ist 


X,=X,=...—X,_,=1, ee | 


n n*—1’ 





X, > %,, Xy> 2%, ---, Xy_> Za» X,< %,- 


2. w(x) =J,(0,0,2)+e=—f P_,(t)dt+., wo n eine gerade Zahl 
-1 
ist und « eine hinreichend kleine positive Zahl. Dann ist 
E> Bao Ay < Mg, Ty> Bq, Ty < qs 00\9: KX, 


n-1> 14> xX,< z,,- 
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2. Es sei nun a < x < b ein Intervall, welches erstens von allen kon- 
jugierten Punkten frei ist. Zweitens soll z, positiven Charakter haben, 
wenn x,> b, und negativen Charakter haben, wenn z, < a ist. Kurz gesagt: 
die vom Intervalle (a,6) nach rechts fallenden z, sollen positiven, die 
nach links fallenden sollen negativen Charakter haben. Uber die in das 
Intervall a < x <b fallenden x, (d. h. falls a<2,< b) mache ich keine 
Voraussetzung. 


Satz Il. Wenn asz<b keinen konjugierten Punkt enthdlt, und x, 
positiven Charakter hat, falls x,>6, und negativen Charakter hat, falls 
2, <a, dann sind die v,(x), v,(x),..., 0, (2), und also auch die Grund- 
funktionen erster Art h,(x), h,(x),...,h,(a) der Hermiteschen Interpolation 
nichinegativ, im Intervalle a<x<b. 

Beweis. Ist z, >, so liegt nach Voraussetzung die Nullstelle X, der 
linearen Funktion v,(2) rechts von z,. Da v,(z,) = 1, so ist v,(z) monoton 
abnehmend und »,(7)>0 fiir x<z,, also auch fir acrid. Fir 
x, <a lautet die Begriindung ebenso. Wenn schlieBlich a < 2,< 6, dann 
mu8 nur wieder v,(z,) = 1 und der Umstand beriicksichtigt werden, dab 
v,(x) fiir X,, also auBerhalb des Intervalles a << «<6 verschwindet. Es 
ist also wieder v,(z)>0 fir acr<b. 

3. Ich setze nun voraus, daB das Intervall a<2<b keinen kon- 
jugierten Punkt enthalte, und x, positiven Charakter habe, wenn 


(4) z,=b—n, 
und negativen Charakter, wenn 
(5) %,Sa+n, 


wo » eine beliebig kleine, aber feste positive Zahl bezeichnet (die aber 
natiirlich < 5 ist). 

Es sei ¢ eine beliebig kleine feste positive Zahl, die kleiner als » ist. 

Es sei 1. x, >b—e. Da zx, positiven Charakter hat, ist v,(z) >1 
fir e< 2,, also auch fir a+elfrib—e. 

Es sei 2.2, a+¢. Da 2, negativen Charakter hat, ist v,(z) >1 
fir «>z2,, also auch fir a+elrcb—e. 

Es sei 3. a+e<2,<b—e. Dann ist nach (5), Teil I, §5 





»%,(2) >5—= 
fir a+elrcb-e. 
Da aber 1>— —, so habe ich das Resultat erhalten: 


b-a’ 
(6) »,(z) >5-— 
fir 





a+eSrsb—e (k =1, 2,...,n). 
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4. Auf Grund der Ungleichung (6) kann man nun wieder verschiedene 
Satze iiber Lagrangesche und Hermitesche Interpolationspolynome formu- 
lieren, ebenso wie wir es auf Grund der Ungleichung (5), Teil I, § 5 taten. 
Ich werde mich aber mit der Formulierung des folgenden Satzes begniigen: 

Satz Il. Wenn die Interpolationspunkigruppen x\”, xf", ..., 2{° 
(n =1, 2,3,...) alle im Intervalle A<2x<B enthalten sind, wahrend 
die konjugierten Punkte alle auBerhalb eines engeren Intervalles axx<b 
liegen (wo also AX a<b<B), dann konvergiert die unendliche Folge 
der zu der Gruppenfolge und zu f(x) gehdrigen Lagrangeschen Inter- 
polationspolynome L, (2) 

L,(x), D(z), ..., D,(2), «.. 


zu f(x) im Intervalle a< 2<b, und die Konvergenz ist gleichmafig in 
jedem engeren Intervalle a+-e< 24 <b—e. Hierbei ist aber in bezug auf 
die Interpolationsstellen noch die Zusatzbedingung gestelli, daB eine positive, 
wenn auch noch so kleine feste Zahl » existiert, so dap immer X,>7x,, 
wenn 2, =>b—yn, und X,<2,, wenn z4,5a+7. f(x) geniigt in 
A<2<B einer Lipschitzbedingung mit 14>}. 

5. Aus diesem Konvergenzsatze folgt dann ebenso wie in Teil I, § 6, daB 
die der Zusatzbedingung des Satzes II unterworfenen Punkte x{”, x{", ..., 2” 
(n=1,2,3,...) das ganze, von konjugierten Punkten freie Intervall a<2<b 
tiberall dicht bedecken, und zwar im strengeren Sinne des Wortes. 


Ill. Teil. 


§ 1. 
Bestimmung des Intervalles, in welchem kein konjugierter 
Punkt der Nullstellen der Folge Jacobischer Polynome 
Ji (a, 8, 7),...,;In(a, 8, v),... liegt. Allgemeiner Fall. 


1. Das Jacobische Polynom J, (a, 8, x) = w(x) geniigt der Differential- 
gleichung 
(1) (1—2*)@” +[2(«—£)—2(«+A)2]}o" 
+n[n+2(«e+8)—l]oa=0 


oder, wenn wir 


2(a+f)—s 
setzen, 
(1’) (1— 2*)w”+(r—sz)o’+n(n+8—1)o=0. 
Es sei x, eine Nullstelle von J, (a, 8,x)=w(zx). Da nach (1’) 
(3) w(x) zp—1 





o”(m%) rem” 
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so erhalten wir fiir die konjugierte Stelle X, den Ausdruck 





=f 
(4) X,-2, += 
d. h. 
1—s) 2? =’ 
(5) Xx, , aa . 


Wir kénnen dieses Resultat so ausdriicken: Man erhalt den konjugierten 
Punkt X, von z,, indem man 2, in die rationale gebrochene Funktion 





(6) x(2) - Co iG 
fiir x einsetzt; d. h. X, = X(z,). 
Fiir 
(7) sO, O>6 
liegen die Wurzeln 2,, 2,,..., 2, von J, (a, 8,2) im Innern des Intervalles 


(—1,1), dh. —1<2,<1. Ich werde gewéhnlich voraussetzen, da8 (7) 
erfiillt ist. Die iibrigens sehr interessanten Grenzfille 


(8) a=0, f>0, 
(9) «>0, B=0, 
(10) a=, J=0, 


in welchen noch immer —1< 2, <1 giiltig ist, lassen sich dann immer 
aus dem Falle (7) ableiten. 


2. Man bezeichne mit p die Nullstelle von r— sz, d.h. 
r  a—f 
Ist (7) erfiillt, so ist p eine innere Stelle des Intervalles —1<2<1. 
Ist nun fiir eine Nullstelle z, von J, (a,f,x2) x, > p, so ist nach (3) 


ony positiv, dh. X,>2,. Ist aber x,<p, so ist oe negativ, 


d.h. X,< 2,. Wir sehen also, daB fiir « >0, 8 > 0 und fiir ein beliebiges n 
der ,,Charakter“ von 2, in der Folge der Wurzeln des Jacobischen Polynoms 





(12) 2, >2%,>...>2, 
sich nur ein einziges Mal andern kann; namentlich hat x, positiven Charakter, 
wenn 2, > p= a und negativen, wenn 2, < ae (Wenn zx, = act 


d. h. w”(2,) = 0, dann bleibt der Charakter unbestimmt.) 

3. Um nun iiber die Lage der konjugierten Stellen im Falle eines 
allgemeinen Jacobischen Polynoms Niaheres zu erfahren, miissen wir nur 
die Funktion (6), die eine Hyperbel darstellt, im Intervalle -1 <7 <1 
betrachten. 
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Da 

13 g(z)=(1—s)2*+r2z—1, g'(x)=—2(1—s)zx+r, 

(18)  sealepa h'(x)=—8, 

so ist 

g(1)=1—8s+r—l=r—s=—4f<0, 
h 1 —_ =—4 0, 

(14) (1l)=r—s p< 
g(—1)=1—8s—r—1l=-—s—r=—4«<0, 
h(—1l)=r+s=4e>0, 

g'(1) =2(1—8)+r, 
h’(1) =—s, 
15) : 
g’(—1)=-2(1—«) +r, 
h'(—1) =—a, 

und also nach (6), (13), (14), (15) 

X(1) = 1, X(—1)=-—1, 

(16) . 1 , 1 

X(1)=1— 95, X'(-—1) =1— 5-. 
Endlich ist 
r a—p\* 
(17) 9(p) =9(=) = p*—1 = (=) —1<0. 
Wir sehen also, daB die Funktion 
(1—s)zx*+rz—1 
(18) X(z)= _— 





eine Hyperbel darstellt; sie ist fiir «—1 gleich 1, konvergiert zu -} 00, 
wenn z=p-+0, ist fir s——1 gleich —1 und konvergiert zu — ov, 
wenn z= p—0O, dh. 


(19) -lim , X(z) = +00, _lim |X (x) = —oo. 


4. Es sei nun 1. 8<}. Dann ist nach (16) X’(1)<0. In diesem 
Falle wachst X(z) monoton m -+0o, wenn x von +1 bis p monoton 
abnimmt. Der kleinste Wert m, den also X(z) fir p< 2<1 annimmt, 
ist gleich 1. Wenn aber 2. f > } ist, so ist, nach (16), X’(1) > 0, so daB 
also X(z) im Intervalle p< z<1 einen minimalen Wert m hat, der <1 
ist; es ist, wie leicht ausgerechnet werden kann, 

(a —B)(a@+B—1)+2 YaB(2(a+f)—1) 
(20) m= (ara 4 

Ist weiter 1. a <3}, so ist nach (16) X’(—1) <0, so daB also X(zx) 
monoton abnimmt, wenn zx von —1 bis p zunimmt. In diesem Fealle ist 
also der maximale Wert M von X(z) im Intervalle —1 < x < p gleich —1. 











oe 








————— 
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Ist aber 2. « >}, so ist nach (16) X’(—1)>0, so daB also X(z) fiir 
1 <2 < peinen maximalen Wert M hat, der > —1 ist, und dessen Wert 


(a —B)(a+f—1)—2 fap (2(a+f)—1) 
(21) ™ («+6)* 








ist. 

Wir haben also das folgende Resultat erhalten: 

Bezeichnet m(a,f) den kleinsten Wert von X(z) im Intervalle 
p<2x<1 und M(«,f) den gréBten Wert von X(x) im Intervalle 
-l<2z<p, so ist 














1 wenn 0<p<i, 
(22) m= pias p nes STEED 1 — 8 
(a+8)* : Laer 
aol wenn 0<e<5, 

(23) M(@,B) =) (4 _ ) (a+ p—1)-2 Jak Qa tA oD) : 
(e +A)" ; os 


5. Mit Hilfe dieser Formeln (22), (23) la8t sich nun die Frage nach 
dem von konjugierten Punkten freien Intervall fiir Jacobische Polynome 
volisténdig beherrschen. Da, wie leicht einzusehen, immer 
(24) —1S M(a, p)<m(a,f)S+1 
ist, so haben wir folgendes Resultat erhalten: 

Welchen nichtnegativen Wert dic Parameter «, 8 auch haben mégen, 
es existiert immer ein im Intervalle —1<2%<-+-1 gelegenes Intervall, 
welches von den konjugierten Punkten der Nulistellen aller Jacobischen 
Polynome 
(25) J, (a, B,x),...,9,(a, B,2),... 
fret ist. Das grote Intervall dieser Art ist 
(26) M(«,B)<2<m/(e, B), 
wo M(a,B) und m(a, B) durch (23) und (22) bestimmt sind. 


§ 2. 
Spezielle Fille. 
1. OSes}, OS PS}. In diesem wichtigen Spezialfall ergibt 
Formel (26), Teil III, § 1, Nr. 5: 


Das Intervall 
—l<2r<+l 


tst fret von konjugierten Punkten. 
Dieses Resultat haben wir aber schon im Teil I, § 4, Nr. 1 erhalten. 
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2. «=. Die Polynome J,(«,f,2) gehen dann in die Polynome 
J,(a@, «, 2) tiber, die man auch ultraspharische Polynome nennt. (Fiir « =} 
erhalt man z. B. das Tschebyschefische Polynom; die Hyperbel y = X (zx) 


geht hier in die gleichseitige Hyperbel y = - iiber. Fiir « = : erhalt man 


das Legendresche Polynom P, (x), fiir «—0 das Polynom fp, _, (t) dt.) 
Hier lautet (22) und (23), § 1 





wenn 0<ae<} 
(1) =I 
= + <4; 
—1 wenn 0<e<S}5, 
(2) aes oy 
tg 4a—1 i 
2a ” 2 


Wir haben also das folgende Resultat erhalten: 
Fiir die ultraspharischen Polynome J, (a,a,2z) (n=1,2,...) tst fir 
0 <a<} das Intervall 








(3) —l<2z<+l, 
fiir } << «@ das Intervall 

V4a—1 {4e—1 
(4) — ig <8 < 


von konjugierten Punkten frei. Z.B. im Falle «= %, wo es sich um die 


4? 
at ue 


Polynome , genommen jedes als Funktion von z = cos0, handelt, 


ist das gréBte Tetevelt in welchem kein konjugierter Punkt enthalten ist, 








(5) —d<2z<d, 
wo 
(6) i 0,942 . 
Fiir « = 2, 1, 3, 2, 3, ist der Wert von rags 
q(3)-+ 0,942 . d(1) 1 = 0,866 ..., 
(7) ie ee ee 





a({)~$=06. 
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3. «a+ f=1. 
Ist B<}, also e—1—f>3, so ist das von konjugierten Punkten 
freie Intervall 


(8) —2ya(l—a)<2<1. 


Ist umgekehrt « < }, also 6 = 1—a2>}, so ist das von konjugierten 
Punkten freie Intervall 


(9) —1<2<2ya(l—a). 
4. B=0, a>0, sonst beliebig. 
Ist a < }, so ist das ,freie Intervall“ 

(10) —l<2z<1l. 
Ist @ > 4, so ist das freie Intervall 


(11) eres | 
a 


Fir « =1, (6 = 0), liefert (11) das Resultat, daB fiir die Gesamtheit 
der Nullstellen aller Jacobischen Polynome J, (1,0, 2), d.h. der Polynome 
(1 — x) P,(x), das Intervall 
(12) 0<2<1 
von konjugierten Punkten frei ist. 

Ahnliches gilt, wenn « = 0 und # > 0, sonst aber beliebig ist. 

5. B=}, «> 0, sonst beliebig. 

Ist 0 <a <3, so ist das freie Intervall 


(13) —l<2<1. 
Ist « >}, so ist das freie Intervall 


a*—8a+ 4 
s-<2<l. 


1 
(«+5) 
Ahnliches Resultat fiir « = 3, 8 >0 sonst beliebig. 
Fir a=}, B=1, dh. fiir die Wurzeln des ,,Legendreschen Kernes“ 


(14) 


(15) SE P(e) =e Fa) (n= 0, 1,2,...) 
r=0 

erhalt man also das Intervall 

(16) -l<2<; 


als gréBtes, von konjugierten Punkten freies Intervall. 
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§ 3. 


Untersuchung des Quotienten der Grundpolynome im Falle 
Jacobischer Polynome. Allgemeiner Fall. 


1. Um die Satze iiber Hermitesche Interpolationspolynome und speziell 
diejenige iiber Schmiegungspolynome im Jacobischen Falle anwenden zu 
kénnen, miissen wir den Quotienten 











_ (tz) 2-% r— 
a) a2) “BE 58 e 
i= @" (2) (x — 2%) 


untersuchen. Wir beschrdnken uns aber auf den Hauptfall 
1 1 
0<« s 9° 0< B < 9? 


in welchem das ganze Intervall —1<2<1 von konjugierten Punkten 
frei ist, und also die lineare gebrochene Funktion (1) von z im ganzen 
Intervalle —1<2<1 stetig ist. Da |q,(z)| seinen gréBten Wert im 
Intervalle —1<2<1 entweder fiir x=1, oder fir = —1 annimmt, 
so haben wir nur 











(2) \ax(+1)|-—aaray" 
7 @"( 2) (1 — 2%) 
und 
‘ 1+ 2% 
(3) l¢.(—1)|=—or, 
‘ 14+ SH + a) 


von oben abzuschiatzen. D. h. wir haben 

















1 ss @"(%) 1 (a—B)—(a+B)x, [1+2(a—)]+[1—2(a+)]~ 
(4) i-z, oy) —_t2 i—-z san 1—-# : 

und 

1, om) 1 (@—f)—(@-+f)% _ [1—2(«—£)|-[1-2(a+A)}z 
(5) itm + om) Ita? 1—2 a6: 1-2} ‘ 


von unten abzuschitzen. Wenn wir uns an die Bezeichnung 


(6) r= 2(«— 8), 8 = 2(a+ f) 
erinnern, und 

(7) p=l1-+r, q=1-—s, p’=1-r 
setzen, so haben wir also 

(8) as a Bol 





1— x? 1— 2? 
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von unten abzuschiatzen. Ich setze nun 2 statt 2, und bestimme das (jeden- 
falls positive) Minimum der beiden gebrochenen rationalen Funktionen 


(9) ¥(z) =27% Z(x) = — 


—gz*’ a? 








im Intervalle —1 <2 <1. <a Y(x) und Z(x) fir —1<2< 1 positiv 
sind, kénnen wir natiirlich auch leicht verifizieren. Da 
[(p+qz],,.=p+q=2+r—s=—2—4f—2(1—28)50, 
[(p+qz],1:=p—q=r+s=4a>0, 
so ist p+q2x>0, fir —l1<2<-+1. Ahnlich wird p’—gqz>0 fir 
—l1<a2<1 verifiziert.) 
Da aber p>0, p+qe0, p—q>0, p*—gq*=0, so liefert die 


Identitat 
V9+ Vo" eho + doe) 
(10) ee \p+Vp*—q* 
1—2* 2 2(1—2*) , 
(11) ¥(2) —-Bt83 > etl end _ Se+0-2) | Fe — 3p) 
und, ahnlich, 











(12) Z(2) Rossa Pipes _ 2640-86) | eRe), 
fiir 
—-l<2z<l. 
Ist also etwa « < 8, 80 ist 
(13) ¥(z), B(x) >**+C-°) . yaa — 2A), 
eae 
—l<2z<l, 


wahrend fiir « > 8 die Zahlen a, 8 auf der rechten Seite der Ungleichung (13) 
zu vertauschen sind. 
Ich habe also das folgende Resultat erhalten: 


Ist im Jacobischen Polynome J,(«, B, x) 





(14) O<e<5, 0585, 

8o tst ‘ 

(15) Ry s CS" + ep) 
(wenn « < f), und zwar fiir 

(16) —l<2z<1; k=1, 2,...,; n=1,2,3,.... 


(Falls « > B, so sind auf der rechten Seite der Ungleichung (15) « und B 
miteinander zu vertauschen. ) 
Mathematische Annalen. 106. 4 
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2. Wir ersehen aus Ungleichung (15), daB der absolute Betrag des 
Quotienten der Grundpolynome 


" ach 


im Hauptfalle 0< «<3, 0<f<} immer eine von z, & und n unab- 
hangige obere Schranke besitzt, nur den einzigen Fall 


(18) e=-0, p=> 


(und natiirlich auch « =}, 6 = 0) ausgenommen. In diesem Falle handelt 
es sich um die Nullstellen des Polynoms P,(x)+ P,_,(#) (oder um die 
des Polynoms P, (x) — P,_,(2)). 


§ 4. 
Spezielle Fille. 
1. 0<a@=f<}. In diesem ultraspharischen Fealle ist 


1 -1 
(1) a <(5+72a(1—2e)) . 
Es ist also immer (d.h. fiir 0 < «@ <}) 

by (2 
(2) Res? 


1. Fiir «@ =0 (Wurzeln von {P,_,(t)dt) und « =} (Wurzeln von 
P.(z)) erhalten wir aus (1) ee 

(=) 

{ 3) [nil < 2. 

2. Fiir « =} (Wurzeln des Tschebyschefischen Polynoms 7’, (x)) erhalten 
wir aus (1) 

o.(=) 
(4) Pee <1. 

3. «@ =}. Diese ultrasphirischen Polynome J,(},4,2) hangen mit 
elliptischen Funktionen zusammen und wurden von L. Koschmieder**) 
naher untersucht. Das ganze Intervall —1<2<1 ist von konjugierten 
Punkten frei, und es ist nach (1) 


|h(z)| — aan - 
(5) RG) < 4(2—y3)=1,071.... 
4. «=. (Die Polynome sind von Koschmieder**) untersucht worden. ) 
+ | (2) | ae - 
(6) iis) <6(3 —2y2) =1,029.... 
'*) Koschmieder 1. 


*%) Koschmieder 2. 





~ wt we 
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5. O0<a@<}3, B=}. Dann ist, nach (15), § 3, 





h(z) = @’ 
und man sieht leicht, daB man auch tatsichlich beliebig groBe Quotienten 


Son findet, wenn nur @ geniigend klein ist und n, k, x passend ge- 
4 
wahlt sind. 

§ 5. 


Zwei Tabellen fiir Jacobische Polynome. 


Ich méchte zwei Tabellen fiir die Jacobischen Polynome J, (a, 8, x) 
mitteilen, die ohne weiteres verstindlich sind**). Die erste Tabelle enthalt 
die ultraspharischen Polynome J,(a,«,2) fiir a= 0,1, %, ?,4,2,$%. Die 
zweite enthalt .Jacobische Polynome mit ungleichen «, 8; angegeben ist 
J,(0,4, 2), J,(0,1,2), J,(4,2,2), J,(3,4.2), J,(3, 1,2). Die in der- 
selben Zeile befindlichen Polynome sind, bis auf einen konstanten (von x 
unabhdngigen) Faktor, einander gleich. P,(x) bezeichnet das m-te 
Legendresche Polynom und 7',(2) das m-te Tschebyschefische Polynom 
(cos m@ als Funktion von z = cos). 


Tabelle der ultraspharischen Polynome J, (q, a, z). 



































a J,,(a, @, x) 
y 
0 JP,_.(t)dt, (1—2*)Pi_,, P,— Fa 
=} 
: ?,(2) 
oe Pz), (—2*)Ph)',— (Pasr— Pas)’ 
4 2 nm nn + a- 
3 y sin (n +1)0 e 
7 Aare sin 0 ° (= = 008 6) 
4 ” Pas — P, 
ees ee (a —a*) Pf...) , = 
> oe 
$ Pig,  (—2°5P54)"s (Pasa Pass)” 


4) Bei der Aufstellung dieser kleinen Tabellen war mir besonders Pélya-Szegé 1 
und Stieltjes 1 niitzlich. Siehe Pélya-Szegé, Bd. II, Sechster Abschnitt, Polynome und 
trigonometrische Polynome. Bezeichne ich die Pélya-Szegischen Parameter mit a’, f’, 
so ist a’ =28—1, p’=2a—1. 


4* 
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Tabelle der Jacobischen Polynome J, («, , x). 


























« B J,,(a,B, x) 
1 
0 2 P+ PF, ; 
1 ee n—-1 
0 P,—P,_,, (1-2) 5) (29+1)P, 
2 r=0 
f 
P,(t)dt -1 
nm P. = PP n 
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2 
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3 1 icaleteihipnee (x = cos@) 
4 4 —— dha 
2 

1 ~ P, —P 
= 1 a (2v4+)P(2), —— 
2 vy=0 l-—z 








Nachdem ich nun in diesem III. Teile gezeigt habe, wie man fiir die 
Nullstellen x,, 2,,..., 2, der Jacobischen J,(«, 8, x) fiir beliebige «, 6 das 
von konjugierten Punkten freie Intervall bestimmen kann, und dann weiter, 
wie man entscheiden kann, ob die Voraussetzung B (oder B) befriedigt 
ist oder nicht, bin ich in der Lage, auf Grund der Resultate von Teil I 
und Teil II eine ganze Anzahl von Satzen zu formulieren, die sich alle auf 
»hypergeometrische Interpolationen“ beziehen. Da aber diese Formulierungen 
auf Grund unserer Auseinandersetzungen ganz mechanisch geleistet werden 
kénnen, so méchte ich auf die Formulierung dieser Sitze hier lieber ver- 
zichten. 


§ 6. 
Konjugierte Punkte bei der Newtonschen Interpolation. 


1. Ich méchte mich in diesem Paragraphen mit der Newtonschen 
Abszissenverteilung beschaftigen, d. h. mit dem Fall, wo die Punkte z,, x,,..., 2,, 
aquidistant sind; namentlich interessiert mich jetzt die Lage der konjugierten 
Punkte. 

Es sei 
(1) =F 














Lagrangesche Interpolation. 


Dann ist 








a . f a 4 me 1 ‘ i \ 
=(n+1)\lt gt. type (It gt t+gaq}p) 


(& = 1,3, ..., ). 





Ist m eine ungerade Zahl, etwa n = 2r —1, so ist, fir k=r, z,=0, 
und da k—1=—n — k ist, so ergibt (2) 





"( / 1 a 
oz.) ‘at bo bgt tea)=o. 


Der zu z,=0 konjugierte Punkt fallt also ins Unendliche. Von die- 
sem Aumetmeie wollen wir nun ound 





also nur 
die Abszissen mit positivem Vernighen 


(4) Ye, 
5 

Auf diese Abszissen kénnen wir uns aus Symmetriegriinden beschrinken. 
Jetzt ist 


(a) 1 
(5) aay (n +1)(;4 mit -+5-): 


Da aber, wenn X, den zu x, konjugierten Punkt bezeichnet, 
ist, so ist im Falle der Newtonschen Abszissen (4) 





w"(%) 4 
w(x) Xyp— x 








= 1 

(6) Kom (+g eet +h 
fiir 

(7) =1, 8, ..4 |o|- 


Schon aus (5) kénnen wir erseken, daB X,>2,, d.h. daB die Interpola- 
tionsstellen 2, , 2, .. iat | alle positiven Charakter haben. 
Da weiter, mit Riicksicht auf (5), 


(8) (1) =1-SW a — a.) 1 — (nm $1) (E+ + eeg) bees 


=1-2k(¢ +... +44) <1-2k-G=-1, 
so ist erst recht 
(9) 








v,(1) <0, 
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wahrend 
(10) v,(z,) =1>0 
ist. 

Die konjugierten Stellen X,, X,,..., X,, der Newtonschen Abszissen (1) 
liegen also alle, und fiir jedes n, im Intervalle **) 


(11) ~l<g2z<l. 


Ich behaupte nun, da8 das Intervall -1<2< +1, in welches die 
Newtonschen Abszissen mit ihren Konjugierten, fiir jedes n, eingeschlossen 
sind, kein von konjugierten Punkten freies Teilintervall besitzt; mit anderen 
Worten: auch die konjugierten Stellen bedecken im Newtonschen Falle das 
Intervall —1 <x <1 tiberall dicht. 

Um das einzusehen, lassen wir k& nicht alle Werte 1, 2,...,[}n] 
durchlaufen, sondern nur die Werte 1, 2,...,[4n], wo d eine feste positive 
Zahl bezeichnet, die kleiner als } ist. Da nun, mit Riicksicht auf (6), 








n+1—k 
, 1 1 1 dz 
(12) Koga (e+ (gt--- +a) > (n+1) J > 
n—k 
> (n+1) f = (+ 1)log(F —1) > (n+1)log (4-1) 
k 


> (n +1)log(* —1) =(n +1)log(; —1), 


wo, wegen 1< 4 log  _ 1) eine positive GréBe ist), so ist 
2 ri 








1 1 
(13) 0< 4,-8.8" raat 
log Gj - 1) 

fiir 

&=1,2,..., [an]. 

Da z,,,,=1— cacao so folgt aus (1) und (13), daB die konjugierten 

Punkte jedenfalls das Intervall 
(14) 1—2i<2<1 


iiberall dicht bedecken. Da aber diese Feststellung fiir jedes 1 < } giiltig 
ist, so bedecken die X, das ganze Intervall 0 <<2<1, und also, nach 
dem Symmetriesatze auch das ganze Intervall —1 << 1 iberall dicht. 








5) Nur bei ungeradem n = 2r —1 bildet z,= 0 eine Ausnahme; dann ist X, = co. 





or - 


on 


ig 





Lagrangesche Interpolation. 55 


Literaturverzeichnis. 


E. v. Egervary, 1. Uber die charakteristischen geometrischen Eigenschaften der 
Legendreschen und Tschebyscheffschen Polynome, Archiv der Mathematik u. Physik 
(8) 17, 8. 17—24. 


L. Fejér, 1, Interpoldtiérél (ungarisch), Math. és Term. Ertesité 84 (1916), 
8. 209—229. 

2. Uber Interpolation, Géttinger Nachrichten, 1916, 8. 66—91. 

8. Uber WeierstraBsche Approximation, besonders durch Hermitesche Interpola- 
tion, Math. Annalen 102 (1930), 8. 707—725. 

4. Die Abschatzung eines Polynoms in einem Intervalle, wenn Schranken fir 
seine Werte und ersten Ableitungswerte in einzelnen Punkten des Intervalles gegeben 
sind, und ihre Anwendung auf die Konvergenzfrage Hermitescher Interpolationsreihen, 
Math. Zeitschr. 32 (1930), 8S. 426—457. 

5. Interpolation und konforme Abbildung, Géttinger Nachrichten 1918, 8. 319—331. 


M. Fekete, 1. Uber Interpolation, Zeitschrift fir angewandte Mathematik und 
Mechanik 6 (1926), 8. 410—413. 


L. Koschmieder, 1, Untersuchungen iiber Jacobische Polynome, Habilitations- 
schrift, Breslau 1919. 


2. Uber besondere Jacobische Polynome, Math. Zeitschr. 8 (1920), 8. 123—137. 
G. Pélya und G. Szegé, 1, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis, Berlin 1925. 


I. Schur, 1, Uber die Verteilung der Wurzeln bei gewissen algebraischen Glei- 
chungen mit ganzzahligen Koeffizienten, Math. Zeitschr. 1 (1918), 8. 377—402. 


Th. J. Stieltjes, 1. Sur les racines de l’équation X,=0, Acta Math. 9 (1886), 
8. 385—400 und Cuvres Complétes 2, 8. 73—88, Groningen 1918. 


Budapest, den 11. April 1931. 


(Eingegangen am 15. 4. 1931.) 








Die Poissonsche Summationsformel in mehreren 
Verinderlichen. 


Von 


S. Bochner in Minchen. 


§ 1. 
Einleitung. 


Die zumeist nach Poisson benannte Summationsformel lautet fiir Funk- 
tionen mehrerer Variablen 


(1) Sf(m,...m,) = ZS. f(a, ---ty) ermine t  tmaw dary. day, ) 


Hierin ist die Funktion f(z,...z,) in jedem Punkte des Raumes 
—co<2,<+0co (x=1,...,k), definiert und sonst ,beliebig* (d. h. nur 
gewissen Regularitétsbedingungen im Endlichen und Unendlichen unter- 
worfen), und die Summation links und rechts iiber alle Kombinationen von 
ganzen Zahlen m, bzw. n, zu erstrecken. 

Neuerdings hat Herr Mordell*) die Giiltigkeit der Formel (1) unter 
den folgenden Voraussetzungen bewiesen: 


A. Die Funktion f(z,...z,) besitzt die Ableitungen 


(2) gpit-- + Pk FE 


ox,” eee ax,P* 


fiir alle Kombinationen der Ordnungszahlen p, = 0,1, 2.*) Abgesehen von 


*) Dies ist die Poissonsche Summationsformel in einfachster Fassung. Allge- 
meinere Fassungen entstehen, wenn man die Summation itiber gewisse allgemeinere 
Zahlengitter erstreckt. Sie sind gleichfalls von Bedeutung, vgl. etwa Ch. H. Mintz, 
Math. Annalen 90 (1923), S. 279-291. — Da man die allgemeineren Fassungen nach 
Formulierung und Giltigkeit sehr leicht auf die einfachste zuriickfiihren kann, unter- 
lassen wir es, auf sie einzugehen. 

*) L. J. Mordell, Proc Cambr. Philos. Soc. 25 (1929), 8. 412—420. 

*) Die Funktion f selber erhalt man fir p, =... = p, = 0. 














— 
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der héchsten Ableitung p, = ... = p, = 2 sind diese Ableitungen im iiblichen 
Sinne in jedem Punkte vorhanden und stetig, die héchste Ableitung hin- 
gegen braucht nur im Sinne von Lebesgue zu existieren ‘). 

B. Alle Funktionen (2) nehmen fiir 

ja,|+...+|2,|—+ 00 

gegen Null ab. 

C. Alle diejenigen Funktionen (2), fiir welche die Zahlen p, die Werte 0 
und 2 haben, besitzen ein endliches Integral des absoluten Betrages iiber 
den Gesamtraum. Also ist unter anderen das Integral 


+o 
(3) f..S|fldz,...dx, 
konvergent. 


Dieses Kriterium ist fiir die Anwendungen nicht allgemein genug. 
Herr Mordel! selber erschlieBt in einigen konkreten Beispielen die Giiltigkeit 
der Formel (1) fiir Funktionen f, die seinem Kriterium nicht geniigen. Ich 
méchte im folgenden ein anders angelegtes Kriterium aufstellen, welches 
praktisch ein weites Anwendungsgebiet haben diirfte und dessen Beweis 
sich auBerst einfach gestaltet. 


§ 2. 
Das Kriterium. 


1. Wir nennen eine Reihe 


(4) 29 (M+ +. My) 
konvergent mit der Summe @, wenn die Folge ihrer Partialsummen 
+x 
(5) ny... = Di o2 2 P(% ++ My) (ny, +++, =O) 


gegen ® konvergiert, d. h. wenn man jedem ¢ >0 ein N zuordnen kann, 
so daB fiir n,>N 


(6) |8n,...m — P| Se. 


2. Herr Mordell beweist genau genommen folgendes. Falls seine Voraus- 


setzungen erfillt sind, so ist 


*) D. h. die Funktion ani 
gzk- 


Ox, 0° x,...0% x 


ist bei festgehaltenen Werten von 2,,..., 2% eine absolut stetige Funktion der 
Variablen z,. 
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«) die Reihe rechts in (1) konvergent, sogar absolut konvergent, 

f) die Reihe links in (1) konvergent, und 

y) die Gleichheit (1) giiltig. 

Wir werden es im folgenden hauptsichlich auf die Lésung der Frage y) 
absehen und daher auch keine Bedenken haben, beziiglich der Konvergenz 
der beiden Reihen explizite Voraussetzungen zu machen. 


3. Wir werden nur solche Funktionen f in Betracht ziehen, fiir welche 
in erster Linie das Integral 


+o 
SS tla,...aettitint--tumde ...dx, 


fiir alle Wertkombinationen ¢,...¢, in analoger Weise wie die Reihensumme 
in 1. als mehrfacher Limes vorhanden ist. Hierfiir ist hinreichend, aber 
nicht notwendig, daB (3) endlich ist. Die derart resultierende eindeutige 
Funktion der Variablen ¢, werden wir mit 


p (t,.--t,) 
bezeichnen. Die Relation (1) lautet demnach 
(7) 2 f (my --.m,) =X p (my ---M)- 


4. Kriterium. Damit die Gleichheit (7) besteht, sind die folgenden 
Voraussetzungen hinreichend: 

a) Die Funktion f(x,...x,) tst in allen Punkten eindeutig definiert 
im Endlichen beschrankt und integrierbar und in den Gitterpunkten stetig. 

b) Die Rethe 


(8) Z(H, + mys ++» By + my) = F(x, -..%) 
ist im Intervall 
(9) —}S2,<} (x=1,..., k) 
gleichmaBig konvergent °). 
c) Die Rethe 
(10) > p(n, -..”,) 
tst konvergent. * 


Be: erkung. Die Voraussetzung a) ist z. B. dann erfiillt, wenn f 
iiberall definiert und stetig ist, und die Voraussetzung b) immer dann, wenn 
—(k+n) 


If] <@Via,|*+...+|z,]" (@>0, »>0). 





5) Im Sinne der Definition in 1. 
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Was die Voraussetzung c) anbetrifft, so ist sie im gewissen Sinne entbehrlich. 
Wir werden nimlich Folgendes beweisen. Sind die Voraussetungen a) und b) 
erfiillt, so ist die Reihe (10) nach arithmetischen Mitteln konvergent, und 
es besteht die Gleichheit (7). Hierbei verstehen wir unter Konvergenz 
nach arithmetischen Mitteln, daB die mit den Partialsummen (5) der 
Reihe (10) gebildete Folge 
+Ny 
(11) Ge i. = . I cine Ma Se (@,, »- «tye On 


wee 
ny, a 





im gewodhnlichen Sinne (vgl. 1.) konvergent ist. — Tritt die Voraussetzung c) 
hinzu, so braucht man nur noch den reihentheoretischen Satz zu benutzen, 
daB die Summe von (10) und der Limes von (11) einander gleich sind °). 


Beweis. Nach 3. und (8) ist 
(12) p(n,...n,) =f... Jf P(x,...0,)e%mnt.--+mem dx ...dz,, 


wobei die Integration rechts iiber das Intervall (9) zu erstrecken ist. Die 
Reihe (10) ist daher die Fourierreihe der Funktion (8) im Anfangspunkt 
x, = 0, und die Ausdriicke (11) sind die dazugehérigen Fejérschen Mittel- 
werte. Die Fejérschen Mittel einer mehrfachen Fourierschen Reihe sind 
aber in allen Stetigkeitspunkten der Funktion gegen deren Wert konvergent, 
falls die Funktion im Periodizitiatsintervall beschrankt ist’). Auf Grund 
der Voraussetzungen a) und b) ist die Funktion F beschrinkt und im 
Anfangspunkt stetig. 


§ 3. 
Ein Spezialfall. 
Wir betrachten im Falle k =2 eine Funktion f(2z,,2z,), welche nur 
vom Abstande r= /z? + 22 abhingt, also 


f(%,%)=9(r). 
Um der Voraussetzung a) zu geniigen, nehmen wir an, daB g(r) beschrinkt 
und nach Lebesgue integrierbar ist, und fiir solche Werte r= Jw, fiir 
welche die Gleichung 
(13) t?+23=o 
ganzzahlige Lésungen 
% = %,; 7%, = Ny 


*) Vgl. S. Bochner, Limitieruang mehrfacher Folgen nach dem Verfahren der 
arithmetischen Mittel. Erscheint in der Math. Zeitschr. 

*) Vgl. z. B. L. Tonelli, Serie trigonometriche (1928), 8S. 490/1. Hier wird nur 
der Fall k= 2 behandelt, der allgemeine Fall ist aber ganz analog zu beweisen. 
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zulaBt, stetig ist. Der Voraussetzung b) ist geniigt, wenn 





g(r) = O(r-*~") (r—- co) 
Es ist 
+o +@ 
p(n,,n,)= f f f(2,, %)e2 741+ dx dz, 
=J Sf g(rjertinrome-% rdrdy, 
0 0 
wobei 
n= ni +n. 
Wegen 
2x 
2aJ,(a) = f et 2 cos (p- 8) dep 
0 
erhalt man 
(14) p(n,,M,) = 22 f J,(2anr)g(r)rdr. 
0 


Die Formel (7) lautet jetzt 
(15) S p(n, my) = 3 R(m)g(/m), 
n m=0 
wobei R(m) die Anzahl der ganzzahligen Lésungen der Gleichung 
zi+a23=—m 


bezeichnet, und die Reihe links, falls die Voraussetzung c) nicht erfiillt ist, 
nach arithmetischen Mitteln zu summieren ist. Wenn z. B. 
(16) g(r)=1 fir 0<rsfo 
=0 fir Jfo<cr<+oo, 
und keine ganzzahligen Lésungen von (13) zulaBt, so ist 


Vo 
‘ R , 1 
9 (M, My) = 22 f rJ,(22 m7) dr = - JoJd,(22nyJo). 


Daher gibt die Mittelwertsumme der Reihe 


+o +0 


(17) S SS 4,(20 fat Fay fo) 


“2 <a Vattng * 
die Anzahl der Gitterpunkte im Kreise (13) an. 
Wir wollen noch nachweisen, daB die Reihe links in (15) absolut 
konvergiert, falls g(r) im Lebesgueschen Sinne differenzierbar ist (also z. B. 
stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist), und die Funktion 


h(r) =g'(r)-r4 
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im Intervall 0<r<+oo eine beschrinkte Gesamtvariation hat. Zum 
Beweis werden wir benutzen, daB das Integral 


B 
fria(rar 


bei variablem positiven B beschriinkt ist. Dies folgt daraus, da8 rt J, (r) 
eine asymptotische Entwicklung nach Ausdriicken der Gestalt 





exit 
- (p =0, 1, 2,...), 
zulaBt. Daraus folgt 
A 
(18) frbJ,(2xnr)dr=0(-), gleichmapig in A>. 
0 ni 


Durch partielle Integration erhalt man aus (14) 
Pp (n,, M,) = —1 fn r)riJ,(2anr)dr 
0 
und hieraus, wegen (18), nach dem zweiten Mittelwertsatz 


4 
1 1 
@ (my, m,) = O(--)-Max fri J,(2anr)dr| = 








Diese Abschaitzung garantiert die absolute Konvergenz. 


Wenn also eine Funktion g(r) allen genannten Voraussetzungen geniigt, 
so hat man 


Sn) fa (22ynr)g(r)rdr= + S'R(m)9(Vm). 


n=0 


g 4, 
Verallgemeinerung des Kriteriums. 


Fiir die Formel (15) setzten wir voraus, daB die Funktion g(r) in 
den Punkten r= jm, fiir welche R(m) +0, stetig ist. Es liegt die Ver- 
mutung nahe, daB es ausreicht, wenn g(r) daselbst die Grenzwerte g(r + 0) 
besitzt und als der Mittelwert }(g(r +0) + g(r —0)] definiert ist. Diese 
Vermutung wollen wir im Rahmen einer allgemeinen Abschwichung der 
Voraussetzung a) bestatigen. Ohne sonst etwas an den Voraussetzungen a), 
b) und c) im Wortlaut zu andern, wollen wir an der Voraussetzung a) die 
Forderung nach strikter Stetigkeit von f in den Gitterpunkten etwas mildern. 

Gegeben seien Funktionen 


(19) f, 


Lac ce 006 By)e 
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von denen jede im Intervall (9) Punkt fiir Punkt eindeutig definiert und 
nach Lebesgue integrierbar ist. Wenn fiir jede Funktion (19) die Fejérschen 
Mittel ihrer Fourierreihe im Anfangspunkt*) gegen den Funktionswert 
konvergieren und wenn die Reihe 


. ) = F(z, ... 2) 


gleichmaBig in (9) konvergent ist, so sind auch die Fejérschen Mittel der 
Fourierreihe der Funktion F daselbst gegen den Funktionswert konvergent. 
Dies ergibt sich leicht daraus, da8 die Fejérschen Polynome einer beschrankten 
Funktion in dieselben Schranken wie die Funktion selber eingeschlossen sind. 

Nun sind die Fejérschen Mittel einer beschrankten Funktion f in jedem 
solchen Punkte gegen den Funktionswert konvergent, in welchem die 
2* Grenzwerte 

f(z, +0, ....%, +0) 

vorhanden und endlich sind und die Funktion selber als das arithmetische 
Mittel dieser Werte definiert ist“). Auf Grund dessen kann man unsere 
Voraussetzung a) dahin verallgemeinern, daB die Funktion f in den Gitter- 
punkten, anstatt stetig zu sein, das eben angegebene Verhalten aufweist. 

Aber diese Verallgemeinerung ist nicht ausreichend, um die eingangs 
aufgestellte Vermutung zu bestitigen. Dies wird vielmehr durch eine anders 
geartete Milderung der Stetigkeitsforderung geleistet, die wir, um Schwer- 
falligkeiten der Formulierung zu vermeiden, nur fiir k = 2 aussprevhen wollen. 

Wir sagen von einer beschriankten integrierbaren Funktion /(z,, z,), 
da8 sie im Anfangspunkt ein Mooresches*) Verhalten aufweist, wenn in 
einer gewissen Umgebung des Anfangspunktes die Unstetigkeitspunkte der 
Funktion auf einem offenen Jordanschen Kurvenbogen gelegen sind, der 
die folgenden Bedingungen erfiillt: 1. Die Kurve hat im Anfangspunkt 
eine Tangente. 2. Jede Gerade durch den Anfangspunkt schneidet die 
Kurve nur in endlich vielen Punkten. 3. Bei Annaherung an den Anfangs- 
punkt von beiden Seiten der Kurve strebt die Funktion endlichen Werten 
zu, und im Anfangspunkt selber ist sie als das arithmetische Mittel dieser 
beiden Werte definiert. 

Fiir eine solche Funktion brauchen die Fejérschen Mittel 
(20) 


nicht im gewéhnlichen Sinne (gegen den Funktionswert im Anfangspunkt) 
zu konvergieren, sie sind aber immer restringiert konvergent*). D. h. gibt 
man sich irgend zwei Zahlen 


0<1<A<+0 


On, n, 


*) Oder in einem sonstigen Punkt. 
*) C.N. Moore, Math. Annalen 74 (1913), S. 555—572, insbesondere S. 567. 





NS 
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vor, so ist diejenige Untermenge der Folge (20), fiir welche 
I< 2 <A, 
Ng 


im gewohnlichen Sinne konvergent. 

Wenn daher eine Funktion f(z,,z,) die Voraussetzungen a) und b) 
erfiillt, mit der Abanderung, daB sie in den Gitterpunkten, statt stetig zu 
sein, das Mooresche Verhalten aufweist, so ist die Reihe 


(21) 2 P (> Ms) 


nach arithmetischen Mitteln restringiert konvergent, und es besteht die 
Gleichheit 


(22) 2 f(m,, my) = 2 P(m, Me): 
Wenn noch die Voraussetzung c) hinzutritt, daB die Reihe (21) im Sinne 
von §2,1 konvergiert, so besteht auch die Gleichheit (22) in diesem Sinne‘*). 


(Eingegangen am 16. 4. 1931.) 








Zur Theorie der Singularititen der Funktionen 
zweier komplexen Veriinderlichen. 


Die Regularitatshillen. 
Von 


Peter Thullen in Minster (Westf.)*). 


In der Funktionentheorie einer komplexen Veranderlichen gibt es 
bekanntlich zu jedem Bereiche § der z-Ebene eine Funktion f(z), die 8 
als ihren (genauen) Existenzbereich hat, d.h. die in 6 regular, aber iiber 
keinen Randpunkt von $ hinaus analytisch fortsetzbar ist. 

Dagegen sind im Raume zweier komplexen Veranderlichen die Existenz- 
bereiche einer Funktion f(w,z) sehr einschrinkenden Bedingungen unter- 
worfen. Man stéBt hier auf die sonderbare Tatsache, daB bei den meisten 


Bereichen jede in ibnen regulare Funktion notwendig dariiber hinaus noch . 


regular ist. (Schneidet man etwa aus einem beliebigen Bereiche durch eine 
Hyperkugel ein Stiick am Rande oder im Innern heraus, so lassen sich 
simtliche im Restgebiet reguliren Funktionen dariiber hinaus analytisch 
fortsetzen. Bei einem Dizylinder geniigt es sogar, die Regularitaét einer 
Funktion nur auf einem gewissen Hyperflichenstiick vorauszusetzen, woraus 
dann die Regularitét im ganzen Innern des Dizylinders folgt.) 

So interessierte seit lingerem die Frage, ob es zu jedem beschrinkten 
Bereiche @G, der selbst kein Existenzbereich einer Funktion f(w, z) ist, 
stets einen grdferen Bereich G gibt, in dem simtliche in @ regularen 
Funktionen gleichfalls noch regular sind. 

In dieser Arbeit wird nun fiir beliebige beschrinkte Bereiche — soweit 
sie nicht selbst schon Existenzbereiche einer Funktion sind — die Existenz 
einer solchen gréBeren Hiille nachgewiesen und deren Eigenschaften unter- 
sucht. Dazu fiihren wir den Begriff der Regularititshiille ein. 

Definition. Sind alle Funktionen f(w,z), die in einem vorgegebenen 
beschrankten Bereiche & regular und eindeutig sind, auch noch in © regular 
und eindeutig und ist G der grépte Bereich mit dieser Higenschaft, so 
nennen wir G die Regularitdtshiille von @. 

*) Seminar Prof. Behnke. 
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Uber die Regularitatshiillen gilt nun der fundamentale Satz : 

Zu jedem beschrankten Bereiche G gibt es genau einen ihn umfassen- 
den Bereich G mit den Bigenschaften: 

1. Jede in @ reguldre und eindeutige Funktion f(w,z) ist auch 
in @ regular und eindeutig. 

2. Es gibt mindestens eine in G reguldre und eindeutige Funktion, 
die iiber keinen Randpunkt von @ hinaus analytisch fortsetzbar ist 
(G — die Regularitatshiille von @ — ist aleo zugleich der kleinste @ 
umfassende Existenzbereich ). 

3. Jede in G regulére Funktion nimmi in G keine anderen Werte 
als in © an. 


Bemerkenswert ist, daB die zu einem schlichten Bereiche gehérige 
Regularitatshiille keineswegs wieder schlicht zu sein braucht (vgl. § 4) *). 

Aus obigem Satze lassen sich nun weitgehende interessante Folgerungen 
ziehen. Zunichst wird sich unmittelbar aus dem Beweise des Satzes eine 
sehr einfache notwendige und hinreichende Bedingung fiir Existenzbereiche 
ergeben. Wir kénnen beweisen: 


Ein beschrankter Bereich G ist dann und nur dann Existenzbereich 
einer analytischen Funktion f(w,z), wenn es zu jedem Randpunkte P eine 
in @ reguldre, in P singuldre Funktion gibt**), 

Wichtig sind die Folgerungen fiir die Theorie der analytischen Abbil- 
dungen vierdimensionaler Bereiche: 

Werden zwei Bereiche eineindeutig und analytisch aufeinander ab- 
gebildet, so gehen dabei die zugehdrigen Regularitatshiillen ineinander iiber. 

Mit diesem Satze haben wir ein sehr einfaches Prinzip gewonnen, um 
starre Kérper zu konstruieren, d. h. Bereiche, die iiberhaupt keine einein- 
deutigen analytischen Transformationen in sich gestatten. Es lassen nim- 
lich die Kreiskérper bis auf spezielle Ausnahmen als einzige Transfor- 
mationen in sich nur die mittelpunktstreuen zu, d.h. die Drehungen 

, id 
w’=we 
Huiee”” (@ reel) 


1) Im Gegensatz zu einer Aussage von Bertil Almer vgl. Ark. f. Math. 17, Nr. 7, 
8. 39-40. 

18) Herr H. Cartan war so freundlich, mir das Manuskript einer demniachst 
erscheinenden Arbeit zu senden, die einen Spezialfall des obigen Satzes fiir ,domaines 
normaux“ enthalt, d. h. Bereiche, in denen sich jede in ihnen regulaire Funktion in 
eine gleichm&Big konvergente Reihe von Polynomen entwickeln l4B8t. Auf Grund 
vorliegender Arbeit 148t sich aber zeigen, daB nicht jeder Bereich ein ,Normal- 
bereich“ ist. 
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(eventuell verbunden mit endlich vielen ganzen linearen Transformationen)*). 
Es sei nun § ein Kreiskérper, der kein Existenzbereich ist (etwa ein 
nicht-sternartiger®) Kérper), & seine Regularititshiille. Ist dann G ein & 


umfassender, aber noch in § enthaltener Bereich, der keine der obigen 
Transformationen zulaBt, so mu8 © ein starrer Korper sein. 


Umgekehrt gilt: Hin Bereich, in dem sich durch eineindeutige ana- 
lytische Abbildungen auf sich jeder Punkt in jeden andern iiberfiihren 
lapt, ist notwendig Existenzbereich einer analytischen Funktion f(w, z). 

In §3 werden dann speziell die Regularitatshiillen der Kreiskérper 
und Hartogsschen Kérper untersucht. Die Existenz der Hiillen dieser 
Koérper und die dariiber geltenden Siatze hat in einer soeben erschienenen 
Arbeit bereits Herr H. Cartan beweisen kénnen‘). Die dort angegebenen 
Satze ergeben sich jetzt als unmitielbare Konsequenzen aus unserm Funda- 
mentalsatze. 


Auf Grund der in vorliegender Arbeit bewiesenen Siétze 1aBt sich eine 
interessante Theorie der Existenzbereiche aufbauen, fiir die wir ein Muster 
in der Theorie der konvexen Kérper haben’). 


Inhaltsangabe. 
Seite 
Regularitatshiillen und Existenzbereiche .. . 66 
Folgerungen aus dem Fundamentalsatze fiir die Addenetienie 71 
Die Regularitatshiillen der Kreiskérper und Hartogsschen Kérper 73 
Beispiel eines schlichten Bereiches, dessen Hiille nicht schlicht ist 76 


Es ies es Ld 
- Oc tO 


> 


§ 1. 
Regularitatshillen und Existenzbereiche. 


Gegeben sei ein beschrankter, sonst beliebiger vierdimensionaler Be- 
reich &.°*) Die zu @ gehérige Regularitatshiille denken wir uns durch 
eine gleichzeitige analytische Fortsetzung simtlicher in © regularen Funk- 
tionen wie folgt entstanden: 


*) Vgl. E. u. H. Cartan, Compt. Rend. vom 25. 3. 1931 und die in Math. Annalen 
1931 (8. 244—259) erschienene Arbeit des Verfassers: Die Invarianz des Mittelpunktes 
von Kreiskérpern. Auf die starren Kérper hat zuerst H. Cartan hingewiesen, vgl. ‘). 

8) Vgl. § 3 der vorliegenden Arbeit. 

‘) H. Cartan, Les fonctions de deux variables complexes etc., Journ. de Math. 
(10) 9 (1931), p.1—114. Vgl. Théorémes 34, 37, 39-42. 

*) Vgl. eine spater erscheinende Arbeit. 

5*) Alle hier bewiesenen Satze gelten auch fiir nicht-schlichte Bereiche, soweit sie 
im Innern keinen Verzweigungspunkt enthalten. 
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Es sei P ein beliebiger Randpunkt von %. Entweder hiufen sich in 
P die Singularititen von in © reguliren Funktionen, d.h. es gibt eine 
gegen P konvergierende Punktfolge Q, mit der Eigenschaft, daB zu jedem 
Q, eine in © regulire, in Q, singuliire Funktion gehdrt; in diesem Falle 
ist P gleichfalls Randpunkt der Regularititshiille G@. Oder aber es gibt 
um P als Mittelpunkt eine Hyperkugel &(P) mit nicht verschwindendem 
Radius, so daB alle in © regularen Funktionen noch in &(P) regular sind. 
Die Hiille umfaBt dann sicher den Vereinigungskérper von & und (P). 
Um einen Randpunkt des so erweiterten Gebietes wiederhole man dasselbe 
Verfahren und so fort. Hat bei dieser Fortsetzung eine der Funktionen 
in einem Punkte verschiedene Funktionswerte, so sind wir in einem anderen 
.Blatte“ des Riemannschen Raumes. Zu einem Punkte gibt es héchstens 
abzahlbar viele iiberlagerte Punkte. Da ferner zu jeder, © umfassenden 
schlichten Hyperkugel stets eine dort regulire, dariiber hinaus aber nicht 
fortsetzbare Funktion existiert, so kann auf keinem der Blatter die Hiille 
iiber eine dieser Kugeln hinausragen. 


Satz 1. (Fundamentalsatz iiber Regularitatshillen.) Ist G die 
Regularitatshiille eines beschrdnkten Bereiches G, so gibt es mindestens 
eine im Innern von © reguldre und eindeutige Funktion f(w,z), die iiber 
keinen Randpunkt von & hinaus analytisch fortsetzbar ist. 

Zum Beweise schicken wir einen bekannten Hilfssatz voraus. 


Hilfssatz 1. Ist r,—(r,) em zu r, (oder r,=—y/(r,) ein zu r,) 
assoziierter _Konvergenzradius einer Potenzreihe 


4 m, n(@ or o) (2 — 2%)» 
mn=0 
so ist 


— . aa 
lim~ | \Om,n\° 11 "rs =1; 


m,n= co 


ferner ist die durch die Reihe dargestellte Funktion in mindestens einem 
der Punkte (w, z) mit |w—w.|—r,, 'z—z,|=r, singular. Aus Hilfs- 
satz 1 folgt leicht 
Hilfssatz 2°). ist die Funktion f(w,z) im Punkte (w,, z,) ana- 
lytisch und bedeutet e(w,, 2) die Entfernung zwischen (w,, z,) und der 
ihm nachsten singularen Punkte, so gilt 
1 lim “Yh, a(t. %)|< 
e(w, =z) = mi nll swt €( wy, 2)” 
wobei 
t OP fin. 2) 
fn, n( z)= min! @w™dz* 
*) Vgl. Bertil Almer, Arkiv fér Math. 17. 
5* 
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Beweis. Die Potenzreihenentwicklung von f(w,z) um den Punkt (w,,z,) 
laute 


f(w, 2) = Sa, (v0 — 1)" (2 — 2)” 


= fr,» (o» %q)*(w — wo)” (2 — 2)". 
Es sei 
|w— we| < d(wo, 2), 


|z — Z| < d(w, 29) 


der gréBte, noch ganz im Innern des absoluten Konvergenzbereiches der 
Reihe liegende ,quadratische“ Dizylinder. Ist r, der mu r,, oder r, der 
zu r, assoziierte Konvergenzradius, so gilt d(w,, 2.) =r? =r}. Nach Hilfs- 
satz 1 ist somit 

1 


fim ™*Y/| fa.n( o> 0)! 


m,n =O 


d(w,, 2) = 





Da f(w,z) im Innern des Dizylinders regular, aber sicher ( Hilfssatz 1) 
in mindestens einem Punkte (w,,z,) mit | w, — w,| = |2, — 2)| = d(w,,2,) 
singular ist, so folgt 
d (wo, 2) Se (Wy, %) LV 2a(wo, 2), 


woraus man unmittelbar die gesuchte Beziehung abliest. 
Aus Hilfssatz 2 folgt fiir die Funktionen f,, ,(w, z): 


Zu jedem noch so kleinen » > 0 gibt es eine unendliche Teilfolge der 
m und n, so dab 





™/| fm’ ,n’ (Wo 2) | = Tek) ae 


also 
(1) | fo, w (yy 2) | > ( 


(die Teilfolge ist von (w,,z,) und » abhiangig). 

Im folgenden sei G, — bei vorgegebenem «> 0 — dasjenige innere 
(abgeschlossene) Teilgebiet von G, das alle Punkte aus @ enthilt, die 
mindestens um « vom Rande entfernt sind. 


Hilfssatz 3. Ist f(w,z) in G regular, so gilt: 


= oe es we 
e(%%) 


(2) Ifmn(w.2)|< (2) -M(e) 


fiir alle Punkte aus @,, wobei M(e) das Maximum von f(w,z) in G, 
bedeutet. ' 























Singularitéten von Funktionen zweier Veranderlichen. 69 


Beweis. Um jeden Punkt (w,,z,) aus G, gibt es einen Dizylinder 
| w — wo | <5: 
| z— 2, | < = 


der noch ganz in G, liegt. Die Behauptung folgt dann unmittelbar aus 
2 
der verallgemeinerten Cauchyschen Integralformel. 


Beweis des Fundamentalsatzes. 


1. G sei die Regularitatshiille des Bereiches G. Entweder gibt es 
dann zu jedem Randpunkte P von & eine im Innern von @ regulare, in 
P singulire Funktion, oder aber es existiert in jeder noch so kleinen 
Nachbarschaft von P mindestens ein Punkt mit dieser Eigenschaft. Wir 
nehmen den letzten allgemeineren Fall an. 

{P,} sei eine iiberall auf dem Rande von @ dicht liegende, abzahl- 
bare Punktmenge; ferner sei {Q,;} (» =1,2,3,...) eime gegen den Punkt P, 
konvergierende Folge mit der Eigenschaft, da8 zu jedem Q , eine in G regulire 
in Q, , singulare Funktion gehért. Aus den Q, ;, wahle mian (bei festem v) jeweils 
das erste heraus, das héchstens um ~ von P, entfernt ist. {Q,} sei die so aus 


der Menge aller Q,; herausgegriffene Teilfolge. Die zu Q, (» —1,2,3,...) ge- 
hérige Funktion bezeichnen wir mit f(w,z) (f° (w,z) ist also in G regular, 
in Q, singular). Zur Abkiirzung setzen wir 
1 1 at" fe” (wo? w! 2) 
n(w, z)= min! dw" dz" 

2. Mit Hilfe der f{’,(w,z) wollen wir eine in @ regulire, aber dar- 
iiber hinaus nicht fortsetzbare Funktion konstruieren. 

Man kann zuniachst ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, 
daB jeweils durch jedes » (von einem gewissen » = y, ab) 


(3) |f(w,2)}<1 in 6. , 
also nach Hilfssatz 3 ; 
(4) |fmin(w,2)|<(2%)"** in Gr. 


(Ware nimlich |f(w,2)|<M in 6., so wahle man die Funktion 
9 (w,2) = yf” (w,2).) 

Andererseits: Ist (w,,2,) ein innerer Punkt aus @, der von P, um 

+ und somit von Q, héchstens um + entfernt ist, so folgt aus (1) (fir 
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e(w,,2,) <>, n= 3)» daB es zu diesem (w,,z,) ein m, und n, gibt, 
so dab 





) ») y4 — 1\"et%, 
(6) | fay, ny (¥,,2,) | > ( 9 ) 
(zu jedem » greifen wir je einen solchen Punkt (w,,z,) heraus). 
Es sei nun 
1] \™rtne ) 
9,(w,2)—=(5-) Frmerny (20,2). 
Nach (4) ist 


\g,(w,z)}<1 in G. 
Da ferner wegen (6) 


yt —1\ "rhs 


all> (e. 
|9,(w,»2,)| > (55 5) >» 





(von einem gewissen » ab), 


so konvergiert 
@o 


F(w,z) = Tt _Gy(w,z) \ 


Gy (Wy, 2,)f 








gleichmaBig in jedem abgeschlossenen inneren Teilgebiet von @, stellt also 
eine in @ regulire Funktion dar. In simtlichen Punkten (w,,z,) hat 
F(w,z) Nullstellen. Da diese Punkte sich gegen jeden Randpunkt haufen 
(jeder Randpunkt ist Haufungspunkt der P,), kann F(w,z) iiber keinen 
Randpunkt von @ hinaus analytisch fortsetzbar sein; ware namlich F(w,z) 
auch nur in einem Randpunkt regular, so miiBte F(w,z)=0 sein. Hier- 
mit ist der Fundamentalsatz bewiesen. 

Mit Satz 1 ist zugleich die Existenz eines kleinsten, % umfassenden 
Existenzbereiches nachgewiesen. Wir kénnen also sagen: 


Satz 2. Zu jedem beschrankten Bereiche & gibt es genau einen ihn 
umfassenden Existenzbereich © mit der Higenschaft, daf jeder weitere 
Existenzbereich, der & enthalt, auch G enthalt. 

Ferner ergibt sich sofort 


Satz 3. Jede in einem Bereiche & reguldre Funktion f(w,z) nimmt 
in der Regularitatshiille & nur Werte aus an (insbesondere also: ist 
f(w,z)' <M in G, so auch f(w,z)|) <M in G). 


Beweis. Ist f(w,z) +a in G, so ist 
1 
F(w,z) = Fia)ae 

in & und somit auch in G regular, woraus die Behauptung folgt. 

Den nichsten Satz beweist man wortlich wie Satz 1. 

Satz 4. Ist der Bereich & Durchschnitiskérper von endlich vielen 
oder unendlich vielen Existenzbereichen, so ist G selbst Existenzbereich 
einer Funktion f(w,z). 
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Der nun folgende Satz ist eine der wichtigsten Konsequenzen des 
Fundamentalsatzes, da bis jetzt noch keine iibersichtliche notwendige und 
hinreichende Bedingung fiir Existenzbereiche bekannt war. 


Satz 5. Hin beschrankter Bereich © ist dann und nur dann Existenz- 
bereich einer analytischen Funktion f(w,z), wenn es zu jedem Rand- 
punkte P eine in & reguldre, in P singuldre Funktion gibt. 


Trivial ist, daB jeder Existenzbereich diese Bedingung erfiillt; die Be- 
dingung ist also notwendig. DaB sie hinreichend ist, beweist man wie 
Satz 1, indem man statt der Punkte Q, die Punkte P, selbst wahlt. 


§ 2. 


Folgerungen fir die Abbildungstheorie. 


Bei der Abbildung eines Bereiches auf sich gilt fiir die Regularitatshiille: 


Satz 6. Jede eineindeutige, analytische Transformation eines Be- 
reiches & in sich bildet auch die zu G gehdrige Regularitatshiille © ein- 
eindeutig und analytisch auf sich ab. 


Beweis. Die analytische Transformation: 


, 
; w’ = g,(w, 2), 
z' = g,(w, 2) 
bilde & eineindeutig auf sich ab. Die Funktionen g,(w,z) und g,(w,z) 


sind in @, also auch in @ regular. Fiir die zu (1) inverse Transformation 


1 0 af) 
yb = (Ww ,z ) 
») v 91 ’ j? 


(2) 
=—1 Rh 


z=ge (w’,z’), 


/ 


gilt das gleiche. Da ferner weder durch (1) noch durch (2) ein innerer 

Punkt Q aus @ in einen duBeren Punkt Q transformiert werden kann 

— sonst waren alle in @, also auch in @ regulaéren Funktionen gleich- 

falls noch in Q regular —, folgt, daB & eineindeutig auf sich abgebildet wird. 
Ganz entsprechend beweist man 


Satz 6a. Wird durch eine eineindeutige analytische Transformation 
der Bereich &, auf den Bereich &, abgebildet, so gehen auch die zuge- 
hérigen Regularitatshiillen G, und &, ineinander iiber. 

Der folgende Satz stellt eine wichtige Beziehung zwischen Existenz- 
bereichen und nicht-starren Bereichen her. 

Satz 7. Hin beschrankter Bereich ©, in dem sich durch analytische 
Abbildungen auf sich jeder innere Punkt in jeden andern transformieren 
laBt, ist notwendig Existenzbereich einer analytischen Funktion. 
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Wie ich friiher*) gezeigt habe, gibt es zu einem solchen Bereiche G 
stets eine im Innern iiberall beschrankte — also dort normale — Funktions- 
familie, die in jedem Randpunkte von © aufhért, normal zu sein. Es ge- 
niigt also, zum Beweise von Satz 7 folgenden Satz nachzuweisen: 


Satz 8. Gibt es zu einem beschrankten Bereiche © eine iiberall im 
Innern beschrankte Funktionsfamilie, die in jedem Randpunkte von & 
aufhért, normal zu sein, so existiert eine in & reguldre, tiber G hinaus 
aber nicht fortsetzbare Funktion f(w,z). 


Beweis. Angenommen, & wire kein Existenzbereich einer in @ ana- 
lytischen Funktion f(w,z). Dann gibt es zu @ einen ihn umfassenden 
Bereich G, in dem samtliche in G reguliren Funktionen gleichfalls noch 
regular sind; ferner muB, falls |f(w,z)| <M in &, auch |f(w,z)| <M 
in @ gelten. Daraus folgt aber, daB die zu © gehdrige beschrinkte 
Funktionsfamilie noch in G normal ist im Widerspruch zur Voraussetzung. 
Es ist also Satz 8 und somit auch Satz 7 bewiesen. 


Da8B es im Gegensatz zu den in Satz 7 betrachteten Kérpern auch 
starre Kérper gibt, die also iiberbaupt keine eineindeutigen analytischen 
Abbildungen auf sich gestatten, wurde bereits in der Einleitung gezeigt. 
Wir gaben dort ein Verfahren zur Konstruktion beliebig vieler solcher 
starren Korper an. 


Zu Satz 8 sei noch folgendes bemerkt. G. Julia hat in einer langeren 
Arbeit®) mit Hilfe der Hartogsschen Methoden nachgewiesen, daB die Be- 
reiche des normalen Verhaltens einer analytischen Funktionsfamilie den- 
selben notwendigen Bedingungen geniigen wie die Existenzbereiche analyti- 
scher Funktionen f(w,z). Damit war die Frage aufgeworfen — das so- 
genannte Juliasche Problem —, ob diese beiden wichtigen Klassen vier 
dimensionaler Bereiche einander identisch sind. Satz 8 gibt die Lésung 
des Problems fiir Bereiche des normalen Verhaltens einer beschrankten 
Funktionsfamilie**). (Trivial ist, daB es allgemein zu jedem Existenzbereich & 
einer Funktion f(w,z) eine Funktionsfamilie gibt, die sich in @ und nur 
in © normal verhilt. Man betrachte etwa die Familie der Funktionen 


f, (1,2) = f(w,2) + =.) 


*) Vgl. Thullen, Die Starrheit der nicht iiberall pseudokonvexen Bereiche, Math. 
Annalen 104 (1931), S. 373—376. 
*) G. Julia, Sur les familles de fonctions analytiques de plusieurs variables, Acta 
mathematica 47 (1926), p. 53—115. 
**) Vgl. eine demniachst erscheinende Arbeit (von H. Cartan gemeinsam mit dem 
Verfasser), in welcher obige Frage allgemein gelést wird. 
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§ 3. 
Die Regularitatshiillen der Kreiskérper und Hartogsschen Kérper. 

In diesem Paragraphen werden die Regularitatshiillen der wichtigsten. 
im R, vorkommenden Bereiche: der Kreiskérper und Hartogsschen Kérper 
untersucht *). 

Wir setzen im folgenden den Mittelpunkt bzw. mindestens einen Punkt 
der Symmetrieebene als inneren Punkt dieser Kérper voraus. Ferner sei 
stets (0,0) der Mittelpunkt bzw. die Ebene z = 0 die Symmetrieebene. 

Aus Satz 6 ergibt sich zunichst 

Satz 9. Die Regularitatshiille eines Kreiskérpers (Reinhardtschen 
Kreiskérpers bzw. Hartogsschen Kérpers) ist selbst wieder ein Kreiskérper 
(Reinhardtscher Kreiskérper bzw. Hartogsscher Kérper). 

Definition. Ein Bereich heiBt ein sternartiger Kreiskérper, wenn er 
mit dem Punkte (w,,2,) auch alle Punkte (kw, k2,), |k| <1, enthilt. 
Ein Bereich heiBt ein vollstdndiger Reinhardischer Kreiskérper bzw. voll- 
sténdiger Hartogsscher Korper, wenn er mit (w,,z,) auch alle Punkte 
(hw, kz,), |h| <1, |&| <1, baw. alle Punkte (w,, kz,), | &| <1, enthiilt. 

Es gilt nun der wichtige Satz: 

Satz 10. Die Regularitdtshiille eines Kreiskérpers ( Reinhardtschen 
bew. Hartogsschen Korpers) ist ein sternartiger Kreiskdrper (vollstandiger 
Reinhardtscher bzw. vollstandiger Hartogsscher Korper). 

Nach Satz 9 ist Satz 10 dann bewiesen, wenn wir zeigen kénnen: 

Satz 11%). Jede in einem Kreiskérper & (Reinhardtschen bew. 
Hartogsschen Koérper) reguldre Funktion verhdlt sich gleichfalls noch im 
kleinsten,  umfassenden sternartigen Kreiskérper (vollstandigen Reinhardt- 
schen bzw. vollstandigen Hartogsschen Kérper™)) regular. 

Wir beweisen Satz 11 nur fiir Kreiskérper. Fiir Reinhardtsche bzw. 
Hartogssche Kérper verlauft der Beweis ganz entsprechend, nur daB man 


statt der Reihen s f,,(8)2” (s = =) die Potenzreihen s Gat F 


m,n=0 


bzw. die Reihen D> f,,(w)z”" zu setzen hat. 
n=0 


Beweis. 1. Die Funktion f(w,z) sei in dem Kreiskérper & regular. 
Man entwickle f(w,z) um den Mittelpunkt (0,0) in eine Diagonalreihe 


(1) f(w, 2)= 3{ Sa, ee ae “\— © fa(e)2” (s—~). 


m=0 
*) Val. ¢). 
10) Vgl. *) Théorsme 2. Dort wird dieser Satz gleichfalls mit allerdings anderen 
Mitteln bewiesen. 
1) Dieser Kérper braucht dabei keineswegs schlicht zu sein, falls @ schlicht ist, 
vgl. § 4. Bei Kreiskérpern bleibt jedoch die Schlichtheit erhalten. 
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Ist ; 
K*:|z|<R(s) (Rs) eine reelle positive Funktion) 


das Gebiet der gleichmaBigen Konvergenz dieser Reihe, so liegt auf jedem Kreise 


8 = 8, 


|z)/ = R(s,) = KR, 


mindestens ein Punkt, in dem f(w,z) singular wird **). 

Alle Funktionen f,(w, z) f(we'*,ze’*) sind in & regular und 
haben gleichfalls &* als Kérper der gleichmaBigen Konvergenz der zuge- 
hérigen Diagonalreihen. Ist der Punkt (s,, R,e'*’) ein singulirer Punkt 
fiir f(w,z), so wird f,(w,z) in (8, R,e°"°**) singular. LaBt man g 
alle Werte 0 < m < 2a” durchlaufen, so kann man zu jedem Randpunkte P 
von &* — soweit Si(s) stetig ist — eine in & regulare, in P singulare 
Funktion angeben. 

2. Ist H(s) in einem Punkte unstetig, so muB R(s) noch halbstetig 
nach oben sein **). 

Bei s = 8, sei nun eine solche Sprungstelle. Dann gilt 

lim R(s)—=R(s,)+d (d>0). 


Wir zeigen: Auf jedem der Kreise 


& = 8; 


lzj}=R(s,)+dd, O<i<l 
hegt mindestens ein Punkt, in dem /(w,z) singular wird! 
Ware dies namlich nicht der Fall, so gibe es einen Kreis 


8 = 8, 
zj=R(s,)+ 4d, 0<i’, <1, 
in dessen simtlichen Punkten f(w,z) regular ware. Da aber auf 
8 = 8, 
z| = R(s) 
ein fiir f(w,z) singularer Punkt liegt, so gibt es nach dem Kontinuitits- 
satze **) ein e > 0, so daB in samtlichen Ebenen s=c mit |c —8,|<e 








2) Vgl. Hartogs, Math. Annalen 62. 

18) Vol. 22), 

) Der Kontinuitétssatz sagt folgendes aus: Die Funktion f(w, z) sei in saémt- 
lichen Punkten des Kreises w= w,, |z|=r regular, aber in mindestens einem Punkte 
(w,, Z) mit |z)|<r singular. Dann gibt es ein e>0, so daB in simtlichen Nachbar- 
ebenen w=c mit | wy —¢| <e innerhalb | z | <r mindestens ein singularer Punkt liegt, 
vgl. Osgood, Lehrb. d. Funktionenth. 2 (1929), S. 202. 

Man setze in unserem Falle f(w, z) =f (sz, z)=/(s, z). 
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innerhalb |z|< R(s,)-+4,d mindestens ein singulaérer Punkt liegt. 
Andererseits gibt es zu vorgegebenem 6 > 0 eine Folge s, mit lim 8, = 8, 


so daB R(s,)>R(s,)+d—d6. Es lagen also bei geniigend kleinem 
6 > 0 singulire Punkte im Innern von &*. Das widerspricht der Voraus- 
setzung, daB die Reihe (1) in &* gleichmaBig konvergiert, f(w,z) dort 
also regular ist. Es liegt daher auf jedem der Kreise (2) mindestens ein 
singularer Punkt. Bildet man wiederum die Funktionen f,(w,z), so lapt 
sich nunmehr zu jedem Randpunkte P von &* eine in & reguldre, in P 
singuldre Funktion angeben. Daraus folgt, daB &* den Bereich §& ent- 
halten muB. Da &* als Kérper der gleichmaBigen Konvergenz der Reihe (1) 
sternartig ist, ergibt sich sofort die Behauptung von Satz 11, somit auch 
von Satz 10. 


Da, wie wir eben gezeigt haben, ein Kérper ® der gleichmaBigen 
Konvergenz einer Diagonalreihe die Eigenschaft hat, daB es zu jedem 
Randpunkte P eine in & regulire, in P singulare Funktion gibt, folgt 
ferner nach Satz 5, daB stets eine in & regulire, tiber & hinaus aber nicht 
fortsetzbare Funktion f(w,z) existieren muB. 


Ist umgekehrt der Kreiskérper & genauer Existenzbereich einer ana- 
lytischen Funktion f(w,z), so mu8 & nach Satz 10 sternartig sein; die 
Reihenentwicklung (1) von f(w,z) hat dann & als Gebiet der gleichmaBigen 
Konvergenz. 

Das Entsprechende laBt sich fiir Reinhardtsche und Hartogssche 
Koérper zeigen. Es gilt also: 


Satz 10. Ein Kreiskérper (Reimhardtscher oder Hartogsscher K6rper ) 
ist dann und nur dann ein Existenzbereich einer Funktion f(w,z), wenn 
er der Bereich der gleichmaBigen Konvergenz einer Reihe f(s) 2" 
en 7 n=0 
( > a, ,,w"2" bzw. S f,(w) 2") ist. 

\m, n=0 n=0 ) 


Hieraus ergibt sich sofort: 


Satz 11. Ist © ein beliebiger beschrdnkter Existenzbereich einer 
analytischen Funktion f(w,z), % der grdéBte, um einen inneren Punkt 
von & als Mittelpunkt beschriebene sternartige Kreiskérper bzw. voll- 
stindige Reinhardische Kreiskérper, der noch ganz im Innern von & 
liegt, so ist auch & ein Existenzbereich einer analytischen Funktion 
f(w, z). 

Ist R der gréBte aller ganz im Innern von © liegenden vollstdndigen 
Hartogsschen Kérper, die eine beliebige durch das Innere von © laufende 
analytische Ebene zur Symmetrieebene haben, so ist & gleichfalls ein 
Existenzbereich einer Funktion f(w, z). 
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Ist namlich f(w,z) eine Funktion, die G als ihren genauen Existenz- 
bereich hat, und entwickelt man f(w,z) um einen inneren Punkt in eine 
Diagonalreihe (bzw. Potenzreihe), so ist & der Kérper der gleichmaBigen 
Konvergenz dieser Reihe. 

Entsprechend beweist man den Satz fiir Hartogssche Kérper. 


§ 4. 
Ein schlichter Bereich, dessen Hiille nicht schlicht ist. 


Wir werden einen schlichten Hartogsschen Kérper angeben, dessen 
Hiille mehrblattrig ist. Wir kénnen den Grundkérper sogar so wahlen, 
daB seine Hiille beliebig viele Blatter enthalt. 

Der Hartogssche Kérper & sei wie folgt konstruiert: w durchlaufe 
alle Werte 

+ <|w/<1. 
1 


Auf der Ebene w = re‘® (5 cTr< 1) seien simtliche Punkte (re‘’,z) mit 


Max(—5+0,0)<|z|<S0+5 


innere Punkte aus &. La&Bt man @ iiber 22 hinauswachsen, so erhilt 
man einen spiralenférmigen Kérper. Es sei etwa 
O0s<0<2na (n>). 

Die zu & gehdrige Regularitatshiille & ist ein ® umfassender vollkommener 
Hartogsscher Kérper. & kann nicht mehr schlicht sein. Es ist namlich 
die Funktion f(w,z) = logw in &, also auch in & eindeutig und regular. 
Wire § schlicht, so besiBe logw etwa in den Punkten (w=re'*’’, 0) 
fiir alle » <n dieselben Funktionswerte. Die Hiille mu8 also n verschiedene 
Blatter besitzen. 

Die zu einem schlichten Kreiskérper & gehérige Hiille & ist dagegen 
stets wieder schlicht. Denn in diesem Falle laBt sich jede in & regulire 
Funktion in eine im Innern von & gleichmaBig konvergente Diagonalreihe 
entwickeln. Da eine solche Reihe nur Polynome, also eindeutige Funk- 
tionen enthilt, kénnen in & keine iiberlagerten Punkte auftreten. 


(Eingegangen am 19. 5. 1931.) 





eRe 











Zur arithmetischen Theorie der algebraischen Funktionen. 


Von 
Max Deuring in Géttingen. 


Einleitung’*). 


Diese Arbeit setzt sich zum Ziel, fiir Kérper K von algebraischen 
Funktionen, die itiber einem gegebenen Grundkérper k Abelsch sind, eine 
Kennzeichnung durch Divisorengruppen des Grundkérpers k zu geben, die 
den Hauptsiatzen tiber Klassenkérper in der Theorie der algebraischen Zahlen 
analog ist. 

Der Begriff algebraischer Funktionenkorper ist im folgenden Sinn zu 
verstehen. 

Definition. 2, sei ein Kérper, 2,(z) der Kérper aller rationalen 
Funktionen einer Unbestimmten z in 2,. Eine algebraische Erweiterung k 
von 2,(z) (endlichen oder unendlichen Grades) hei8t ein Funktionenkérper 
von z. Der Kérper = aller von 2, algebraisch abhingigen k-Elemente 
heiBt der Konstantenkérper von k. 

Wir setzen stets voraus, daB > vollkommen ist. Wenn k Funktionen- 
kérper von z ist, so ist er auch Funktionenkérper jedes iiber > transzen- 
denten k-Elementes u mit dem gleichen Konstantenkérper (Invarianz des 
Transzendenzgrades ). 

Die Theorie der Divisoren und Divisorenklassen la8t sich fiir beliebige 
Funktionenkérper & ebenso durchfiihren wie fiir algebraische Funktionen 
im Sinne der Funktionentheorie; geringe Abweichungen ergeben sich daraus, 
daB der Konstantenkérper nicht als algebraisch abgeschlossen vorausgesetzt 
ist. Die Theorie der Zerlegung der Primdivisoren in endlichen algebraischen 
Erweiterungen kann aber nur dann éhnlich wie in der Zahlentheorie durch- 
gefiihrt werden, wenn k von endlichem Grad iiber >(z) ist. Sonst muB 
die Theorie der Zerlegung beliebiger Primdivisoren in endlichen algebra- 





') Géttinger Dissertation. 
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ischen Erweiterungen herangezogen werden, die von W. Krull und dem Ver- 
fasser auf Grund der Bewertungstheorie entwickelt wurde’). 

Das Ergebnis der Arbeit werde fiir den wichtigsten Sonderfall, daB 
es sich um algebraische Funktionen im Sinne der Analysis handelt, formuliert: 


K sei abelsch iiber k und unverzweigt, d. h. jeder k-Primdivisor sei 
ein Produkt von lauter verschiedenen K-Primdivisoren — das ist damit 
gleichbedeutend, daB die Riemannsche Fliache }, von K eine unverzweigte 
Oberlagerungsfliche von %, ist. Dann gibt es eine Untergruppe & der 
Gruppe @, aller k-Divisoren mit diesen Eigenschaften: 

1. die Faktorgruppe &/, von & nach der Gruppe §, aller k-Haupt- 
divisoren ist mit der Galoisschen Gruppe von K k isomorph. 


2. & besteht aus all den k-Divisoren, die in K Hauptdivisoren werden. 


Umgekehrt ist jeder Untergruppe & von 9, mit endlicher Faktor- 
gruppe &/, genau ein Kérper K mit diesen Eigenschaften zugeordnet. 

Wenn K/k nicht unverzweigt ist, so tritt an Stelle einer Untergruppe St 
von @, eine Gruppe, die erst in gewissen Erweiterungsgruppen ©, von ©, 
enthalten ist. Eine Erweiterungsgruppe ©, entsteht, indem die Primdivi- 
soren p von & durch Potenzen p* ersetzt werden; wahrend @, aus allen 
Potenzprodukten der p mit Exponenten aus den zu den p gehérigen Be- 
wertungsgruppen besteht, ist @, die Gesamtheit aller Potenzprodukte der 
p mit denselben Exponenten. @, ist durch Angabe der Exponenten e voll- 
standig bestimmt und laBt sich stets auf genau eine Weise als Unter- 
gruppe der Divisorengruppe einer algebraisch abgeschlossenen Erweiterung 
von k verwirklichen. 

Mit Untergruppen & dieser Erweiterungsgruppen ©, gelten die oben 
ausgesprochenen Sitze allgemein. 

Die eindeutig bestimmte kleinste solche Erweiterungsgruppe ©, , welche 
R enthalt, ist die Gruppe Gy, der ambigen K-Divisoren; ambig heibt 
ein K-Divisor, wenn er von den Automorphismen von K/k nicht verandert 
wird. @,, ist allein durch Angabe der Art der Verzweigung der k- Prim- 
divisoren in K bestimmt. 

Die Gruppen & sind also invariante Bestimmungsstiicke fiir die iiber 
k Abelschen Kérper, wenn sie auch im allgemeinen nicht in der Divisoren- 
gruppe ©, enthalten sind, so sind sie doch allein durch k, ohne Kenntnis 
der Struktur irgendwelcher Erweiterungen von k gegeben. § ist meist 
schon in den Divisorengruppen echter Teilkérper von K enthalten, naimlich 


*) W. Krull, Galoissche Theorie bewerteter Kérper, Sitzungsberichte d. Bayer. 
Akademie d. Wiss., Math.-Nat. Abteilung, 1930, 8. 225-238. 

M. Deuring, Verzweigungstheorie bewerteter Kérper, Math. Annalen 105 (1931), 
8. 277—307. 
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in den Divisorengruppen all der Teilkérper, in Beziehung auf die K un- 
verzweigt ist. 

Die Beweise werden gleich fiir den allgemeinen Fall, daB auch Ver- 
zweigungen auftreten, gefiihrt. Von dem Grad von k iiber 2(z) wird nicht 
vorausgesetzt, daB er endlich sei. 

Man kann aus den allgemeinen Satzen noch eine Folgerung fiir algebraische 
Funktionenkérper im Sinne der Analysis ziehen: 

Wenn eine Potenz eines k-Divisors in k Hauptdivisor wird, so gibt 
es eine auf der Uberlagerungsfliche der Integralfunktionen von k eindeutige 
algebraische Funktion, die diesen Divisor darstellt. 

Auch von den Siatzen iiber verzweigte Kérper kann man Anwendungen 
auf Riemannsche Flichen machen. 


I. 


Funktionenkérper, Divisoren und Divisorenklassen. 


§ 1. 
Algebraische Erweiterungen des Konstantenkérpers. 


>" sei eine algebraische Erweiterung des Konstantenkérpers = von k. 
Das Kompositum k >” la8t sich definieren, weil >’ und k beide in einer 
algebraisch abgeschlossenen Erweiterung von k enthalten sind. 


Satz 1. 3’ sei von endlichem Grad iiber =. Dann ist 
(kd: k] = (a’: 5]. 
Beweis. & ist rein transzendent iiber 2. 


Satz 2. K set von endlichem Grad iiber k und habe denselben Kon- 
stantenkorper = wie k. ’ sei algebraisch (endlich oder unendlich) iiber 


>. Dann ist 


[K 5": kS"| =([K:k). 

Beweis. 1. Wenn kKCk"”CKS” ist, so gilt kK” =k”, FC B”"CD". 
Denn ist =’ = {a} und bedeuten a,(«),..., @,()(@) die elementaren sym- 
metrischen Funktionen von « in Beziehung auf k”, so ist k|..., a, (@),...)=k”", 
weil k(a,(«))Ck” ist und der Grad eines >’-Elementes « in Beziehung 
auf k(a,(«)) héchstens gleich seinem Grad in Beziehung auf k” ist, mit 
S(a,(«)) =” gilt dann die Behauptung. 

2. Nach 1. ist KA. kS’=kS”. Daraus folgt 


S=KASH—KNED AD HkS”* HN S—d", 


also gilt 


Knks’=k2=k. 
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3. Es sei [K:k]—n, K=k(«) und f(x) das irreduzible k-Polynom 
n-ten Grades mit der Wurzel «. Es ist auch K2’=k’(«). Das irredu- 
zible kS’-Polynom g(x) mit der Wurzel « teilt f(z), und sein Grad ist 
gleich dem Grad [K2’:k =’) m. f(x) zerfallt schon in einer endlichen 
algebraischen Erweiterung K von K in Linearfaktoren. In K2’/\K spaltet 
f(x) den Faktor g(x) ab. Nach 1. — angewendet auf K statt k — ist 
KS’ K =K2", SC 2”"CS". Nach Satz 1 muB 2” endlichen Grad 
iiber S haben. >* sei der in Beziehung auf > Galoissche Kérper von =”. 
Dann ist k*/k Galoissch von endlichem Grad (nach Satz 1), und 
[K=*:k2*] =m, ist ein Teiler von m, weil g(x) ein Polynom in k=” 
ist, m,.m<n. Es ist aber bekanntlich (Satz iiber akzessorische Ir- 
rationalitaten ) 

(K=*: K] = (k2*:kS*-~K), 
nach 2 also 

[K =*: K]) =[k2*:k], 
und da 

[K>*:k] = [K2*:k2*)(kS*:k] =[kZ*:k)]-m,, 

[K 5*:k)] =([K2*:K)[(K:k] =[K2*:K]-n 
und nach Satz 1 

[k=*:k] =(K2*: K)=([2*:3] 
ist, so folgt 

n=m,omsn, 
m =n, 

w. z. b. w. 

Satz 3. K sei von endlichem Grad in Beziehung auf k und habe 
mit k den Konstantenkérper X gemeinsam. Ist K der in Beziehung auf 
k Galoissche Kérper von K, = der Konstantenkorper von K, so ist 
> Galoissch iiber >. 

Beweis. Die zu = in Beziehung auf S konjugierten Kérper sind in 
K, also in = enthalten. 


§ 2. 


Primdivisoren. 


Nach dem Vorbild von Dedekind und Weber werden die Primdivisoren 
eingefiihrt. 

k set ein Funktionenkorper mit dem Konstantenkorper =. Ein Prim- 
divisor von k ist eine Funktion p(«) der Elemente « von k, die als Werte 
Elemente eines algebraischen Erweiterungskérpers von k und das Symbol co 
annimmt, und den folgenden Bedingungen geniigt: 
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1. p(x) =x, wenn x aus 2, 

2. p(«@)+p(B)=p(a+ 3) und p(a)p(s)—p(ap), wenn weder 
p(a) noch p(B) gleich co ist, 

3. p(@) = co dann und nur dann, wenn p(+)= oO. 


Die von co verschiedenen Werte, welche p annimmt, bilden einen 
algebraischen Erweiterungskérper T von >, tsomorphe T werden nicht unter- 
schieden. 

Der volle Wertbereich von p ist T und oo, denn wenn der Wert oo 
nicht angenommen wiirde, so wire p eine isomorphe Abbildung der transzen- 
denten Erweiterung k auf die algebraische Erweiterung T von =. 

Alle « aus k mit p(a) + co bilden einen Ring ky. 

Die Menge aller « aus k mit p(a)=0O ist ein Primideal p von &, 
das folgt unmittelbar aus der Bedingung 2 der Primdivisordefinition. 

Satz4. k, ist eine Maximalordnung von k*), das heift: ky ist von 
k verschieden, k, enthdlt, 1, ky hat den Quotientenkérper k, und es gibt 
keinen Ring zwischen k, und k, der nicht gleich k, oder k ist. 

Beweis. Nach Bedingung 1 der Primdivisordefinition ist 1 in k, ent- 
halten, und nach Bedingung 3 ist jedes k-Element entweder in der Form « 


oder in der Form - mit « aus k, darstellbar. Zum Nachweis der Maxi- 


malitat von k, mu8 der Zusammenhang der Primdivisoren mit der Ideal- 
theorie in Hauptordnungen von k herangezogen werden. 

Wenn z ein iiber = transzendentes k-Element ist, so heiBt der Ring 
aller vom Polynombereich S[{z] ganzabhingigen k-Elemente die Haupt- 
ordnung 0, von k. 

Da in [z] die eindeutige Zerlegbarkeit der Ideale in Primideale gilt, 
so gilt sie auch in o,, falls k von endlichem Grad tiber X(z| ist‘). 

Wenn p(z) + co ist, so ist die Hauptordnung 0. in k, enthalten. 


Denn wenn « nicht zu k, gehért, also r(- ) = 0 ist, so gilt fiir be- 
liebige Polynome p,(z) stets 


a"+a"~*p, _,(2) bs lad dai Po(z) + 9, 
weil 
p(l+a-* p,_,(2) +... +a" po(2)) = p(l) =1 


ist, « ist also nicht ganzabhangig von 2[z]. 


8) W. Krull, Idealtheorie in unendlichen algebraischen Zahlkérpern I, Math. 
Zeitschr. 31 (1930), 8S. 527 —557. 

*) E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl- und 
Funktionenkérpern, Math. Annalen 96 (1927), S. 26—61. 
Mathematische Annalen. 106. 
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Satz 5. Jedem Primdivisor p, fiir den p(z) + co ist, laBt sich ein 
Primideal p, von 0, durch p,= 0,/\  zuordnen. 

Beweis. Die Primidealeigenschaft von p, folgt aus der Prissideal- 
eigenschaft von ), p, ist von o, verschieden, weil von den beiden Werten 
p(z) und p(z-+-1)= p(z)+-1 sicher einer nicht gleich Null ist. 

Satz 6. Jedes Primideal p, von o, laBt sich durch p,=0,/\ aus 
einem Primdivisor gewinnen, fiir den p(z) + co ist. 

Beweis. Der Restklassenring o,/p, ist ein Kérper. Das ist fiir solche k, 
die von endlichem Grad tiber 2(z) sind, richtig, weil dann in 0, die ein- 
deutige Zerlegbarkeit der Ideale in Primideale gilt. Wenn « ein nicht 
durch p, teilbares o,-Element ist, so kann ein o,-Element # mit 


« 6 = 1(mod p,) 


folgendermaBen gefunden werden: a sei ein durch p, teilbares o,- Element. 
Der Durchschnitt von p, mit der Hauptordnung of des Kérpers 2(z, 2, «), 
der von endlichem Grad iiber >(z) ist, ist wegen 2 =0(modp,) nicht 
leer, p,/\ of ist ein of-Primideal. Da a nicht durch p, /\ of teilbar ist, 
so gibt es in of ein Element f mit 


ap =1(mod p,- o3), 
also 

« 6 =1(modp,) in o,. 
Daher ist o./p, ein K6rper. 

Weil = ein in o, enthaltener Korper ist, so sind zwei >-Elemente 

nur dann modulo p, kongruent, wenn sie gleich sind. Wenn man also im 
Restklassenkérper o./p, die Restklassen von 2-Elementen durch die Ele- 
mente selbst ersetzt, so entsteht ein Erweiterungskérper T von 2. T ist 
algebraisch iiber =. y sei ein durch p, teilbares >[z]-Element, z. B., wenn 
das p,-Element a der Gleichung 


a" + Py_y(2)2"-* +... + po(z)=0, p,(z) aus 2 [2] 


geniigt, das Polynom p,(z). z ist ganzabhingig von =[y]. Daher ist 0, 
der Ring der von 2[y) ganzabhangigen k-Elemente, d. h., es ist 0,=o0,. 
Ist « ein o,-Element und 


a"+q,_,(y)e"*+...+a0(y)=09, 9,(y) aus [y], 
und ist das von y freie Glied von q,(y) gleich g,, so gilt 
a" +g, _,a"-*+...-+q,=0 (mod p,), 


das heiBt, die Restklasse von « modulo p, geniigt einer algebraischen Glei- 
chung mit Koeffizienten aus 2. 
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Der zu p, gehérige Primdivisor p wird nun so erklart: 

Wenn @ zu = gehort, p(a) = «. 

Wenn a m o,, aber nicht zu 2 gehért, p(a) gleich der Restklasse 
von « modulo p,. 


Wenn « nicht zu 0, gehért, so setze man af, 6 und y aus o,, 
aber nicht beide durch p, teilbar. Dann soll 


_ >(B) 
v(«) = p(y) 


sein, wobei unter 2) das Symbol co zu verstehen ist. 

Die Primdivisoreigenschaft von p ist unmittelbar klar. 

Der zu p gehérige Ring &, ist nach der Erklaérung von p nichts weiter 
als der Ring aller Quotienten , von 0,-Elementen f, y mit zu p, primen 
Nennern y. Das Primideal f on k, besteht aus allen Quotienten — : , deren 


Zahler f durch p, teilbar ist. Daher ist } 7\0,—p,, p steht a mit p, 
in dem durch Satz 5 gegebenen Zusammenhang. Damit ist Satz 6 bewiesen. 

Nunmehr kann der Beweis von Satz 4 beendet werden. &, ist als 
Maximalordnung erkannt, wenn gezeigt wird, daB sich jedes k-Element & 
mit Hilfe eines festen, nicht m k, gehérigen k-Elementes « und eines 
ky-Elementes § in der Form 

g — B a”, 

n eine nichtnegative ganze Zahl, darstellen laBt. 

z sei ein tiber > transzendentes k-Element mit p(z) + 00, der Kérper 
k' = 3 (2, a, &) ist von endlichem Grad iiber =(z). Betrachtet man p nur 
fiir k’, so entsteht ein Primdivisor p’ von k’. Die in « aufgehende Po- 
tenz p,* des p’ zugeordneten Primideals p; der Hauptordnung 0; von k’ 
hat einen negativen Exponenten 4, denn nach dem Beweise von Satz 6 
ist ky der Ring aller k’-Elemente, die p; in einer Potenz mit nichtnega- 
tivem Exponenten haben. Wenn die in & aufgehende Potenz von p; den 
Exponenten g hat, so ist fiir hinreichend hohes n 


e—niofjd, 
also 


p= ea" 

in kj, also in k, enthalten, w. z. b. w. 
Fir den Fall, daB & ein K6érper von algebraischen Funktionen einer korn- 
plexen Verinderlichen z ist, der iiber dem rationalen Funktionarkérper = (z) 
endlichen Grad hat, haben die Primdivisoren bekanntlich die folgende 
funktionentheoretische Bedeutung: 


6* 
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Zu k gehért eine Riemannsche Flache §,. Die Punkte P von §, 
entsprechen umkehrbar eindeutig den Primdivisoren p von k. k, besteht 
aus allen Funktionen von k, die in P keinen Pol haben, das Primideal p 
von k, ist die Gesamtheit aller Funktionen von k, die in P eine Null- 
stelle haben. 


§ 3. 
Divisoren und Divisorenklassen. 


Wir zeigten beim Beweis von Satz 6, daB k, aus allen k-Elementen f 


/ 


besteht, deren Nenner y durch das 0,-Primideal p. nicht teilbar ist — 
z muBte passend gewahit werden. Wenn & endlichen Grad iiber >(z) hat, 
so gilt fiir 0, eindeutige Zerlegbarkeit der Ideale in Primideale, und daraus 
ergibt sich, daB alle ganzen und gebrochenen Ideale von k, die Potenzen 
des Primideals p mit ganzen Exponenten 0, +1, +2,... sind. Ist « 
irgendein von Null verschiedenes k-Element, so wollen wir sagen, in « ist 
die Potenz p™ des Primdivisors p enthalten, wenn 


cm 


a ky =p 


ist. Diese Definition l46t sich auf beliebige k (die nicht notwendig endlich 
itiber >(z) sind) verallgemeinern. 

Zu jeder Maximalordnung &, gehért eine exponentielle Bewertung B, 
von k, das ist eine Zuordnung reeller Zahlen B,(a) zu den von Null ver- 
schiedenen k-Elementen «, mit den folgenden Eigenschaften 

1. B,(«f) = B,(«) + B,(8), 

2. B,(« + 8) => Min(B,(a), By(B)), (B,(0) ist grdéBer als jcde reelle 
Zahl zu denken), 

3. ky ist die Gesamtheit aller « mit B,(«)>0. 

B, ist eindeutig bestimmt bis auf einen positiven Faktor 0, mit dem 
man alle Werte B,(«) gleichzeitig multiplizieren kann*). In dem Sonder- 
fall, daB alle k,-Ideale Potenzen des Primideals f sind, kann man B,(«) =m 
setzen, wenn «k,=)” ist. Die Menge ww, aller Werte B,(«) ist eine 
additive Gruppe reeller Zahlen, die kurz die Wertgruppe von B, heibe. 

Fiir jeden Primdivisor p von & legen wir eine feste Bewertung B, 
zugrunde, und sagen, « +0 aus k enthalte die Potenz p™ vou p, wenn 
B,(a) = m ist. 

Man kann, was wir auch immer tun wollen, die feste Bewertung B, 
so einrichten, daB alle vorkommenden Werte B, rationale Zahlen sind®). 


5) In der unter *) zitierten Arbeit von W. Krull. 
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Ein formal gebildetes Potenzprodukt 
ITp”™ (m, rationale Zahl aus der Wertgruppe w,,), 


dabei ist das leere Produkt und jede Potenz p? mit dem Exponenten 0 
gleich 1 zu setzen), heiBe ein Divisor von k. 
Definieren wir die Multiplikation von Divisoren durch die Addition 
der Exponenten gleicher Primdivisoren in den Faktoren, so bilden die Divi- 
soren eine Abelsche Gruppe @,, die das direkte Produkt der von den p, 
erzeugten Gruppen {p,} ist 
G, = II {P,}- 


{p;} ist die Gesamtheit aller p, m, aus w,, {p,} heibe eine pseudo- 
zyklische Gruppe. 


Jedes k-Element « definiert dadurch einen Divisor 
(a) = JJ p”, 


daB man m, gleich dem Exponenten der in «@ enthaltenen p,-Potenz fir 
alle Primdivisoren p,; von k setzt. Ein solcher Divisor (@) heiBe ein 
Haupidivisor. 

Aus der Eigenschaft 1 der exponentiellen Bewertungen folgt unmittelbar, 
daB die Abbildung 


a — (a) 


ein Homomorphismus der multiplikativen Gruppe des Kérpers k auf die 
aus den Hauptdivisoren bestehende Untergruppe 9, der Divisorengruppe &, 
von & ist. 

Die Restklassen von @,.nach 9, heiBen die Divisorenklassen. 

Satz 7. Die Elemente, die bet dem Gruppenhomomorphismus «—(«) 
in den Hinsdivisor 1 tibergehen, bilden die multiplikative Gruppe des Kon- 
stantenkérpers, anders ausgedriickt: Die von Null verschiedenen Konstanien, 
und nur sie, haben als zugehdérigen Hauptdivisor den Hinsdivisor, enthalten 
jeden Primdivisor » in der Potenz p°. 

Beweis. 1. Fiir eine Konstante x ist B,(x) = 0, denn weil = in ky 
enthalten ist, so sind beide Werte B,(x) und B,(x~*) nichtnegativ, und 
da ihre Summe Null ist, so ist B,(x) = 0. 

2. Wenn das k-Element z keine Konstante ist, so gibt es einen Prim- 
divisor p von k, fiir den B,(z) > 0 ist. 

Wir betrachten in der Hauptordnung of von 2(z) das Primideal 


p; =(z), in der zugehérigen Maximalordnung = (z),- ist z, aber nicht : ent- 


halten. Daher wird unsere Behauptung bewiesen sein, wenn wir eine 
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Maximalordnung &, von k angeben kénnen, deren Durchschnitt mit 2(z) 

gleich 2 (2), ist, denn weil dann 2 Ck», ~ ¢ k, ist, 80 muB B,(z)>0 sein. 
Fiir den Fall, daB & endlichen Grad iiber =(z) hat, ist die Existenz 


von k, leicht zu zeigen: Man zerlege in der Hauptordnung 0, von & das 
Ideal (z) in Primideale 
(z)= I Pte 


Dann ist fiir jede Maximalordnung &,, der Durchschnitt k,, ~\ =(z) gleich 
2(z),, weil die Teilbarkeit eines 2(z)-Elementes durch p, ; mit der Teil- 
barkeit durch p? gleichbedeutend ist. 

Fiir den Fall, daB & von unendlichem Grad iiber =(z) ist, wird die 
Existenz einer Maximalordnung &, von k, deren Durchschnitt mit 2>(z) 
gleich =(z)»+ ist, in D,, Satz 1, bewiesen. 


§ 4. 


Die Zerlegung der Primdivisoren in endlichen algebraischen 
Erweiterungskérpern. 


Wenn & endlichen Grad iiber =(-z) hat, so definiert man die Zerlegung 
eines Primdivisors p von & in einer endlichen algebraischen Erweiterung K 
von k bekanntlich so: p, sei ein zu p gehdriges Primideal einer Haupt- 
ordnung 0, von k. Man nimmt das Erweiterungsideal D,p, von p, in der 
Hauptordnung ©. von K und zerlegt es in Primideale 


DO. ps = Bii-... Pye. 
Gehért zu $;, der K-Primdivisor ,, so wird 


(1) p= Pr... - By 


gesetzt. Die Bedeutung dieser Festsetzung liegt darin, daB man die in 
einem k-Element a enthaltenen Potenzen der § einfach dadurch erhilt, 
daB man die in a aufgehende p-Potenz gemaB (1) aufspaltet. Anders 
ausgedriickt: Die durch k-Elemente erzeugten Hauptdivisoren von K erhilt 
man aus den entsprechenden k-Hauptdivisoren einfach durch Aufspalten 
der Primdivisorpotenzen nach der Zerlegungsformel (1). 

Fiir Primdivisoren in beliebigen Kérpern, also auch in unendlichen 
Funktionenkérpern k, ist eine Zerlegungsdefinition, welche als Verallge- 
meinerung der Formel (1) anzusehen ist, in D,, Einleitung und § 2 ge- 
geben worden. Wir legen sie unseren weiteren Betrachtungen zugrunde. 

Es handelt sich aber noch darum, auch im allgemeinen Fall zu er- 
reichen, daB man die K-Primfaktorzerlegung eines Elementes a von k 
einfach durch Aufspalten der k-Primfaktorzerlegung erhilt; das ist des- 
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wegen ndétig, weil nach der in § 3 gegebenen Erklarung die Exponenten, 
mit denen Primdivisoren p in Elementen a aufgehen, von den in gewissem 
Grade willkiirlich wahlbaren Wertgruppen abhangen, die den Primdivisoren p 
zugeordnet sind. 

Es sei, gemaB D,, § 2, die K-Zerlegung von p 


p= i'-...- . 
By, eine zu §, gehérige Bewertung von XK. Allein fiir k betrachtet, ist 
Bg, eine zu p gehérige Bewertung B; von k. Damit nun, wenn das k-Ele- 
ment a die Potenz p™ enthialt, die in a eingehende Potenz von }, gleich 
*™ ist, mu8 die Bewertung B, durch B,=e;*B, ersetzt werden. Mit 

anderen Worten: Wenn die zu p gehérige Bewertung B, festgelegt ist, so 
mu8 man, um die Aufspaltbarkeit der Hauptdivisoren zu erreichen, die zu 
8, gehdrige Bewertung von K als Fortsetzung der Bewertung B, = e; B, 
von k nehmen. Da nach D,, §2 die Faktorgruppe der Wertgruppe By, 
von Bg, nach der Wertgruppe von B, die Ordnung e, hat und anderer- 
seits diese Faktorgruppe als Faktorgruppe von additiven Gruppen rationaler 
Zahlen zyklisch ist (Satz 8), so ist klar, daf B, und By, die gleichen Wert- 
gruppen haben. 

Satz 8. UW set eine additive Gruppe rationaler Zahlen, 8 eine Unter- 
gruppe von endlichem Index e. Die Faktorgruppe U/B ist zyklisch. 

Beweis. a,,...,@, seien Vertreter der Restklassen von YU modulo %, 
€ die von den a, erzeugte Gruppe, also UW=— BC. Es ist 


U/B = BC/B~C/BAG; 


€ ist eine freie zyklische Gruppe, da sie von endlich vielen rationalen 
Zahlen a, erzeugt wird. Die Faktorgruppe €/® 7\ © ist demnach zyklisch, 
w. z. b. w. 

Demnach haben wir die folgende Regel zur Festlegung der Bg, bei 
gegebenem B,: 

Die zu den K-Primdivisoren %, von p gehérigen Bewertungen By, 
sind so zu wdahlen, daB thre Werigruppen mit der Wertgruppe von B, 
zusammenfallen. 

Jetzt sind die Zerlegungen der Elemente in Primdivisoren und die 
Zerlegungen der Primdivisoren in endlichen Erweiterungskérpern so definiert, 
daB alle iiblichen Rechenregeln ihre Giiltigkeit behalten. Es mu8 noch hin- 
zugefiigt werden, daB auch die Dedekind-Hilbertsche Theorie der Galois- 
schen Kérper (Zerlegungs-, Trigheits- und Verzweigungsgruppen), die in 
ihrer gewohnlichen Form nur fiir Kérper mit Hauptordnungen, in denen 
eindeutige Primfaktorzerlegung der Ideale gilt, entwickelt wird, sich fiir die 
allgemeinen Primdivisoren aufstellen la8t (siehe D, ). 











§ 5. 
Die ambigen Divisoren Galoisseher Kérper. 


K sei eine endliche Erweiterung von k. Den Festsetzungen in § 4 
gemaB ist die Divisorengruppe G, von k& eine Untergruppe der Divisoren- 
gruppe G_x von K; und die Hauptdivisorengruppe 9, von & ist in der 
Hauptdivisorengruppe x von K enthalten. Es sei hier gleich bemerkt, 
daB der Durchschnitt , ~\ G,, in dem §, enthalten ist, im allgemeinen 
nicht gleich 9, ist (§ 7), mit anderen Worten, da8 es Divisoren von k 
geben kann, die nicht in &, wohl aber in K Hauptdivisoren sind. 

Wir wollen jetzt voraussetzen, daB K/k Galoissch ist, die Galoissche 
Gruppe von K/k bezeichnen wir mit g. Die Einwirkung der Elemente S 
von g auf einen Primdivisor % von K ist einfach durch die Einwirkung 
suf die zugehérige Maximalordnung Ky erklart (siehe auch D,, § 1): Wir 
setzen SP — YP’, wenn S Ky = Ky ist. Die Einwirkung von S auf einen 
allgemeinen Divisor a = // $3; ist durch Sa = J/](S%,;)" erklart. 

Die Primdivisoren p von k& sind gegeniiber den SC q invariant, weil 
D,, § 3) die K-Zerlegung von p die Form 


i 3 
p= (B,-...-B 


hat, wo die §$, die verschiedenen Primdivisoren sind, die aus einem von 


g 


ihnen durch Anwendung aller S aus gq entstehen. 

Die Gruppe Gg, der K-Divisoren, welche bei allen S aus g fest bleiben, 
enthalt also G,. Sie ist aber im allgemeinen umfassender als &, (wenn 
z.B. in K der k-Primdivisor p das Quadrat eines Primdivisors wird, p = 88°, 
so ist $8 ein Element von G,x,,, das nicht zu G, gehért). 

Gx, hetBe die Gruppe der ambigen Divisoren von Kk. 

Wir untersuchen die gruppentheoretische Struktur von Gyg,,. Damit 
der X-Divisor 


a= ]] Bi" 


ambig (g-invariant) ist, muB er die zu einem Primdivisor § konjugierten 


Primdivisoren S$, dies seien §,,..., z, alle in derselben Potenz enthalten, 
d. h. er mu8 die Form 
(2) a= ]](P,-...- PB, sa 


haben. Umgekehrt ist jeder Divisor der Form (2) ambig. Daher ist Gx, 
das direkte Produkt der pseudo-zyklischen Gruppen, die durch die einzelnen 
Produkte $,-...-%, erzeugt werden, 


Gan = IT{(P,-..-- B,)}, 
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als Exponenten bei der Bildung der Potenzen von $,-...-,, welche 
{(B,---.-B,)} ausmachen, sind die Zahlen aus w, zu nehmen. 
Eine Potenz des Produktes $,-...-B, ist ein k-Primdivisor, 


p= (®,-...B,)*. 
Zur Abkiirzung wollen wir 
R,:---- PB, =p, also p= p* 
setzen. 

Gn = []{p} entsteht aus G, = J] {p}, indem man jeden Faktor {p} 
durch eine umfassende pseudo-zyklische Gruppe {}} ersetzt, in der {p} 
den Index e hat. Als abstrakte Erweiterungsgruppe von @, ist daher Gx, 
bestimmt, wenn angegeben wird, daB {p} durch {p} mit p= p* ersetzt 
werden soll. 

Die Exponenten e, welche die Struktur von Gx, als Erweiterungs- 
gruppe von @, bestimmen, sind alle Teiler des Grades n von K iiber k 
D,, § 4). 

Man kann umgekehrt formal Erweiterungsgruppen @, von @, auf die 
folgende Weise erkliren: 

Zu jedem k-Primdivisor p wird ein Exponent e* gegeben. Dann wird 


p=p° = G = Id} 
gesetzt, {p} ist mit der Exponentengruppe iw, zu nehmen. 

Wir beweisen den Satz: 

Zu jeder formalen Erweiterungsgruppe G, von &, gibt es stets eine 
und nur eine thr isomorphe Untergruppe der Divisorengruppe eines alge- 
braisch abgeschlossenen Erweiterungskérpers K von k. 

Beweis. Zum Beweis zeigen wir, daB bei gegebenem e* sich in Gs» 
ein Divisor p finden lé8t, der den angegebenen Bedingungen geniigt. Wenn 
w eine Zahl aus ww, ist, so sei a, ein k-Element, das die p-Potenz p* 
enthalt. Wir bezeichnen mit j, den K-Divisor, der den Anteil aller in p 

1 


enthaltenen K-Primdivisoren an a¢* darstellt. Es ist 


Dw Pw, = Pw+w,- 
Wir setzen p, ==), dann ist 


pe =p", im besonderen py = p° =p, 
also 
De iene p* f 
und hieraus folgt durch Zuriickgehen auf die Primfaktorzerlegungen von 
p und py 
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In G x ist also die Gruppe {p} mit einer Exponentengruppe enthalten, 
welche w, umfaBt. Der Index e von {p} in der (blo8 mit Exponenten aus 
w, genommenen) Gruppe {p} ist ein Teiler von e*. Wir sagen: p ist in G, 
e-fach verzweigt. 

Ist @; eine zweite Untergruppe von @,, die mit der gegebenen 
formalen Erweiterungsgruppe isomorph ist, und bezeichnet «+ einen die 
Identitaét von @, fortsetzenden Isomorphismus von G; und G,, so folgt aus 

p’+>p 
p "= p° =), 
also durch Zuriickgehen auf die Primfaktorzerlegung in K: f’=), mithin 
ist <> die Identitat, w. z. b. w. 

R sei Untergruppe einer Erweiterungsgruppe G; von G,, welche O; 
umfapt, 23. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte kleinste Hrweite- 
rungsgruppe G,, die 3B enthalt. 

Beweis. Es sei in Gj der Primdivisor p= p’*. Mit 1; sei die Gruppe 
der Exponenten w’ bezeichnet, welche die Anteile p’” von f’ an den 
3-Divisoren haben. 1; ist in w, enthalten, und e’1, ist in 1; enthalten, 
weil die Gruppe der w’ fiir ,-Divisoren gleich e’w, ist. e” sei der Index 
von 1; in iv». Dann ist jedes w’—=e”w, w aus W,, man kann also jeden 
8-Divisor in der Form J] }’” schreiben. 

8 ist also enthalten in der Erweiterungsgruppe G, = JJ {p’* '} von G,. 
Als ’-Anteile von 3@,-Divisoren hat man die Potenzen p’* “*”*, und 
deren Exponenten bilden gerade die Gruppe e”w,. Daher ist J] {p’” } — G, 
os kleinste —_—— welche 3 enthilt. Wir setzen p’” =f, also 

Die Gruppe der Exponenten, die } in den 3- arene hat, ist wegen 
p=—p” und e”w, gerade Wy. 


Il. 


Relativ Abelsche Kérper. 


k sei ein Funktionenkérper der Charakteristik c. Im folgenden ist 
— bis auf ausdriicklich erwahnte Ausnahmen — nur von Abelschen Er- 
weiterungskorpern K von k die Rede, deren Grade [K:k] nicht durch c 
teilbar sind. Ferner wird bei der Betrachtung eines Kérpers K vom Grade n 
iiber & immer stillschweigend vorausgesetzt, daf k die n-ten Hinheitewurzeln 
enthalt. Diese Voraussetzungen haben zur Folge, da8 sich ein tiber k zykli- 
scher Kérper K des Grades mn durch ein Radikal « vom Grade n erzeugen 
laBt, K=k(a). o heiBt ein Radikal n-ten Grades, wenn a"=a in k 
liegt und « den Grad n iiber & hat. 





in 
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§ 6. 
Die Zerlegung der Primdivisoren in Abelschen Erweiterungskérpern. 

Satz 9. Z/k sei zyklisch vom Grad n, « ein Radikal von Z/k, daher 
«"=a ink. Die Z-Zerlegung eines k-Primdivisors p ist folgendermapen 
durch a und n bestimmt: 

Es ist p=(,-...-B,)*, die B, verschieden und konjugiert; ist wy 
die Wertgruppe von p, p‘ die in a enthaltene Potenz von p, so ist der 
Exponent e gleich dem Index i von 0, tn der Erweiterungsgruppe {<, w,}.*) 

Beweis. § sei ein Z-Primfaktor von p. § ist eine Ausdehnung von p 
auf X. Ihr entspricht eine Ausdehnung 1, der Wertgruppe t,, und definitions- 
gema&8 ist e gleich dem Index von m, in wy. a hat den Wert t, daher 
hat « den Wert *, und daraus folgt, daf {= roy} in wf enthalten ist, 
demnach gilt i < e. 

Entsprechend der Bedeutung von ¢# gibt es in & ein Element b, das 
den gleichen Wert wie a‘ hat, «'b~*=y hat den Wert Null, und der 
Kérper k(y) hat den Grad — iiber &. S sei ein Element der Galoisschen 
Gruppe g von Z/k. Wenn S nicht in der zu k(y) gehérenden Untergruppe 5 
von g liegt, so hat y— Sy = y(1— ¢) ( ¢ eine te Einheitswurzel) wie 7 
den Wert Null, weil 1—¢ als vom Primkérper algebraisch abhangig eine 
Konstante ist. S kann also nicht zur (gemeinsamen) Tragheitsgruppe der 
Z-Primfaktoren % von p gehéren, anders ausgedriickt, k(y) ist im Triag- 
heitskérper 7' der $% enthalten. Wegen [Z:T]=—e, [Z:k(y)] = folgt 
e<i, demnach ¢ =7, w.z. b. w. 

Satz 10. K/k sei Abelsch vom Grad n, K={Z,,...,Z,} eine Dar- 
stellung von K als direktes Kompositum zyklischer Kérper Z; der Grade n;; 
also n=[[n,. Die Z,-Zerlegung des k-Primdivisors p sei 

‘ 
p= (Pir---- Pig)” 
Dann hat die K-Zerlegung von p die Gestalt 
p ae (BR, Se %,)" coos er 
Beweis. DaB der Exponent e in der K-Zerlegung 


p= 11%: 
*) Fair Funktionenkérper endlichen Grades hei8t die Behauptung des Satzes: 


p= (B,---B,) 9. Ist p =(R,-...-By)*, so miissen wir zeigen: Der Grad A des Tragheite- 
kérpers T der §, tber & ist gleich (n,¢). Wie im Text (zweiter Beweisteil) zeigt man 
h =0 (mod (n, ¢)). Enthalt a die },-Potenz $/, so gibt «*=a sofort sn=et, da 
eh=n, 80 gilt t=sh, n=0 (modh), ¢=0 (modh), (n, ¢)=0 (modh). 
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von p durch [e,,...,¢,] teilbar sein muB8, folgt sofort daraus, da8 er durch 
jedes e,; teilbar sein mub. 

T, sei der Triagheitskérper der Z;-Primfaktoren von p. Das Kom- 
positum {7',..., 7} ist im Tragheitskérper 7 der K-Primfaktoren f, 
von p enthalten. Denn stellt man die Galoissche Gruppe g von K/k als 
direktes Produkt der Galoisschen Gruppe g; der Z;/k dar, und zerlegt man 
dieser Darstellung entsprechend ein Element S der Tragheitsgruppe T der §, , 
S= S,-...-8,, 8;C g, so erkennt man, daB S, zur Tragheitsgruppe T; der 
Z,-Primfaktoren [;, von p gehért, weil ja S und S,; auf Z; dieselbe Ein- 
wirkung haben; es ist also TCT,x...«T,. T ist zyklisch, denn weil Jf 
die Ordnung der Verzweigungsgruppe %, eine Potenz der Charakteristik c 
des Restklassenkérpers k,/p ist, so ergibt sich aus n ==0 (modc), daB &, 
die Ordnung 1 hat, demnach muB T = T/¥%, zu einer Faktorgruppe von 
additiven Gruppen rationaler Zahlen isomorph’), also nach Satz 8 zyklisch 


sein. Eine zyklische Untergruppe von fT, <...>< I, ist stets in einer 
zyklischen Untergruppe der Ordnung [e,,...,¢,] enthalten. Daher ist 
[e,,...,¢,] =0 (mod e). 

§ 7. 


Relativ Abelsche Kérper. 


Es handelt sich jetzt um eine Kennzeichnung der iiber k Abelschen 
Kérper durch ihnen zugeordnete Divisorengruppen des Grundkérpers k. 

Satz 11. Voraussetzung. 3 sei eine Untergruppe einer Erweitterungs- 
gruppe der Divisorengruppe &, von k, mit der Higenschajt, dap 3/, zyklisch 
mit nicht durch c teilbarer Ordnung n ist, G, sei die kleinste Erweite- 
rungsgruppe von &,, welche 3 enthdlt. 

Behauptung. Es gibt einen tiber k zyklischen Koérper Z vom Grad n 
mit den folgenden Eigenschaften: 

1. Z und k haben den gleichen Konstantenkérper =. 

2. Die in 3 enthaltenen G,-Divisoren werden in Z Hauptdivisoren: 

BC Hz. 

3. Die Gruppe der ambigen Z-Divisoren ist gleich G,, Gz, = Gy. 
4. Z ist im folgenden Sinne eindeutig bestimmt: 


Wenn auth in Z die 3-Divisoren Hauptdivisoren werden und wenn 
(Z,Z} den Kofistantenkérper = hat, so ist Z in Z enthalten. Ohne diese 
Voraussetzung iiber {Z,Z} folgt nur, daB in Z ein solcher Kérper Z ent- 
halten ist. 


”) Siehe D,, Satz 15. Fiir Funktionenkérper endlichen Grades ist der zyklische 
Charakter von T/¥, bekannt. (—/¥, isomorph zu einer multiplikativen Untergruppe 
des Restklassenkérpers Ky /B,,-) 





m- 
¥ 


, 


an 


nh 








sree we re Pe 








Arithmetische Theorie der algebraischen Funktionen. 93 


Beweis. a sei ein 8-Divisor, von dem erst die n-te Potenz a"=(a) 
zu , gehért. Z = k( Ya) ist der gesuchte Kérper. Wir setzen Va = «. 

1. [Z:k] =n. (Z:k]=~m ist ein Teiler von n. Zu « sind «,f«,...,0"-*« 
konjugiert, wenn ¢ eine primitive m-te Einheitswurzel bedeutet. 
Nea=ITt'«= +a” gehért zu k, a”=(a”™) ist also ein k-Hauptdivisor, 
und daraus folgt m = 0(modn), demnach m =n. 

2. 3c Oz. Ein 3-Element hat die Form a’(b), 6 aus k, es ist 

a”(b) =(a"b). 

3. Der Konstantenkérper =’ von Z ist gleich =. 

Es ist k -\ ==. Nach Satz 3 ist 2"/2=2"/k ~\ X’ Galoissch — es sei 
Le’: =|] =m —, und nach bekannten Satzen ist die Galoissche Gruppe von 
>'/k - =" mit der Galoisschen Gruppe von k>’/k, also mit einer Faktor- 
gruppe der zyklischen Galoisschen Gruppe von Z/k isomorph. x’ sei ein 
Radikal von >"/5, x’ ist auch Radikal von k "/k, also muB eine Potenz 
von x’ von dem anderen Radikal «™ von kS"/k um einen Faktor d aus 
k verschieden sein: 

oc 9g" d, 

hieraus folgt am = (d), also m =([(23":5]=1. 

4. Gz. =@G,. Dies ist gleichbedeutend mit der Aussage: Fiir jeden 
k-Primdivisor p ist der Exponent e in der Z-Zerlegung 


p= (B,--. B,)' 
gleich dem Exponenten 2, mit dem p in ©, verzweigt ist. In G, wird p 


die #-te Potenz eines Elementes p. Die in a enthaltene p-Potenz sei p”, 
die in a enthaltene p-Potenz sei p’. Aus a"=(a) folgt 

«gam. 

n 
Weil nach Erklarung der Erweiterungsgruppen (§ 5) der Exponent m zur 
Wertgruppe tw, gehdért, so folgt hieraus, daB @ ein Vielfaches des Indexes 
[t a 10>}: | ist, der nach Satz 9 gleich dem Exponenten e ist, 


8), 


é@é = 0 (mode) 


Andererseits mu8 e = 0 (mod@) sein. Denn: Die Gruppe der Exponenten, 
die p in allen 3-Divisoren hat, ist nach § 5 gleich w,. Geht p mit dem 


*) Fir Funktionenkérper endlichen Grades beweisen wir G, C G7, oder: wenn 
vp in @, gleich f° wird, so ist p in Gz ; enthalten, einfacher so: In 8 muB es der 
Minimaleigenschaft von G, wegen einen Divisor a, geben, der von p die Potenz p 
enthalt. Da a, ein ambiger Z-(Haupt-)Divisor ist, so ist p eine Potenz von 
Z,-...-%, w.2. b. w. 
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Exponenten r in 6 aus § ein, so enthalt 6 wegen 
; p= p* = (7§,)° 

die %,-Potenz Bit. Die Gruppe der Exponenten, die §, in allen 3-Divi- 

soren hat, ist also = Wp , da sie aber nach § 4 auch in w, enthalten ist, so 

mu8 auch e = 0 (mod 2) sein. 

5. Eindeutigkeit von Z. 

a) {Z,Z} hat den Konstantenkérper 2. 

a wird nicht nur von dem Z-Element «, sondern nach Voraussetzung 
auch von einem Z-Element a, erzeugt. x aa," ist eine Konstante aus 
{Z, Z}, also aus J, « =xa, und daher liegt Z= k(a) in Z. 

b) {Z,Z} hat nicht notwendig den Konstantenkérper =. 

Wird a in Z durch a, erzeugt, so ist in Z der Kérper Z = k(«,) 
enthalten, der die behaupteten Eigenschaften hat, weil af = ax, x aus >, ist. 

Satz 12. Z sei zyklisch vom Grad n tiber k und habe denselben 
Konstantenkorper = wie k. In der Gruppe Gz, der ambigen Z-Divisoren 
ist eine Untergruppe 3 mit den folgenden Higenschaften enthalten: 

1. B/D, tet zyklisch von der Ordnung n. 

2. Die 8-Divisoren werden in K Hauptdivisoren: 3 ¢ Oz. 

3. Gz, tst die kleinste Erweiterungsgruppe von G,, die 3 enthdlt. 

4. Hindeutigkeit von 3: 

Wenn 3, eine Untergruppe einer Erweiterungagruppe G, von G, ist, 
wenn 3,/D, endlich ist, und wenn die 3,-Divisoren in Z Hauptdivisoren 
werden, so ist 3, in 3 enthalten: 3,C 3. 

Beweis. «sei ein Radikal von Zjk, «=a aus k. Der k-Primdivisor p 
sei in a in der Potenz p‘ enthalten. In Gz, wird p=p‘, ) =7§,; in 
a ist also’ die p-Potenz ** enthalten. Nach Satz 9 gehort s ZU Wy, 
daher ist f* ein Divisor aus G,,. Wendet man dies fiir alle p an, so 
folgt, daB (a2) =a", a aus Gz, ist. 

3 = {a, 9,} ist die gesuchte Gruppe. 

1. 8/9, ist szyklisch von der Ordnung n. 

Die Gruppe §/9, ist zyklisch, und ihre Ordnung m ist ein Teiler von 
n, weil a"=(a) in 9, liegt. Es sei 

g"=(a,), a, aus k. 
Dann folgt 
xG,=a™", x aus 2. 


Da x und a, in & liegen, so folgt hieraus, daB n ein Teiler von m 
ist, also m =n, w. z. b. w. 
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2. 3<Qz. Dies folgt daraus, daB jeder Divisor von 8 die Form 
a®(b) =(a°d) hat. 

3. Die kleinste Erweiterungsgruppe von ©,, welche 8 enthalt, ist Gz ,. 
Dies folgt aus Satz 11, weil Z im Sinne von Satz 11 der Gruppe 8 zu- 
geordnet ist. 

4. Eindeutigkeit von 8. 8, sei eine Untergruppe einer Erweiterungs- 
gruppe G, von @,, deren Divisoren in Z zu Hauptdivisoren werden; 3,/9 
habe endliche Ordnung. Wir beweisen 8,C 8. Wir kénnen 8, als zyklisch 
von der Ordnung n, voraussetzen. Nach Satz 11 ist in Z ein Kérper Z, 
enthalten, der zyklisch vom Grad n, tiber k& ist; ist a, ein Divisor der 


Ordnung n, von §,, aj’=(a,), 80 ist K,=k(Ya,). Andererseits ist 
Z,= tam), also 
"Ja, =a™'d, d aus k,(o,n)—1, 


und hieraus folgt, daB 8,/9 mit der zyklischen Untergruppe n,-ter Ord- 
nung von § iibereinstimmt. 

Die Saétze 11 und 12 kénnen auf Abelsche Korper iibertragen werden. 
Wir haben als Hauptsatz dieser Theorie: 


Satz 13. Die tiber k Abelschen Kérper K mit = als Konstanten- 
kérper lassen sich den in den erweiterten Klassengruppen &,/©, enthaltenen 
endlichen Untergruppen &/Q, mit nicht durch c teilbaren Ordnungen 80 
zuordnen, daB zusammengehérige K und & die folgenden Higenschaften 
haben: 

1. Die Galoissche Gruppe g von Kik ist mit &/D, isomorph. 

2. Die engste, R enthaltende Erweiterungsgruppe G, von G, ist die 
Gruppe Gz, der ambigen K-Divisoren. 

3. R besteht aus allen Divisoren von Hrweiterungsgruppen von ©,, 
die in K Hauptdivisoren werden, und von denen Potenzen in 9, liegen. 

4. Wenn alle 8-Divisoren in K Hauptdivisoren werden, so ist K in 
E enthalten, falls der Konstantenkérper von {K, K} gleich = ist; sonst 
folgt nur, daB ein Kérper K in K enthalten ist. 

Beweis. 1. Bei gegebenem § wird der sugehérige Kérper K folgen- 
dermaBen gebildet: %/$, wird als direktes Produkt zyklischer Untergruppen 
dargestellt: 


&/9,= 13/9. 


Zu jeder Gruppe 8, gehért nach Satz 11 ein Kérper Z,. K ist das Kom- 
positum der Z;: 


K = {Z,,..., %}- 
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2. Bei gegebenem K wird K als direktes Kompositum zyklischer 
Kérper Z,; geschrieben: 





































K = {Z,,..., Z,}. 
Zu jedem Z; gehért nach Satz 12 eine Gruppe 8,, dann ist 
K = 178,. 


3. K = {Z,,..., Z,} sei gegeben. 8 C Hx folgt sofort aus 8;C Hz, C Ox. 
Um die Isomorphieeigenschaft 1 zu beweisen, geniigt es, zu zeigen, dab 


Bi=B.---- Bra Brass BAB SD 

ist, denn daraus folgt, daB &/H, ebenso wie g das direkte Produkt von 
h zyklischen Gruppen der Ordnungen n, ist. Das ergibt sich aber so: Die 
3i-Divisoren sind Hauptdivisoren sowohl in {Z,,...,Z;_,,2j.4)+++» Z} 
als auch in Z,, und da diese beiden Kérper den gleichen Konstanten- 
kérper = haben, so sind die §/-Divisoren auch im Durchschnitt 
(Z,, «+5 B43, Zia ys ++ Z} A Z,—k Hauptdivisoren, d.h., sie gehéren 
zu 9,, wie behauptet. 

4. Die Eindeutigkeit von &:8* sei eine Untergruppe einer Erweite- 
rungsgruppe von @,, 8*/%, sei zyklisch, und die 8*-Divisoren seien in 
K Hauptdivisoren. Dann ist 8*C&. Nach Satz 11 gibt es in K einen uu ff 
3* gehérigen Kérper Z*. Zu jeder zyklischen Untergruppe 8,/9, von 
R/H, gibt es nach Satz 11 auch einen zyklischen Teilkérper Z, von K. 
Durchlauft 8,/9, alle zyklischen Untergruppen von &/,, so durchlauft 
Z, alle zyklischen Teilkérper von K. Denn nach Satz 11 gehéren zu ver- 
schiedenen 8; verschiedene Z;, es gibt aber, wie aus g ~ 8/9, folgt, eben- 
soviel verschiedene zyklische Teilkérper Z, von K wie zyklische Unter- 
gruppen 3,/, von &/9,. Z* gehért also zu einer Untergruppe 8, von &, 
woraus nach Satz 12 38°C 8, folgt, w. z. b. w. 

5. Jetzt sei & gegeben und dazu K nach 1 konstruiert. Die Divisoren 
von § sind nach der Konstruktion von K in K Hauptdivisoren. 

K ist das direkte Kompositum der Z,. Denn ist &* die Gruppe aller 
Divisoren, die in K Hauptdivisoren werden, so ist %*/, mit der Galois- 
schen Gruppe g von K/k isomorph nach 3. Die Ordnung von §/Q, ist 
also héchstens gleich dem Grad [K:k], was nur méglich ist, wenn K 
direktes Kompositum der Z, ist. Es folgt dann 8* = und g ~ &/9,. 

Um zu zeigen, daB der Konstantenkérper =’ von K gleich S ist, be- 
trachten wir den Kérper k >’, dessen Grad iiber k gleich [5": >] = wm ist 
(Satz 1). Die Divisoren von &,» sind in K Hauptdivisoren, es ist also 
RK Dzz/D_z zu einer Untergruppe der Galoisschen Gruppe von K/k >’ 
isomorph, die Ordnung von & $,; »/),»° ist also héchstens — [K-k]. Zeigen 


wir nun 
R Dex! Dex ~ L/D, 
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her so folgt 
[K:k] < 5K: k), 

also m =1, w.z. b. w. 
R Dez! Der = L/D 


ist wegen 
ye R Dex! Des = L/ Dex AK 
mit yx /\ = O, gleichbedeutend, also auch mit der folgenden Behauptung: 
Wenn der &-Divisor a in 9, > liegt, so liegt er auch in 9,. Das beweisen 
“a wir so. a% sei die niedrigste Potenz von a, die in §, liegt. Zu der von 
Jie a erzeugten Divisorengruppe 8 = {a},, deren Faktorgruppe die Ord- 


: nung g hat, gehért nach Satz 11 ein zyklischer Kérper Z des Grades g. Ist 
et in Z der Divisora gleich («), so ist @ ein Radikal von Zk. Nach Satz 2 


~ ist [Z5':k >’) =(Z:k]=q. ZS’ gehdrt nach Satz 12 zu einer Unter- 
cn gruppe 3’ von Gzs,x. Ist a’ ein Divisor der Ordnungg von 3’, und 


ist in ZX’ der Divisor a’ gleich («’), so ist a’ ein Radikal von ZS" \k, 
; demnach ist 
be- a’=a'd, dckd’, (0,9) =1. 


Daraus folgt 89.2 = 8’, und da nach Voraussetzung 8,2: = Q; 2’ ist, 





so folgt 3’ =Q, 2°, also g=1; w.z. b. w. 
K. | 6. Die Eindeutigkeit von K. 
ft | a) Der Konstantenkérper von {K, K} ist 2. 
r- | Dann hat auch {X,Z,} den Konstantenkérper 2, nach Satz 11 ist 
n- also Z;C K, also KCK, w.z. b. w. 
T- b) Keine Voraussetzung iiber den Konstantenkérper von {K, K}. 
8, @ Nach Satz 11 enthalt K zu jeder zyklischen Gruppe 3, einen Kérper Z,, 
K = {Z,,..., Z,} ist in K enthalten. 

on 7. Die kleinste G, mit RC G, ist Gey. 

Dies ist, wie beim Beweis von Satz 11 Nr. 4, mit der folgenden Aus- 
aad sage gleichbedeutend: 
“di Fiir jeden k-Primdivisor p ist der Exponent e in der K-Zerlegung 
r p= (By... B)* 
‘fi von p gleich dem Exponenten 2, mit dem p in @, verzweigt ist. 
e- Wenn die Zerlegung von p in Z, 
=] oe p= (Br... By)” 
80 ist, so gilt nach Satz 10 
>’ e == [¢,,...) > 
an Nach Satz 11 ist, wenn die Z, entsprechende Zahl @ mit 2, bezeichnet 

wird, @,=e,;, es geniigt also, 
@=([@,,...,%] 
Mathematische Annalen. 106. 
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zu beweisen. Dies ergibt sich aber unmittelbar daraus, daB @ die kleinste 
Zahl sein muB, so da8 fiir p —}* jedes 6” mit pp" als Potenz von p 
dargestellt werden kann. @ mu8 hiernach das kleinste gemeinsame Viel- 
fache der @, sein. 

Damit ist Satz 13 bewiesen. 

Die Aussagen von Satz 13 sind gewisse Analoga zu den Hauptsitzen 
der Klassenkérpertheorie: 

Nr. 1 ist ein Analogon zum Isomorphiesatz. 


Nr. 3 entspricht dem Hauptidealsatz. Er ist hier zum Ausgangspunkt 
der Uberlegungen gemacht worden. 


Nr. 2 kann als Analogon zum Fiihrer-Diskriminantensatz angesehen 
werden. Nennt man niamlich p einen Fiihrerprimdivisor der zu K gehérigen 
Gruppe &, wenn p in der engsten, & enthaltenden Erweiterungsgruppe G, 
wirklich verzweigt ist — e>1 —. so besagt Nr. 2: Die Fiihrerprimdivi- 
soren von § sind diejenigen, welche in K eine echte Potenz eines Divisors 
werden. 

Aus der Eindeutigkeitsaussage des Satzes 13 erhailt man Analoga zum 
Anordnungs- und Eindeutigkeitssatz und zum Abgrenzungssatz der Klassen- 
kérpertheorie. 


Denn aus 
K'CK folgt CS, Anordnungs- und 
und aus ( ; oP 
R’'CR folgt K’'CK. Eindeutigkeitssatz. 
Ferner gilt: 7 ; 


Wenn K denselben Konstantenkérper wie & hat und nicht Abelsch 
iiber & ist, und wenn § die Gruppe aller Divisoren von Erweiterungs- 
gruppen @, von @, ist, die in K Hauptdivisoren sind, so ist der Grad 
von K/k gréBer als die Ordnung der Gruppe &/9,. 

Beweis. K muB einen gemaS Satz 13 zu & gehérigen Kérper K’ ent- 
halten, der iiber k Abelsch ist. Es ist Ordnung von 8/9, =(K’:k])<[K:k]. 

Die Bedeutung der Aussage 2 von Satz 13, die das Analogon zum 
Diskriminanten-Fiihrersatz ist, soll noch durch die folgende andere Fassung 
hervorgehoben werden: 


Ist L ein Kérper zwischen K und k, dessen Divisorengruppe @, die 
Gruppe & enthialt, so ist Z auch ein Kérper zwischen K und k, in Be- 
ziehung auf den K unverzweigt ist, d. h. dessen Primdivisoren Produkte 
von lauter verschiedenen K-Primdivisoren sind. 

Nach Satz 13,2 kénnen wir diesen Satz in der folgenden Form be- 
weisen: Ist L ein Kérper zwischen K und k, in Beziehung auf den K un- 
verzweigt ist, so ist Gg, CG, und umgekehrt. Fiir jeden Kérper L 
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zwischen K und k bezeichnen wir mit 


aoe (HT B,)° 
die L-Zerlegung des k-Primdivisors p und mit 
¥, ins (®,,)" 
die K-Zerlegung von §§,; daher ist 
a= (1®;)°" 


die K-Zerlegung von p. K unverzweigt in Beziehung auf L heibt: = 1. 
Gx. C Gz heibt: [7 P,; ist ein L-Divisor. Das ist offenbar ebenfalls mit 


E=1 gleichbedeutend, weil . 
IT ¥; . CI B,)” 


ist. Aus dem eben bewiesenen Satze ziehen wir noch die spezielle Folgerung: 

Wenn & Untergruppe von @, ist, so ist K unverzweigt in Beziehung 
auf k und umgekehrt. Die Untergruppen & von G, mit endlicher Faktor- 
gruppe entsprechen also umkehrbar eindeutig den unverzweigten Abelschen 
Kérpern K. 

Zum Schlu8 noch einige allgemeine Bemerkungen. 

Die Zuordnung von & zu K wird umkehrbar eindeutig, wenn der 
Konstantenkérper > algebraisch abgeschlossen ist, oder wenn er auch nur 
keine echte Abelsche Erweiterung mehr zula8t. Denn unter dieser Voraus- 
setzung ist der Konstantenkérper eines Kompositums {K, K} zweier 
Abelscher Kérper K, K stets gleich 5. 

Die Voraussetzung, unter der alle Sitze dieses Abschnittes bewiesen 
worden sind, daB der Grundkérper k die n-ten Einheitswurzeln enthilt, 
wenn Aussagen iiber einen Kérper K n-ten Grades gemacht werden, ist 
fiir die Giiltigkeit dieser Satze auch notwendig. Dies folgt unmittelbar 
daraus, daB die zum Aufbau des zu einer Gruppe & gehérigen Abelschen 
Kérpers verwendeten Radikale, die in jedem Kérper liegen miissen, der 
die Divisoren von § zu Hauptdivisoren macht (denn ein Element ist 
durch seinen Divisor bis auf einen konstanten Faktor bestimmt), nur dann 
Abelsche Elemente sind, wenn die oben genannten Einheitswurzeln in k 
enthalien sind. 


§ 8. 
Ein Satz itiber metezyklische Kérper. 


Satz 14. K sei Abelsch iiber k (mit dem gleichen Konstantenkorper 
wie k und nicht durch c teilbarem Grad), L ein Kérper zwischen k und K, 
kC LOK. Zu K gehort eine Divisorengruppe R® von Gx, und eine 
7* 
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Divisorengruppe 8” von Gz. Es ist 
Q a g” © 1 

Beweis. Nach dem Anordnungs- und Eindeutigkeitssatz ist R” O, ¢ Rg” 

Es ist weiter 
Rg” 91/Oz ~ K™ IK” rn Oz. 

Nach dem Anordnungs- und Eindeutigkeitssatz ist die zu L gehérige Unter- 
gruppe & von @,; in R™ enthalten, 2C R™, ferner ist LC Hz, also 
2 ¢R™/\ Hz. SchlieBlich ist nach dem Anordnungs- und Eindeutigkeits- 
satz R™ > H, CZ, also 2=K™ A Gz, 


R™ Hr/Oz ~ R/V = (KR /H,)/(L/D,) - 


Demnach ist die Ordnung von R® $,/%z gleich dem Grad von K/k, divi- 
diert durch den Grad von L/k, d.h. gleich dem Grad von K/L. Die 
Ordnung von &™)%;, ist ebenfalls gleich dem Grad von K/L. Wegen 
R” OH, R™ folgt also K” H, = RK, w. z. b. w. 

Satz 15. L sei Abelsch iiber k, K Abelsch tiber L, der Konstanten- 
korper des in Beziehung auf k Galoisschen Korpers von K gleich dem 
von k und der Grad von Kik nicht durch c teilbar. Die zu K in Be- 
ziehung auf k konjugierten Korper seien K,,...,K,. Zu L gehort eine 
Untergruppe 2 von Gy,,, zu K; eine Untergruppe R; von Gx, 1. 

Der Isomorphismus, welcher K,auf K; abbildet, fiihrt auch Rin &; tiber. 

Kennzeichnend dafiir, daB K Galoissch iiber k ist, ist die Invarianz 
von & gegeniiber der Galoisschen Gruppe von Lik. In diesem Falle in- 
duziert also die Galoissche Gruppe von L/k eine Automorphismengruppe 
von &/ Dz. 

Wenn Kik Abelsch ist, so sind die einzelnen Restklassen von & nach 
Dz gegentiber der Galoisschen Gruppe von Lik invariant; die induzierte 
Automorphismengruppe hat also die Ordnung 1. Aber umgekehrt folgt 
nicht aus der Invarianz der 9,-Restklassen von R bei den Automorphismen 
von Lik, daB Kik Abelsch ist. 

Beweis. DaB beim Ausiiben desjenigen Automorphismus, welcher K; 
in K;, tiberfiihrt, &, in der behaupteten Weise mitgenommen wird, folgt 
unmittelbar daraus, daB $,/H, die gréBte endliche Untergruppe von 
Gx,,1 és Dx,/ De ist. 

Wenn K/k Galoissch ist, so fallen die K; zusammen, es mu8 also 
K,=...=R,=K sein. Umgekehrt folgt aus &,=—...=R,=—R unter 
Benutzung der Voraussetzung, da8 der Konstantenkérper von { K,,..., K,} 
gleich dem von k ist, daB die {K,,..., K,} zugeordnete Untergruppe von 
Gi x,,...,ns),4 gleich &,-...-R,—K ist, daher fallt {K,,...,K,} mit K 
zusammen. 
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Wenn K/k Abelsch ist, so gehért K zu einer Untergruppe ® von Gx,, 
und nach Satz 14 ist ® =&H,. Daraus folgt, daB die Restklassen von 
& =RKHz nach %, von den Automorphismen von L/k nicht geandert 
werden, denn in jeder von ihnen ist ein Gx, ,-Divisor enthalten. 

Setzen wir umgekehrt voraus, daB die Restklassen von & nach $, von 
den Automorphismen von L/k nicht geaindert werden. Daraus folgt nicht, 
da8 K/k Abelsch ist. Zum Beweis nehmen wir an, daB die Ordnung der 
Gruppe g von K/k eine Primzahlpotenz p“ ist, daB g nicht Abelsch ist, 
und da8 Z zu einem zyklischen Normalteiler ) der Ordnung p mit Abelscher 
Faktorgruppe gehért. Abstrakte Gruppen g mit den verlangten gruppen- 
theoretischen Eigenschaften gibt es (siehe z. B. Speiser, Theorie der Gruppen 
von endlicher Ordnung, § 22 der 1. Aufl). Es gibt auch Kérper K mit 
der Gruppe g. Um dies zu zeigen, verstehe man unter > den Kérper der 
komplexen Zahlen (damit die Voraussetzungen tiber den Konstantenkérper 
von vornherein erfiillt sind), bette g in eine symmetrische Permutations- 
gruppe 8 ein und nehme einen Kérper KX, der die Gruppe 8 in Beziehung 
auf S(z) hat. & sei der zu der Untergruppe g gehdrige Teilkérper von K. 

RiHz hat die Ordnung p. Die Gruppe g/h von L/k induziert eine 
Automorphismengruppe von $/9z. Da die volle Automorphismengruppe 
von §/9;, zyklisch von der Ordnung p—1 ist und g/h die Ordnung p 
hat, so mu8 die induzierte Automorphismengruppe die Ordnung 1 haben. 
Dennoch ist K/k nicht Abelsch. 


§ 9. 
Anwendung auf die algebraischen Funktionen der Funktionentheorie. 


Die Bedeutung der bewiesenen Satze erscheint in einem neuen Lichte, 
wenn wir sie fiir den Sonderfall betrachten, daB der Konstantenkérper 2 
der Kérper der komplexen Zahlen ist, wenn es sich also um algebraische 
Funktionen im funktionentheoretischen Sinne handelt. 

In diesem Falle wird die durch Satz 13 gegebene Zuordnung der 
Kérper K zu den Gruppen & umkehrbar eindeutig, weil es keine alge- 
braischen Erweiterungen des Konstantenkérpers gibt und die Bedingung 
[K:k]==0(modc) inhaltslos wird. 

Wir machen zuniachst die vereinfachende Annahme, da8 k endlichen 
Grad iiber dem Kérper 2(z) der rationalen Funktionen hat. 

k besteht aus allen analytischen Funktionen, die auf einer bestimmten 
geschlossenen Riemannschen Flache %, eindeutig und iiberall rational sind. 
Die Primdivisoren p von k sind den Punkten » von 9, umkehrbar ein- 
deutig zugeordnet, die Maximalordnung k, besteht aus allen Funktionen 
von k, die in p endlich sind, und das Primideal § von k, ist die Gesamt- 
heit aller Funktionen von k, die in p eine Nullstelle haben. 
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Die Flache x eines Erweiterungskérpers K von k ist eine Uberlage- 
rungsfliche von %,. Die Blatterzahl ist gleich dem Grad von K/k, und 
die Art der Uberlagerung spiegelt sich in den algebraischen Eigenschaften 
von K dadurch wider, daB die Punkte P,, ..., P., welche iiber einem 
und demselben Punkte p von %, liegen, gerade denjenigen K-Primdivisoren 
$,,-.-, B, entsprechen, die in der Zerlegung 


p= Bi'-...- By’ 
des zu p gehérigen k-Primdivisors p auftreten; der Exponent e, ist gleich 
der Zahl der im Punkte P; zusammenhingenden Blatter. 

Wenn K/k Galoissch ist, so ist die Galoissche Gruppe von K/k mit 
der Gruppe der Decktransformationen von %x/%; isomorph”). 

Wir sagen von einer Flache %,x,, daB sie in der Flache x, enthalten 
sei, wenn K, in K, enthalten ist, und nennen die zu {K,, K,} gehdérige 
Flache das Kompositum der Flachen §x, und %x,. Diese Begriffe ,,Ent- 
haltensein einer Fliche in einer anderen“ und ,,Kompositum zweier 
Flachen“ lassen sich jedoch auch rein geometrisch definieren*). 

Das Kompositum von zwei iiber {§, Abelschen Flichen ist wieder eine 
Abelsche Fliche; und wenn x, und %x, unverzweigt sind, so ist es auch 
ihr Kompositum. 

Weyl hat bewiesen, daS das Kompositum aller iiber %, Abelschen 
Flachen die Oberlagerungsflache der Integralfunktionen ist '*). 

Aus dem Satz 13 des §7 folgt also, daB es zu jedem Divisor eines 
Kérpers k, von dem eine endliche Potenz Hauptdivisor ist, eine auf der 
Uberlagerungs{ldche der Integralfunktionen von k eindeutige algebraische 
Funktion gibt, die diesen Divisor darstellt. Dies ist fiir diese speziellen 
Divisoren eine Verscharfung der Tatsache, daB es stets transzendente Funk- 
tionen auf dieser Uberlagerungsfliche gibt, die einen gegebenen Divisor der 
Ordnung Null darstellen. 


*) H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Fliche. 
) H. Weyl, Strenge Begriindung der Charakteristikentheorie auf zweiseitigen 
Flachen, Jahresber. d. Deutsch. Math. Vereinig. 25 (1917), S. 265—278, auch im An- 
hang zur zweiten Auflage der ,Idee der Riemannschen Fliche“. 
11) H. Weyl in der unter *°) zitierten Arbeit, S. 273 —274. 


(Eingegangen am 28. 5. 1931.) 








Je 














Zur Theorie der Idealklassen in algebraischen 
Funktionenkérpern. 


Von 


Max Deuring in Géttingen. 


In der Theorie der algebraischen Zahlen beweist man die Endlichkeit 
der Klassenzahl mittels eines Satzes von Minkowski: 


In jeder Idealklasse eines Zahlkérpers mit der Diskriminante d gibt 
es ein ganzes Ideal, dessen Norm nicht groBer als |ya| ist. 

Die Grundlagen der arithmetischen Theorie der algebraischen Funk- 
tionen sind dieselben wie die der Theorie der algebraischen Zahlen'). Fiir 
die algebraischen Funktionen gilt der Satz von der Endlichkeit der Klassen- 
zahl im allgemeinen zwar nicht, es gibt aber ein Analogon zum Satze von 
Minkowski. Um dieses Analogon aufstellen zu kénnen, sind einige Be- 
merkungen ndtig. 

Es sei = ein Kérper, z eine Unbestimmte und & eine endliche alge- 
braische Erweiterung erster Art des Kérpers 2(z), dessen Elemente, soweit 
sie nicht algebraisch von 2 abhingen, algebratsche Funktionen von z heiBen. 
Wir kénnen annehmen, daB alle iiber S algebraischen Elemente von k schon 
in 2 liegen. 

Die Theorie dieser allgemeinen algebraischen Funktionen l48t sich auf 
arithmetischer Grundlage so weit entwickeln, wie dies fiir die algebraischen 
Funktionen der Funktionentheorie ohne Heranziehung analytischer Hilfs- 


1) Hierfir vergleiche man: Dedekind-Weber, Theorie der algebraischen Funk- 
tionen einer Veranderlichen, Journ. f. d. r. u. a. Math. 92 (1882), S. 181—290; auch 
R. Dedekind, Gesammelte Werke I, 8S. 238—349, ferner F. K. Schmidt, Analytische 
Zahlentheorie in Kérpern der Charakteristik p, Math. Ztachr. 88 (1931), 8S. 1—32; 
M. Deuring, Zur arithmetischen Theorie der algebraischen Funktionen, Math. Annalen, 
106 (1932), S. 77—102. 
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mittel méglich ist”). Der Riemann-Rochsche Satz l48t sich demnach auch 
fiir allgemeine algebraische Funktionen beweisen®*). 

Das k-Element «¢ hei®t eine ganze algebraische Funktion von z, wenn 
es eine Gleichung 


a” + faa (z)e"~* +...+ f(z) = 0 


mit Polynomen f,(z) aus >(z) gibt. Die ganzen algebraischen Funktionen 
von z aus & bilden einen Ring o, dessen Ideale eindeutig als Potenz- 
produkte von Primidealen darstellbar sind, die Ideale von o bilden dem- 
nach eine Abelsche Gruppe §. Die Hauptideale (¢) von o bilden eine 
Untergruppe 9 von §; die Faktorgruppe $/ ist die Gruppe der Ideal- 
klassen von 0. Die Norm eines Ideals a von o ist das Produkt aller 
Ideale, die aus a durch die Isomorphismen von k hervorgehen; dies Pro- 
dukt ist erst im Galoisschen Kérper von & definiert. Die Norm von a ist 
ein Hauptideal, das von einem Element aus >(z) erzeugt wird: N(a) = (f(z)). 
Den Grad von f(z) (Grad des Zahlers, vermindert um den Grad des Nenners) 
nennen wir auch den Grad von N(a). Es ist N(a)N(b) = N(ab), also 
Grad N (a) +- Grad N(6) = Grad N(ab). 

Durch Einfiihrung der Divisoren wird die Ausnahmestellung von z 
beseitigt. Hierfiir sei auf die unter *) zitierten Arbeiten verwiesen. Wir 
brauchen aus der Divisorentheorie den Begriff der Verzweigungszahl w von 
k in Beziehung auf >(z), den man in der Arbeit von F. K. Schmidt in 


§ 4 auseinandergesetzt findet. Nehmen wir an, daB der Primdivisor ( ) von 





























(z) keinen k-Primdivisor mehr als einmal enthilt, so kann die Ver- 
zweigungszabl w definiert werden als der Grad der Diskriminante von o 
in Beziehung auf den Polynomring =[z]. Diese Diskriminante ist das 
mittels einer Basis 6,, ..., 6, von o in Beziehung auf >([z] gebildete Polynom 


6” ...8 |? | 8(d,6,)... 8(4,4,) 
d(z)=| : Te oe : 
ni S(d,6,)... 8(4,4,) 


6°” bedeuten die n Konjugierten von 5, S(6) die Spur von 6. 


Wenn die Voraussetzung tiber (J ) nicht erfiillt ist, so sind auch die 


Primteiler von (; ) in bestimmter Weise zu beriicksichtigen. 


2) In der Arbeit von Dedekind und Weber ist die arithmetische Theorie fiir die 
algebraischen Funktionen im Sinne der Funktionentheorie ausgefiihrt. Fir die allge- 
meine Theorie vergleiche man F. K. Schmidt und M. Deuring. 

*) Fir den Beweis des Riemann-Rochschen Satzes sei auf die Arbeit von 
F. K. Schmidt verwiesen, in der dieser Beweis so allgemein gefiihrt wird, daB er auch 
fir beliebige Koeffizientenkérper gilt. 









Idealklassen in algebraischen Funktionenkérpern. 105 
























Das Analogon zum Minkowskischen Satze heiBt nun: 


In jeder Idealklasse A von o gibt es ein ganzes Ideal a, dessen Norm 
” ; einen die halbe Verzweigungszahl iw nicht tibersteigenden Grad hat. 

Beweis. Wir bilden in S(z) den Ring q aller Elemente, die sich als 
ie Quotienten i zweier Polynome von 2’ = mit nicht durch 2’ teilbaren 
:- Nennern g(z’) schreiben lassen; © sei der Ring aller k-Elemente, die ganz 
.- in Beziehung auf q sind. Ist « irgend ein k-Element, so wird fiir geniigend 
e groBes ganzes —e das Element «z° zu © gehéren. Das gréBte e mit dieser 
|. Eigenschaft heiBt der Zxponent von e. Fiir Elemente ¢ von o ist Expe < 0, 
- es ist Exped>Expe+Expd. Konjugierte Elemente haben gleiche 
a Exponenten. Fiir eine rationale Funktion f(z) ist Exp f(z) = — Grad f(z). 
t Es ist also Expe < — | Grad N(e). 
; Die Basis 5,,...,4, eines o-Ideals a (ganz oder gebrochen) in Be- 
) ziehung auf >(z) heiBt eine Normalbasis, wenn die 6, médglichst hohe 
“ Exponenten haben, d. h. wenn fiir jede Basis 4;,..., 6, von a bei passender 
Numerierung Exp 4; > Exp 4; gilt Man beweist nun‘): 

Jedes 0-Ideal a hat eine Normalbasis 5,,...,6,, und es gilt 


“"~ »-»& AN 


4a) — 3 Expd,— }w + Grad N(a). 


i=1 


_ 


Dieser Satz ist ein Haupthilfsmittel beim Beweis des Satzes von 
Riemann - Roch. 

Es sei nun a ein ganzes Ideal. Dann ist fiir die Elemente der 
Normalbasis —Expd,;>0. Fiir den kleinsten der Exponenten — Exp d; 
folgt also 


(2) Min (— Exp 3,) < + (jw + Grad N(a)). 


n 


"eae @ 


Es gibt also in jedem ganzen o-Ideal a ein Element ¢ mit 


(3) 0< —Expe<+(5w + Grad W(a)). 


al 


a’ sei ein Ideal der Klasse, die zu der gegebenen Klasse Y%{ reziprok 
ist, e ein Element von a’ mit der Eigenschaft (3) und aa’=(e). a ist 
dann ein ganzes Ideal der Klasse U%. Fiir dies Ideal gilt 


Grad N (a) = Grad Ne — Grad Na’ < —nExpe — Grad Na’ <5. 
Damit ist der Satz bewiesen. 


*) In der Arbeit von F. K. Schmidt, § 6, Satz 8. 
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Hat = endlich viele Elemente (Galoisfeld), so gibt es nur endlich 
viele Polynome, deren Grad héchstens }w ist und auch nur endliche viele 
Teiler a dieser Polynome. Daraus folgt die Endlichkeit der Idealklassen- 
zahl von o bei endlichem Konstantenkérper. 


Wendet man (1) an auf die Ordnung 0, so ergibt sich, da 
Grad N(o)= Grad(1)=0 ist, und héchstens ein Element der Basis 


6,,..-,6, den Exponenten Null haben kann — die o-Elemente « mit 
Exp+ = 0 sind konstant — 
(4) w > 2(n—1). 


(Anders ausgedriickt: Das Geschlecht des Kérpers ist nicht negativ.) Hier- 
aus folgt nach der Definition der Verzweigungszahl, daB es fiir n> 1 
mindestens zwei Primdivisoren von X(z) gibt, die in k verzweigt sind, 
d.h. mindestens einen k-Primdivisor im Quadrat enthalten. Das ist ein 
Analogon zu dem Satze von Minkowski, dafB die Diskriminante keines 
algebraischen Zahlkorpers vom Grade n >1 den Betrag 1 hat. Die untere 
Schranke 2(n— 1) wird bei jedem Grad n von den Kérpern dieses Grades 
erreicht, die das Geschlecht Null haben. Z. B. ist — bei beliebigem Kon- 


1 


stantenkérper > mit nicht in n aufgehender Charakteristik — k = = 5 2") 
ein solcher K6rper. : 


(Eingegangen am 18. 7. 1931.) 











Zur Zerlegung unendlicher Gruppen. 


Von ‘ 


Alexander Kurosch in Moskau. 


1. Uber unendliche Gruppen wissen wir wenig; fast alles, was wir 
wissen, ist mit dem Begriffe der Zerlegung der Gruppen in direkte Produkte 
verbunden. Das Ziel dieser Untersuchungen ist hauptsichlich der Beweis 
von folgendem, fiir einige Klassen von Gruppen geltenden, 


Zerlegungssatz. Wenn zwei Zerlegungen der Gruppe G in direkte 
Produkte mit einer endlichen Anzahl unzerlegbarer Faktoren gegeben sind, 
so haben beide Zerlegungen die gleiche Anzahl Faktoren, die Faktoren sind 
paarweise zentral isomorph und in jeder Zerlegung kann jeder Faktor 
durch einen zentral isomorphen der anderen Zerlegung ersetzt werden. 

Urspriinglich haben diesen Satz Remak und O. Schmidt fiir jede 
endliche Gruppe bewiesen. Darauf hat Priifer den Beweis fiir einige Klassen 
von primaren Abelschen Gruppen gegeben. Krull’) hat verallgemeinerte 
endliche Abelsche Gruppen, d.h. Abelsche Gruppen mit endlichen Unter- 
und Obergruppenketten, definiert und den Zerlegungssatz fiir solche Gruppen 
bewiesen. O.Schmidt*) hat den Beweis des Zerlegungssatzes fiir jede Gruppe 
mit endlichen Unter- und Obergruppenketten erbracht. Uberdies ist in 
Speisers Buche*) der Zerlegungssatz fiir jede Gruppe ohne Zentrum bewiesen. 

Die Zusammenstellung der beiden letzten Resultate legt die Vermutung 
nahe, daS der Zerlegungssatz fiir jede abstrakte Gruppe giiltig ist. Der 
Beweis dieser Vermutung (oder ihre Widerlegung) hatte eine grobe Trag- 
weite fiir die Gruppentheorie, aber er scheint nicht leicht zu sein. Da 


1, Krull, ,Uber verallgemeinerte endliche Abelsche Gruppen“, Math. Zeitschr. 28 
(1925), S. 161—196. Aus meinem Satze I folgt, daB seine Verallgemeinerung nur in 
der Einfiihrung von Operatoren liegt, welche wir jetzt auBerhalb unseres Gesichts- 
feldes lassen. 

*) O. Schmidt, ,Uber unendliche Gruppen mit endlicher Kette“, Math. Zeitschr. 29 
(1928), 8. 34—41. Der Beweis meines Satzes III ist der nur etwas verinderte Beweis 
des Schmidtschen Satzes. 

) Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung* (Berlin 1923), 8. 87. 
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eine willkiirliche Gruppe nicht als direktes Produkt von einer endlichen 
Anzahl unzerlegbarer Faktoren dargestellt werden kann, so ist notwendig, 
entweder das direkte Produkt von unendlich vielen Faktoren zu definieren 
oder den Zerlegungssatz in passender Weise abzuindern. Es ist iiberdies 
méglich, daB es zerlegbare Gruppen ohne unzerlegbare direkte Faktoren gibt. 

In der vorliegenden Arbeit gebe ich keine Lésung des obengenannten 
Fundamentalproblems, wohl aber den Beweis des Zerlegungssatzes fiir 
einige allgemeine Klassen von Gruppen, und zwar: 

1. fiir allgemeine (kommutative oder nicht-kommutative) Gruppen mit 
endlichen Untergruppenketten (ohne die Endlichkeit der Obergruppenketten 
vorauszusetzen ), 


2. fiir Gruppen mit unzerlegbarem Zentrum, 
3. fiir freie Abelsche Gruppen mit vollstandigen Rationalitatssystemen. 


2. Die Gruppe G@ ist das direkte Produkt ihrer Untergruppen H,, H,, 
G = H, H,, wenn H, und H, teilerfremd sind, h,h, = h,h, fiir alle Ele- 
mente h; aus H, und jedes Element g aus G das Produkt von Elementen 
aus H, und H, ist, g=h,h,. Das eindeutig bestimmte Element h, ist 
die Komponente von g in H,. Wenn F eine Untergruppe von @G ist, so 
bilden die Komponenten von siamtlichen Elementen von F in H, eine 
Untergruppe — die Komponente von F in H,. 

Zwei Untergruppen F,, F, von @ heiBen zentral isomorph, F, ~ F,, 
wenn sie isomorph sind, F, ~ F,, und wenn, sobald bei diesem Iso- 
morphismus /, und f, einander zugeordnet und /, = /f,c ist, ¢ immer zum 
Zentrum von G@ gehért. 

Ich gebe ohne Beweis die folgenden gebriuchlichen Hilfssitze: 

Hilfssatz 1. Ist G= H, F, =H, F,, so ist F, ~ F,. 

Hilfssatz 2. Sind g, und g, vertauschbare Elemente von G, so sind 
ibre Komponenten in jedem direkten Faktor auch untereinander vertauschbar. 

Hilfssatz 3. Ist G = H, H, und enthilt eine invariante Untergruppe F 
von @ die Gruppe H,, so ist F = H, H;, wo H: den Durchschnitt von F 
und H, bedeutet. 

Hilfssatz 4. Ist G = H, H,, ist die invariante Untergruppe F von G 
mit H, teilerfremd und H; die Komponente von F in H,, so ist F ~ H;. 

Hilfssatz 5. Das Zentrum eines direkten Produktes ist das direkte 
Produkt der Zentren der Faktoren. 


3. Ich betrachte in diesem und dem folgenden Paragraphen die Gruppen 
mit endlichen Untergruppenketten, d.h. die Gruppen, die keine unendliche 
Folge von Untergruppen G, = G, G,,..., G enthalten, so daB jedes CG, 
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eine echte invariante Untergruppe von G,_, ist. Jede Gruppe mit end- 
lichen Untergruppenketten wird entweder unzerlegbar sein oder in eine 
endliche Anzahl von Faktoren zerlegt werden kénnen. 


Satz I. Jede unzerlegbare Abelsche Gruppe G mit endlichen Unier- 
gruppenketten ist entweder zyklisch von Primzahlpotenzordnung oder quasi- 
zyklisch*). 

Unter einer quasizyklischen Gruppe verstehen wir eine unendliche Abelsche 
Gruppe G, die eine solche Folge von Elementen a, = 1, a,,...,4 enthilt, 


meet 


daB af =a,_,°) und jedes Element von @ eine Potenz von einem a, ist. 

Beweis. Infolge der Endlichkeit der Ketten haben alle Elemente 
von G eine endliche Ordnung. Infolge der Unzerlegbarkeit sind die Ordnungen 
der Elemente Potenzen einer einzigen Primzahl p. 

Wenn die Ordnungen der Elemente unbegrenzt sind, so bilden wir 
eine Elementenfolge, beginnend mit a, = 1. Es seien fiir jedes i < k (k eine 
beliebige ganze Zahl) die Elemente a, von G@ bereits so ausgewahit, daB 
a} =a;_, ist und es fiir jedes n in G ein Element b, gibt, da bo” = a 
ist. Dann bestimmen wir auf folgende Weise das Element a,,,. Es sei H 
die Untergruppe aller Elemente, deren p-te Potenzen zur zyklischen 
Gruppe {a,} gehéren; H, sei diejenige Untergruppe von H, deren Elemente 
p'-te Potenzen irgendwelcher Elemente von @ sind. Da die Untergruppen 
H,>H,>...H,>... nicht zunehmen und die Untergruppenketten endlich 
sind, so gibt es ein solches n, dab H,,, =H, fiir jedes s ist. H, enthalt 
das Element b2;,, da (b2",)” =a, und by:,—(bay1)” ist. Wir setzen 
jetzt by’; = ay41; in der Tat, es ist af,;— a, und a,,,CH,,, fiir jedes a, 
also gibt es fiir a,,, die b, entsprechenden Elemente 6,. Wir erhalten 
die unendliche Elementenfolge a, =1,a,,@,,... mit ay = G__1. 

Wenn die Ordnungen von Elementen begrenzt waren, so erhielten wir 
eine endliche Elementenfolge, indem wir ein beliebiges Element a von 
maximaler Ordnung p™ genommen und a; = a?"~‘ fiir 1 < m gesetzt hatten. 

Es sei G, die Untergruppe aller Elemente aus G, deren Ordnungen p* 
nicht iibertrefien (k = 1, 2,...). Wir wahlen aus der Menge G, — {a,} +1 
eine in dieser Menge maximale Untergruppe F,: ist 1 keine maximale 
Untergruppe, so gibt es eine Untergruppe H,>H,=1 usw.; fiir eine 
Limeszahl « nehmen wir H, 7 >» 4H, an. Ist F,_, schon gewahlt, so wablen 

<< 


wir aus der Menge G, — {a,}-+-1 eine maximale Untergruppe F,; dabei 
fangen wir unser transfinites Verfahren mit F,_, an. 

*) Dieser Satz folgt aus dem Satze in § 10 von Priifers ,Untersuchungen iiber 
die Zerlegbarkeit der abzihlbaren prim&éren Abelschen Gruppen“, Math. Zeitschr. 17 
(1923), 8. 35—61. Ich gebe hier einen anderen Beweis. 

5) p eine Primzahl. 
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Es sei c ein Element p-ter Ordnung, das zu F, nicht gehért; dann 
gibt o eine solche natiirliche Zahl / und ein solches Element f, < F,, 
“d c f, at mit at +1 ner? somit (1, p) = 1) ist, also: c'=at f,’; ist 

=1(modp), so ist c=a}*f,*. Hieraus folgt, dab G, das direkte 
ena von den Untergruppen {a,} und FP, ist. 

Es sei bereits bewiesen worden, daB G, = {a,} F, ist; ¢ ist jetzt ein 


Element von der Ordnung p**?. Nach Voraussetzung ist c” = aj" f, mit 


f,C F,. In e= (af3” 7 ‘(eap.i™ ) gehért der erste Faktor zu {a,,,}; 
wenn der zweite m F,,, gehdrt, so ist c das Produkt D ie einem 
Element aus {a, , ,} und einem Element aus F, , ,. Wenn aber c a." ¢ Pris, 
so gibt es ein solches / und ein solches ‘Element naa  Fuasr C08 
(capes)! fess = fs. +1; hier ist (1, p) —1.*) Wenn 1é = 1 (mod p**”), 
so ist c = aj§, az" —# fex1, 4. h. ¢ ist wieder das Produkt von einem Element 
aus {a,,,} und einem Element aus F,,,. 

Wir erhalten fiir jedes k: G,={a,} F,. Sind S{a,}=—K, S F,= F, 

E E 

so sind die Gruppen K, F teilerfremd und G= KF. Infolge der Un- 
zerlegbarkeit von G: F=1 und G= K. 

Satz Il. Fiir eine Abelsche Gruppe G mit endlichen Untergruppen- 
ketten gilt der Zerlegungssatz. 

Beweis. Es seien G =H, H,...H,—F, F,... F, zwei Zerlegungen 
von G@ in direkte Produkte von unzerlegbaren Faktoren. Nach Satz I 
wird der Faktor H, mit einer endlichen oder unendlichen Elementen- 
folge 1,a,,@,,..., WO @, =@Gpy-1, definiert. Jedes a,—fy-f, ... i) ist 
mit fic F;. Die Komponente von fy in A, ist, us : mindestens ein A” 
hat die Ordnung p”, also hat das cntapeochende «” auch dieselbe Ordnung; 
dann hat f,’; =(f,")” die Ordnung p"~*, und dieselbe Ordnung hat seine 
Komponente hy’, = (hy’)” in H,. Somit kann miihelos in einem F, eine 
Elementenfolge 1, f;”, fe’, ... desselben Ordnungstypus, wie solche in H,, 
ausgewahlt werden; (f,’)” = fa”; und die Komponente jedes /," in H, hat 
die Ordnung p”. Diese Elementenfolge definiert eine zu H, isomorphe 
Untergruppe F;* von F;. Jedes von der 1 verschiedene Element von F,* 
hat die von der 1 verschiedene Komponente i in 2 , also ist F,* mit H, ... H, 
teilerfremd und G = F, F,... F,= F; H, . .*) Infolge der Unaee- 
barkeit von F,: F,” = F;. Der Reitie Med a der ersten Zerlegung 


eines nach dem andern bringt unseren Beweis zum SchluB. 








*) Da af, , =a, 80 ist (ca?,;™ )? =f; ist jetzt 1=qp, so ist 


(capi) fees = PE fess = 4h 41> 
also aj, , = 1. 
*) Da die Gruppe mit endlichen Untergruppenketten mit keiner ihrer (invarianten) 
Untergruppen isomorph ist. 
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4. Satz Ill. Fiir jede Gruppe G mit endlichen Untergruppenketten 
gilt der Zerlegungssatz. 

Beweis. Wir konstruieren fiir G die Untergruppenmenge 32, die aus 
simtlichen invarianten Untergruppen von G, deren invarianten Unter- 
gruppen usw. besteht. Wir wollen annehmen, daB die zu I gehérende 
Einheitsuntergruppe den Index 1 hat. Es seien zu jeder Ordnungszahl « 
(a< B, B eine Ordnungszahl) die Elemente von Yt mit dem Index « 
gewahlt worden; diese Elemente bilden die Teilmenge Mt, von Mt. Die- 
jenigen Gruppen von I — =, M,, welche in dieser Menge keine echten 

«< 


invarianten Untergruppen haben (es gibt solche infolge der Endlichkeit 
der Ketten), erhalten den Index f. Jede Gruppe von I hat jetzt einen 
gewissen Index; wenn F,, F, zu I gehéren und F, eine echte invariante 
Untergruppe von F, ist, so ist der Index von F, kleiner als der von F,. 
Es ist klar, daB G dadurch den maximalen Index enthiilt. 

Wir nehmen an, da$ G@ nicht-kommutativ ist und daB fiir alle Gruppen 
von 9% auBer G unser Satz schon bewiesen ist, da diese Gruppen kleineren 
Index haben. Es seien G = H,H,...H, =F, F,... F, zwei Zerlegungen 
von @ in direkte Produkte von unzerlegbaren Faktoren. Die Komponente 
von H, in F, ist eine Gruppe F/; dann ist G*= Fi Fy... F/ = H,H 
mit Hc H, ...H,. Wenn auch nur fiir ein ¢ F; eine echte invariante 
Untergruppe von F, ist, so gilt bereits der Satz fiir G*, also muB H, 
z. B. durch einen unzerlegbaren Faktor F;’ von Fj (F;’/~H, in G*) 
ersetzbar sein. Somit ist F;" mit H teilerfremd, also hat jedes von der 
Einheit verschiedene Element aus F,’ die von der Einheit verschiedene 
Komponente in H,, also ist F;’ mit H,...H, auch teilerfremd. Nach 
Hilfssatz 2 ist jedes Element von F,’ mit jedem Elemente von H,... H, 
vertauschbar, und somit ist G=F, F,... F,= F,' H,... H,.*) Daraus 
ergibt sich, infolge der Unzerlegbarkeit von F,, daB Fi’ = F,, also 
H,...H, ~ F,...F,. Der Satz gilt bereits fiir die Gruppe H,... H, = He ... Hy 
(H; ~ F;), also ist k=l und H; ~ Hi ~ F; (i = 2,3,...,k). Dab H, ~ F, 
nicht nur in G*, sondern auch in G gilt, kann miihelos bewiesen werden. 

Wenn aber die Komponente von H, in jedem F; mit diesem F, 
iibereinstimmt, erhalten wir nach Hilfssatz 2, daB jeder von den Faktoren 
H,,..., H, kommutativ ist, also ist H, ein einziger nicht-kommutativer 
Faktor der ersten Zerlegung. Die entsprechende Betrachtung fiir H, bringt 
uns gewiB zum ersten Fall, also erhalten wir wieder die Invarianz des 
Zerlegungstypus; F, wird der einzige nicht-kommutative Faktor der zweiten 
Zerlegung sein. Der aufcinanderfolgende Ersatz der kommutativen Faktoren 
von der zweiten Zerlegung gibt uns G=F,F,... F, =F, H, F,... F, 


*) Vgl. FuBnote ”). 
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= F, H,H, F,...F,=... = FH, H,...H,, also kann H, in der ersten 
Zerlegung durch F, ersetzt werden. 

Es wire interessant, den Beweis des Zerlegungssatzes fiir jede Gruppe mit 
endlichen Obergruppenketten zu suchen; dieser Satz gilt fiir Abelsche Gruppen. 


5. Ich werde jetzt zeigen, daB beim Beweise des Zerlegungssatzes fiir 
eine willkiirliche Gruppe ihre direkten Faktoren ohne Zentrum weggelassen 
werden kénnen, und zwar gilt der 

Satz IV. Wenn G=H,H,...H, eine Zerlegung von G in direktes 
Produkt von unzerlegbaren Faktoren ist und H, ohne Zentrum ist, so gibt 
es in jeder anderen Zerlegung G=F,F,... F, in direktes Produkt von 
unzerlegbaren Faktoren einen Faktor F,, der zu H, zentral isomorph ist 
und diesen ersetzen kann, und H,... H, = F,... F,. 


Beweis. Es sei H; die Komponente von F; in H,. Hi und Hj sind 
bei « +  teilerfremd, da jedes ihnen gemeinsame Element zum Zentrum 
gehért; jedes Element von H; ist mit jedem Elemente von Hj vertauschbar. 
Somit erhalten wir die Zerlegung von H, in direktes Produkt, H, = H; H; ... Hi, 
was nur dann méglich sei, wenn z. B. Hj = H, und H; =1 bei i +1, 
also F,... F,C H,...H,. Nach Hilfssatz 3, wenn D der Durchschnitt 
von F, und H, ... H, ist,so H,... H, = DF, ... F,, also ist G = H, H,... H, 
=H, DF, ... F,= F, F,... F,, also, nach Hilfssatz 1, F, ~ H,D. Wegen 
der Unzerlegbarkeit von F,: D=1, F,~H, und H,...H,= F,... F,. 

Folgerung 1. (Der Speisersche Satz.) Der Zerlegungssatz gilt fiir 
jede Gruppe ohne Zentrum. 

Folgerung 2. Der Zerlegungssatz gilt fiir jede Gruppe mit unzerleg- 
barem Zentrum. 

Es ist méglich, daB der Zerlegungssatz fiir jede Gruppe @ gilt, wenn 
er fiir das Zentrum von @ gilt. 


6. Ich betrachte endlich eine sehr enge, aber wichtige Klasse von 
freien Abelschen Gruppen’); sie enthalt z. B. die additiven Gruppen von 
allen reellen, allen algebraischen und allen rationalen Zahlen. 

Es sei a ein von 1 verschiedenes Element der freien Abelschen 
Gruppe G. Ein Element b gehért zum Rationalitdtssystem von a, wenn 
es solche ganze Zahlen k,! +0 gibt, daB a*‘—b'. Da G die freie Gruppe 
ist, so gibt es nur ein solches b fiir gegebene a,k,1, also ist die Be- 


zeichnung b = ai rechtmaBig. Die Menge aller von 1 verschiedenen Ele- 


*) G ist die /reie Abelsche Gruppe, wenn 1 ihr einziges Element von endlicher 
Ordnung ist. 
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mente von G verteilt sich in elementenfremde Teilmengen, die mit Einschlu8 
der Einheit unzerlegbare Untergruppen — die Rationalitdtssysteme — bilden. 

Die freie Abelsche Gruppe @ soll Gruppe mit vollstandigen Rationalitats- 
systemen heiBen, wenn es in G fiir jedes Element a +1 und jede k,1 +0 


das Element al gibt. 

Es sei G die Gruppe mit vollstandigen Rationalitatssystemen, H eine 
Untergruppe, die mit jedem ihrer Elemente auch das ganze Rationalitits- 
system von diesem enthilt, H, ein mit H teilerfremdes Rationalitatssystem. 
Dann enthalt HH, mit jedem seiner Elemente das ganze Rationalitdtssystem 
von diesem. In der Tat, wenn aC HH,, also a=hh,, hCH, h, CH, 80 

> 2 * . k 
(h' hi )'=h* hf =a", also a' =h' hj. 

Wir beweisen jetzt den Zerlegungssatz in abgeschwichter Form: 

Satz V. Ist die frete Abelsche Gruppe G mit vollstandigen Rationalitats- 
systemen selbst kein Rationalitdtssystem, so ist sie zerlegbar; die Ratio- 
nalitatssysteme und nur diese sind thre unzerlegbaren direkten Faktoren. 

Beweis. R sei ein willkiirliches Rationalitaitssystem von G@. In der 
Menge t= G—R-+1 wihlen wir ein Rationalitatssystem aus; diese 
Untergruppe soll K, heiBen. Wenn die zunehmenden Untergruppen K, zu 


jedem «</ schon gewahlt sind, so wahlen wir in Pt— SK,-+1 ein 
a<f 


solches Rationalititssystem R’ aus, daB K, = R’ SK, mit R teilerfremd, 
a<f 


also eine Teilmenge von I ist. Somit erhalten wir in Wt mu _ einer 
Ordnungszahl y eine maximale Gruppe K (K=K, oder K= SK,, 


a<y 


wenn y eine Limeszahl ist), und nach dem oben Gesagten ist G = RK. 


Es sei umgekehrt G=G,G,, wo G, der unzerlegbare Faktor ist, 

& 
Wenn g, CG, und g' =gig: ist mit gC G; und k, 1 +0, so ist gi =gi'g:', 
k 


also gj =1, d. h. g' CG. Infolge der Unzerlegbarkeit von G, ist diese 
das Rationalitatssystem. 

Wahrscheinlich wird dieser Satz den Beweis des Zerlegungssatzes fiir 
jede freie Abelsche Gruppe erleichtern. 


VII. —TX. 1930. 


(Eingegangen am 25. 2. 1931.) 
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Uber einen Zerlegungssatz in der Theorie der abstrakten 
Verkniipfungen. 


Von 


Fritz Klein in Wuppertal-Barmen. 


Einleitung. 


Zwei Aussagen kénnen disjunktiv und konjunktiv miteinander ver- 
bunden werden; zwei Mengen bestimmen eine Vereinigung und einen Durch- 
schnitt; zwei reelle Zahlen haben ein Maximum und ein Minimum; zwei 
positive ganze Zahlen besitzen ein kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches 
und einen gréBten gemeinschaftlichen Teiler. Diese Tatsachen weisen auf 
eine gemeinsame Wurzel hin. Der Aufdeckung derselben dient eine ab- 
strakte Menge, fiir die u. a. folgendes gilt: Die Elemente lassen zwei Ver- 
kniipfungen zu, deren jede kommutativ und assoziativ ist und die distri- 
butiv miteinander verbunden sind; anders wie bei der gewdhnlichen Ad- 
dition und Multiplikation sind dagegen nicht die inversen Verkniipfungen 
vorhanden. 

In zwei Arbeiten') habe ich einige aus dieser Begrifisbildung ent- 
springende, Fragen zu beantworten versucht und insbesondere den Zu- 
sammenhang mit dem eratosthenischen Siebverfahren beleuchtet. Die zu 
diesem Zweck entwickelte Theorie der abstrakten Verkniipfungen, eine 
Theorie, die alle Zweige der Mathematik angeht*), wird in der vorliegenden 
Untersuchung fortgebildet. Im Zusammenhang damit wird gezeigt, daB 


1) Einige distributive Systeme in Mathematik und Logik, Jahresber. d. Deutschen 
Math. Ver. 38 (1929), 8S. 35—40; Zur Theorie der abstrakten Verkniipfungen, Math. 
Annalen 105 (1931), 8S. 308—323. (Im folgenden mit A.V. zitiert.) 

*) Vgl. K. Menger, Bemerkungen zu Grundlagenfragen. IV, Axiomatik der end- 
lichen Mengen und der elementargeometrischen Verkniipfungsbeziehungen, Jahresber. 
d. Deutschen Math. Ver. 37 (1928), S. 309ff. In dieser Arbeit, die andere Ziele ver- 
folgt und die ich erst nachtriglich kennen gelernt habe, findet ein dem unsrigen ver- 
wandtes- Axiomensystem Verwendung. 
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sich unter noch naher anzugebenden Voraussetzungen jedes Element der 
eben skizzierten Menge als Verkniipfungsergebnis gewisser einfacher Elemente 
darstellen 148t. Der Kreis der Mengen, fiir die dieser Zerlegungssatz in 
Kraft ist, ist verhaltnismaBig groB; ein Sonderfall ist beispielsweise der 
Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie, wonach jede von 1 verschiedene 
natiirliche Zahl eindeutig in Primzahlpotenzen aufgespalten werden kann. 

Zur Vereinfachung der Ausdrucksweise werde die aus den Aussagen 
a,,...,@, disjunktiv bzw. konjunktiv gebildete Aussage mit D(a,,..., @,) 
bzw. &(a,,...,a@,), die Vereinigung bzw. der Durchschnitt der Mengen 
a,,.--,@, mit V(a,,...,a@,) baw. D(a,,...,@,), das Maximum bzw. Minimum 
der reellen Zahlen a,,...,a, mit max(a,,...,@,) bzw. min (a,,...,@,) 
und schlieBlich das kleinste gemeinschaftliche Vielfache bzw. der gréBte ge- 
meinschaftliche Teiler der positiven ganzen Zahlen a,,...,a, mit v(a,,...,@,) 
baw. t(a,,...,@,) bezeichnet. 

Noch einige Bemerkungen allgemeiner Natur iiber zwei- und drei- 
gliedrige Beziehungen. 


1. Gleichheit und Ungleichheit*). DaB a gleich 6 bzw. a ungleich b, 
d. h. a@ verschieden von b ist, werde durch a = b bzw. a + b ausgedriickt. 

Axiome: I,1. Aus a= b und b=c folgt a=c. 

1,2. In bezug auf zwei beliebige*) Elemente a und 6 gilt genau eine 
der Beziehungen a = b und a+b. 

1,3. Fiir jedes Element a gilt a= a. 

1,4. Aus a= b folgt b= a. 

2. Beziehung zwischen Teil und Ganzem. Daf 6 Teil von a ist, 
werde durch a > b ausgedriickt. 

Axiome: II,1. Aus a> b und b> c folgt a>c. 

11,2. Aus a> b, b> a folgt a= b und umgekehrt. 

3. Lineare Ordnung. DaS b vor a ist, werde durch a>b aus- 
gedriickt. 

Axiome: III,1. Aus a> 6 und b> c folgt a>c. 

III,2. In bezug auf zwei beliebige Elemente a und 0 gilt genau eine 


der Beziehungen 
a>b, a=b, b>a. 


%) Die Gleichheitsbeziehung ist insofern bevorzugt behandelt, als sie bei der 
Beschreibung der iibrigen Beziehungen vorausgesetzt wird. Vgl. auch G. Hessenberg, 
Grundbegriffe der Mengenlehre (1906), Abh. d. Friesschen Schule 1, 8. 489ff. Dort 
wird das Verhiltnis zur Identitét herangezogen. 

*) Ist von ,beliebigen* Elementen die Rede, so kénnen sich die Elementsymbole 
sowohl auf dasselbe als auch auf verschiedene Elemente beziehen. 

g* 
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4. Allgemeine Verkniipfungseigenschaften. Das Ergebnis der 
Verkniipfung der Elemente a und 6 einer Menge M werde mit ao b be- 
zeichnet. Da® das Verkniipfungsergebnis wieder der Menge M angehért, 
werde durch 
(1) aob=c 
ausgedriickt; auf Grund der Eigenschaften der Gleichheitsbeziehung ist 
damit ¢ eindeutig bestimmt. Bereich der Verkniipfung o heiBe die Menge 
der geordneten Paare (a,b), die gem&8 (1) ein Element c bestimmen. 

Axiome: IV,1. Aus a=a’ folgt aob=a’ob. 

IV,2. Aus b= b’ folgt aob=aobd’. 

Anmerkung. Im Fall der Kommutativitét von o zieht eines dieser 
Axiome das andere nach sich. 

Zwei Verkniipfungen \/ und /\ sind identisch, wenn sie in ihren Be- 
reichen iibereinstimmen und fiir jedes Paar (a,b) des gemeinsamen Be- 
reiches a\/ b= a7 b gilt. 


§ 1. 
Die erste Axiomengruppe. 
Die folgenden Erérterungen setzen als Grundgegebenheit eine Menge M 
voraus, deren Elemente a, b, ... erstens einer Gleichheitsbeziehung und 
zweitens zweier Verkniipfungen fahig sind. Ein System von zehn bzw. elf 


Axiomen regelt das Verhalten der Verkniipfungen. Die ersten fiinf Axiome 
lauten: 


I, Sind a und b zwei beliebige Elemente, so gibt es ein Element c, 
so daB gilt 
avb=c, 
und ein Element d, so daB gilt 
af/vb=d. 
II. Fiir zwei beliebige Elemente a und 6 gilt 
avb=bva, anb=bna. 
III. Fiir drei beliebige Elemente a, 6b und ¢ gilt 
(avb)ve=av(bve), (anb)ne=an(brnec). 
IV. Aus a\/ b =a folgt a-\b = 56; aus av. b=a folgt av b= b. 
V. Fir jedes Element a gilt ava=a. 


Wegen IV folgt aus V: Fiir jedes a gilt a, a =a; die Verkniipfungen 
v und /\ sind also hinsichtlich der durch I bis V postulierten Eigen- 
schaften vollstindig dual aufgebaut; insbesondere charakterisiert I den Be- 
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reich der Verkniipfungen, kennzeichnen II und III dieselben als kommu- 
tativ und assoziativ, stellt IV einen Zusammenhang zwischen denselben 
her, wahrend V iiber das Verhalten der Verkniipfungen in einem besonderen 
Fall Auskunft gibt. Hinsichtlich der Unabhangigkeit der Axiome werde 
auf A.V. § 2 verwiesen; ergiinzend werde folgendes bemerkt. Es sei M 
die Reihe der natiirlichen Zahlen ausschlieBlich 1 und einschlieBlich 0. 
Unter a / b werde die gewéhnliche Summe und unter a/\ b das gewodhn- 
liche Produkt von a und b verstanden. Dann sind die Axiome I bis IV 
erfiillt®); V ist dagegen im allgemeinen nicht in Kraft. 

Erklarung. Eine den Axiomen I bis V geniigende Menge heife 
Verband, eine dem Axiom I geniigende Untermenge eines Verbandes Unter- 
verband. Nach der Anzahl der Elemente unterscheiden wir endliche und 
unendliche Verbande. 

Die weitere Untersuchung stiitzt sich auf einige Begriffe, die in An- 
lehnung an andere Zweige der Mathematik, besonders der Zahlentheorie, 
gebildet sind. 

Es kann vorkommen, daB von den n Elementen 


(2) er, (n=>1), 
fiir die gilt 
a,V...Va.—a, 

kein Element unterdriickt werden kann, ohne daB sich das Verkniipfungs- 
ergebnis andert. In diesem Fall heiSe das System (2) einfach in bezug 
auf die Verkniipfung . Durch Reduktion kann jedes System (2) in ein 
einfaches iibergefiihrt werden, ohne da8 im allgemeinen das letztere ein- 
deutig bestimmt ist. In bezug auf die Verkniipfung /\ gilt entsprechendes. 
Nunmehr kann das Ziel der vorliegenden Arbeit dahin angegeben werden, 
daB in bezug auf die Verkniipfung die Méglichkeit einfacher Systeme 
untersucht werden soll. 

An zweiter Stelle fiihren wir zwei zweigliedrige Beziehungen ein, die 
einmal an sich von Interesse sind, sodann aber auch manche Ergebnisse 
kiirzer darzustellen gestatten. 

Erklarung. Die Gleichung av b =a sei mit a> b, die Gleichung 
a/\b=a mit a <b gleichbedeutend. 

Die Beziehung > geniigt den Axiomen II,1 und II, 2; ferner kommen 
ihr die in den nachstehenden Saétzen ausgesprochenen Eigenschaften zu. 

Satz 1. Sind a und b zwei beliebige Elemente, so gibt es ein Element c, 
namlich c=a\/ b, so daB gilt c>a und c>b; es findet also stets 
stata b>a undavb>b. 


5) Es gilt sogar das distributive Gesetz (Axiom V1 bzw. Satz 7). 
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Satz 2. Aus a,>b, und a>}, folgt a,\/ a,>b, / b,; insbesundere 
folgt aus a> b und a>c stets a>bW c. 

Entsprechende Sitze gelten fiir < und 7\. Den Zusammenhang 
zwischen > und < stellen die folgenden Siatze her. 


Satz 3. Aus a>b folgt b<a und umgekehrt.*) 
Satz 4. Fiir dret beliebige Elemente a, b und c gilt 
(av b)A(ave)n(bVe)>(andb)V(ane) UY (be). 
Beweis. Es werde gesetzt 
z=(avVb)n(ave)n(bvVe); 


wegen 
axavb, axave b<bv ce 


findet nach dem dualen Gegenstiick zu Satz 2 statt 


a/\b<z 
und entsprechend 
afhe<2z, bnec<z2, 


also nach Satz 2 die Behauptung. 
Satz 5. Fiir drei beliebige Elemente a, b und c gilt’) 
(av b)nc>(ance)v (bs Cc). 
Beweis. Es ist axa b, d.h. a=avr\(a\ b) und somit 


anc=ancn(avbjne, 
also 
(avb)Ac>mane. 
Ebenso gilt 
(avb)nAc>dbarne, 


woraus sich nach Satz 2 die Behauptung ergibt. 
Satz 5’. Fiir drei beliebige Elemente a, b und c gilt 
(anb)\Vve<(ave)n(bV ec). 
Satz 6. Fiir drei beliebige Elemente a, b und c gilt 
(ave)A(bVe)>(avb)jne. 
Beweis. Es ist stets x. yz>z>y/\z, also 
(ar\b)\Ve>(avb) ne; 
nach Satz 5’ folgt daraus die Behauptung. 
*) Infolgedessen kommt man grundsitzlich mit einer der beiden Beziehungen 
> und <‘aus. Findet a> b statt, so heiBe a Oberelement von b und b Unterelement von a. 


*) Dieser Satz spricht einen Teil des distributiven Gesetzes aus, worauf in § 3 
néher eingegangen wird. 
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Die in der Einleitung erwihnten Tatsachen veranlassen die Bildung 
folgender Verbande*). 


Die Elemente von M seien Aussagen; mit a und 6 gehére auch D(a, b) 
und §&(a,b) der Menge an. a\/b bzw. a7\b bedeute D(a,b) bzw. 
(a,b). Dieser Verband werde mit M, bezeichnet. 


Die Elemente von M seien endliche oder unendliche Mengen in end- 
licher oder unendlicher Anzahl; auch die Nullmenge kann als Element auf- 
treten. Die Menge M sei ferner so beschaffen, daB sie mit a und b auch 
D(a,b), dagegen nicht notwendigerweise V (a,b) als Element enthalt. Statt- 
dessen sei mit a und b stets mindestens ein Element in M vorhanden, so 
daB a und b Teilmengen dieses Elements sind. Der Durchschnitt aller 
Elemente von M, deren jedes sowohl a als auch 6 als Teilmenge enthiilt, 
heiBe relative Vereinigung von a und 6} und werde mit V,(a,b) bezeichnet. 
Nunmehr werde a\/b bzw. a7\b als V,(a,b) bzw. D(a,b) gedeutet. 
Dann sind die Axiome I—V erfiillt, und a>b besagt, daB 5b Teilmenge 
von a ist, wobei unentschieden bleibt, ob es sich um eine eigentliche 
oder uneigentliche Teilmenge handelt. Bezeichnung: M,. Eine spezielle M, 
— Bezeichnung: M, — ergibt sich, wenn M mit a und 6 auch die ab- 
solute Vereinigung V(a,b) als Element aufweist. Mengen vom Typus M, 
liefert die Algebra; so kénnen die Elemente einer M, Moduln und Ideale, 
Ringe, Integritatsbereiche und Kérper sein; ohne Schwierigkeiten lassen 
sich die mengentheoretischen Grundlagen dieser algebraischen Bereiche 
in die Sprache der hier dargelegten Theorie iibertragen’). Eine Menge 
vom Typus M, ist der Ausgangspunkt einer bekannten Arbeit von 
R. Dedekind”). 


Die Elemente von M seien reelle Zahlen. a\/ b bzw. a ~ b bedeute 
max (a,b) bzw. min(a,b). Hier besagt a> 6, daB a nicht kleiner als } 
ist. Bezeichnung: M,. 

Die Elemente von M seien positive ganze Zahlen; mit a und 5 ge- 
hére auch v(a,b) und t(a,b) der Menge an. a\/ b bzw. a7 b bedeute 
v(a,b) bzw. t(a,b). Hier besagt a>, daB b Teiler von a ist, wobei 
wiederum unentschieden bleibt, ob es sich um einen echten Teiler handelt 
oder nicht. Bezeichnung: ¥,. 


8) Vgl. A.V. § 2. 

*) Reiches Material fir solche Ubertragungen enthalt z. B. P. Bachmann, Allge- 
meine Arithmetik der Zahlenkérper (1905), S. 7ff., 49ff., 160ff. (Bachmann bezeichnet 
die relative Vereinigung der Kérper a und b mit a-b, die relative Vereinigung der 
Moduln und Ideale a und b mit a+b.) 

20) Was sind und was sollen die Zahlen? 3. Aufl. (1911), 8. 1-5. Die 20 Satze 
des §1 bei Dedekind lassen sich ebenfalls leicht in die Sprache unserer Theorie 
iibersetzen. : 
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§ 2. 


Die zweite Axiomengruppe. 






























Auf Grund der Axiome I bis V ist keine Verkniipfung vor der andern, 
ebenso kein Element vor einem andern ausgezeichnet; ein Verband er- 
scheint gewissermaBen als eine Masse gleichartiger Individuen, deren keines 
einer besonderen Leistung fahig ist. Ebenfalls reichen die bisherigen Axiome 
nicht zur Feststeliung eines unterschiedlichen Verhaltens endlicher und un- 
endlicher Verbinde aus. Erst von neuen Gesichtspunkten aus ragen einzelne 
Elemente hervor, macht sich die Verschiedenheit der Verkniipfungen und 
die Endlichkeit oder Unendlichkeit der Elementeanzah! wirksam geltend. 
Die so gekennzeichnete Weiterentwicklung des Verbandsbegriffes soll nun- 
mehr in Angriff genommen werden. Das geschieht in der Weise, daB der 
Verbandsbegriff durch Axiome eingeengt wird, die die Dualitat der Ver- 
kniipfungen und Homogenitét der Elemente mehr oder weniger aufheben. 
Diese Axiome lauten: 


VI. Fiir drei beliebige Elemente a, b und c gilt 
(arnve)V(bAc)>(avb)nce. 
VI’. Fiir drei beliebige Elemente a, b und c gilt 
(ave)n(bVe)<(anb) ve. 
VIL. Es gibt em Element e, so daB fiir jedes a gilt a>e. 
VII’. Es gibt ein Element /, so daB fiir jedes a gilt a</f. 
VIII. In bezug auf jedes a gibt es nur endlich viele Elemente b, so 
daB gilt a>b. 
VIII’. In bezug auf jedes a gibt es nur endlich viele Elemente b, so 
daB gilt a<b. 
Hinsichtlich der Abhdngigkeit und Vertrdglichkeit der Axiome ist 
folgendes zu bemerken: 
1. Axiom VI ist unabhangig von I bis V; wir geben dafiir zwei Beispiele **). 
a) Es liege eine M, mit den Elementen a, b, c, d und e 
(+) vor. Die Elemente seien Punktmengen, und zwar seien a, b 
und ¢ Teilmengen von d und zu je zweien elementfremd; 
(©)/ ¢ sei die Nullmenge (vgl. Fig. 1). Dann gilt wegen 
é (3) (av b)nAc=e, 
Fig. 1. (anc) (bAc)=e 
zwar Satz 5, wie es auch nicht anders sein kann, aber nicht VI. 





**) Auf das zweite Beispiel hat mich Herr H. Hasse aufmerksam gemacht. 
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8) Es bedeute P(d) den durch 6 erzeugten algebraischen Zahlkérper: 


. 


es seien & 
gesetzt 


a=P(Vé), b=P(¥n), c=P(VEn), e=P(1); 


schlieBlich sei d der engste a und b umfassende Kérper. Dann kénnen 
a, b, c, d und e als Elemente einer M, aufgefaBt werden, und es gelten 
wiederum die Relationen (3). 

Daf VI andrerseits mit I bis V vertriglich ist, zeigt eine beliebige 
M;. Dariiber hinaus ist iibrigens fiir jede M; auch das duale Gegenstiick VI’ 
in Kraft. 


2. Die als eine M, aufgefaBte unendliche Folge 


und » quadratfreie natiirliche Zahlen; es sei § +7. Es werde 


/ \ : 
(<5) (» =1,2,...) 
erfillt VII und VIII, aber nicht VII’ und VIII’; e-Element ist 4. Fiir die 


y+ 1\ 


als eine M, aufgefaBte Folge (—} liegen die Verhiltnisse umgekehrt. 





Es seien c, und c, feste reelle Zahlen; es sei c,<c, im Sinne der 
Arithmetik. Die als Verbinde vom Typus M, aufgefaBten Mengen aller 
reellen Zahlen r, fiir die der Reihe nach gilt 


(4) GSrse, 
(5) ¢é.ar<eq, 
(6) é.<rsg, 
(7) 6,.<r<e,, 


verhalten sich einerseits gleichartig, als in keinem Fall VIII und VIII’ er- 
fiillt werden; sie verhalten sich andrerseits verschieden gegeniiber VII und 
VII’. Fiir (4) gelten VII und VII’; fiir (5) gilt VII, aber nicht VII’; 
fiir (6) gilt VII’, aber nicht VII; fiir (7) gilt weder VII noch VII’. Da- 
bei ist in den ersten beiden Fallen e das kleinste, im ersten und dritten 
Fall f das gréBte Element. 

Jeder endliche Verband befriedigt sowohl VII und VII’ als auch VIII 
und VIII’, und zwar findet statt 


€e=4,/\...Na, f=aV...V4,, 


wenn der Verband aus den verschiedenen Elementen a,,..., a, besteht. 
Umgekehrt ist ein Verband endlich, wenn VII und VIII’ bzw. VII’ und 
VIII in Kraft sind. 

Zusammenfassend stellen wir fest, daB VII und VII’ voneinander un- 
abhingig sind, ebenso VIII und VIII’, daB ferner VIII und VIII’ nicht 
aus VII und VII’ folgen. 
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§ 3. 


Tragweite einzelner Axiome. 


Wir lassen in diesem Paragraphen die Axiome der zweiten Gruppe 
einzeln auf einen Verband einwirken, wobei es geniigt, die ungestrichenen 
Axiome zu beriicksichtigen. 

1. M sei ein Verband; er unterliege dem Axiom VI. Dann ist wegen 
Satz 5 auch das distributive Gesetz in Geltung: 


Satz 7. Fir drei beliebige Elemente a, b und c gilt 
(av b)Anc=(ane)v (bNC). 


Die beiden Bestandteile dieses Gesetzes, nimlich Satz 5 und Axiom VI, 
haben also in logischer Hinsicht verschiedenes Gewicht, insofern der erste 
Bestandteil beweisbar, dagegen der zweite unbeweisbar ist. Diese Auf- 
spaltung des distributiven Gesetzes zeigt sich auch bei anderen Axiomen- 
systemen*”). 

2. M sei ein Verband; er unterliege dem Axiom VII. Letzteres kann 
auch so ausgesprochen werden: Es gibt ein Element e, so daB fiir jedes 
a gilt a\,e=a. Das durch VII gekennzeichnete Element heiBe auage- 
zeichnetes Element oder Hinhettselement. Man sieht sofort, daB dasselbe 
eindeutig bestimmt ist, daB es ferner jeder Gleichung a /\ z = x geniigt 
und daB aus a\/ b =e die Ubereinstimmung von a und b mit e folgt*®). 


Erklarung. Hat das Gleichungssystem 
avVvze=a, bv«=b 


nur die sicher vorhandene Lisung z =e, d.h. ist e das einzige Element, 
das zugleich Unterelement von a und 6 ist, so heiBe a fremd zu b und 
b fremd zu a. 

Ersichtlich ist e zu jedem Element fremd. Ob es iiberhaupt ein nicht 
triviales Paar zueinander fremder Elemente gibt, d. h. ein Paar zuein- 
ander fremder Elemente, die beide von e verschieden sind, bleibt vorlaufig 
dahingestellt. 

Satz 8. Sind a und b fremd zueinander, so gilt a/\b=e und um- 
gekehrt. 


#) Vgl. z. B. G. Wernick, Die Unabhangigkeit des zweiten distributiven Gesetzes 
von den iibrigen Axiomen der Logistik, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 161 
(1929), S. 123 ff. 

1%) Unterliegt M auGer VII auch VII’; so ist dann und nur dann e=/, wenn 
M aus einem einzigen Element besteht. Ferner beachte man, daB es nach VII zu 
jedem a mindestens ein 6 gibt, aimlich b=a\/e, so daB a =b gilt; dann folgt aber 
das Gleichheitsaxiom I, 3 aus I,1 und I, 4; iibrigens leistet V dasselbe. 
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Beweis. a und 6b seien fremd zueinander. Es sei a7y\b=c. Dann 
gilt nach dem zu Satz 1 dualen Satz 


a>c, b>e, 


also 
c=e. 
Es sei a/\b=e. Waren a und b nicht fremd zueinander, so wire 
ein c vorhanden, so daB gilt 
a>c, b>c, c+e. 
Nach dem zu Satz 2 dualen Satz folgt daraus 
a/\b>c, 
also 
e>c, e=C. 

Anmerkung. Ist der Verband eine M,, deren Elemente Kérper bzw. 
Integritatsbereiche sind, so ist das ausgezeichnete Element unter dem Namen 
Primkérper bzw. Primintegritatsbereich bekannt**). 

8. M sei ein Verband; er unterliege dem Axiom VIII. Letzteres kann 
auch so ausgesprochen werden: Es gibt nur endlich viele Elemente x und y, 
die der Gleichung z V y =a geniigen. 

Satz 9. Ist a>b und a+b, so hat b weniger Unterelemente als a. 

Beweis. Jedes Unterelement von 0} ist auch Unterelement von a, 
umgekehrt ist aber a nicht Unterelement von b. 


§ 4. 
Primelemente und Ergainzungen. 


Wir lassen in diesem Paragraphen die Axiome der zweiten Gruppe 
paarweise auf einen Verband einwirken. 

1. M sei ein Verband; er unterliege den Axiomen VII und VIII. Aus 
Satz 9 folgen zwei weitere Sitze: 

Satz 10. Ist a+e und ay\b=e, 80 hat b weniger Unterelemente 
als av b. 

Beweis. Nach Satz 1 gilt av b> 5b; wire a\vb=b, dann finde 
gegen die Voraussetzung a /\ b =a statt. 


4) Vgl. E. Steinitz, Algebraische Theorie der Kérper, Journ. f. d. reine u. angew. 
Math. 187 (1910), S. 180, oder Neuausgabe von R. Baer und H. Hasse (1930), 8. 16. 
Im Rahmen unserer Darstellung wirde die Bezeichnung ausgezeichneter Kérper oder 
Einheitskérper bzw. Integritatsbereich an Stelle von Primkérper bzw. Primintegritiate- 
bereich angemessener sein, da wir mit der Bezeichnung Primelement einen andern 
Sinn verbinden. Primkérper in unserm Sinn sind beispielsweise die in § 2,1 dieser 
Arbeit betrachteten quadratischen Kérper. 











124 F. Klein. 





Satz 11. Ist a+e, so gibt es mindestens ein von e verschiedenes 
Unterelement p von a, das genau zwei Unterelemente aufweist, nadmlich 
e und p. 

Beweis*®). Es sei p ein von e verschiedenes Unterelement von a; 
die Anzahl der Unterelemente von p sei ein Minimum. Hitte p mehr als 
zwei Unterelemente, so giibe es ein von e und p verschiedenes Unterelement 
von p, das Unterelement von a wiire und nach Satz 9 weniger Unter- 
elemente als p hatte. 


Erklairung. Hat fiir a +e die Gleichung x \/ ya nur die sicher 
vorhandene Lésung x =e, y=a baw. r=a,y=e, d.h. besitzt a nur 
die Unterelemente e und a, so heibe a Primelement. 

Der Satz 11 besagt nun, daB jedes von e verschiedene a mindestens 
ein Primelement als Unterelement hat. 

Notwendig und hinreichend fiir die Existenz eines nicht trivialen Paares 
von zueinander fremden Elementen ist das Vorhandensein von wenigstens 
zwei Primelementen. Es gibt Verbainde mit nur einem als auch mit mehreren 
Primelementen. So ist in jeder endlichen M,, deren Elemente der GréBe 
nach geordnet sind, das auf das kleinste, d. h. auf das ausgezeichnete Element 
unmittelbar folgende, das einzige Primelement. Andererseits sind in der aus 
den Zahlen 1, 5, 4 und 12 bestehenden M,, wobei 1 das ausgezeichnete 
Element ist, 3 und 4 Primelemente, die infolgedessen ein nicht triviales 
Paar zueinander fremder Elemente bilden. 

Der Begriff des Primelements, der dem der Primzahl entspricht, reicht 
noch nicht zur Herleitung des angekiindigten Zerlegungssatzes aus; dazu ist 
ein weiterer Begriff erforderlich, der dem der Primzahlpotenz entspricht. 
Seine Erkldrung lautet: Ist in der Menge aller Unterelemente von a genau 
ein Primelement vorhanden — dasselbe sei mit p bezeichnet —, so heiBe a 
Primdrelement iiber p. Offenbar ist jedes Primelement zugleich Primir- 
element. 

Satz 12. Hs sei a+e; a habe auBer dem ausgezeichneten Element 
genau n verschiedene Unterelemente a,,...,a,. Lapt sich die Bezeichnung 
so wahlen, dap gilt 


é=a4,<4,<...<a4,—4, 
so tst a, Primelement und a Primdrelement iiber a,. 


Eine hinreichende Bedingung dafiir, daB ein Element Primirelement 
ist, besteht also darin, daB sich die Unterelemente linear ordnen lassen**); 


*) Vgl. den Beweis fiir die Existenz eines Primideals z. B. bei E. Landau, Ein- 
fihrung in die elementare und analytische Theorie der algebraischen Zahlen und der 
Ideale (1918), 8. 24. 
®) Vgl. Einl. 3. 
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der Nachweis, daB diese Bedingung auch notwendig ist, laBt sich unter 
alleiniger Verwendung der bisherigen Axiome nicht erbringen*’). 

Satz 13. Ist a Primdrelement tiber p, a>b und b +e, dann ist 
auch b Primdrelement iiber p. 

Folgerung. «) Ist a Primarelement iiber p und b> >p, dann ist 
auch a7 \b Primarelement iiber p. 

8) Ist a Primirelement iiber p und b ein beliebiges Element, dann 
gilt entweder a /\ b =e, oder a *\ b ist Primarelement iiber p. 


y) Ist p Primelement und 6 ein beliebiges Element, so gilt entweder 
p\b=e oder b>p. 


Satz 14. Primdrelemente tiber verschiedenen Primelementen sind fremd 
zueinander; zwet zuetnander fremde Primdrelemente gehdoren zu verschiedenen 
Primelementen. 


2. M sei ein Verband; er unterliege den Axiomen VI und VII. 
Satz 15. Awsarv\c=e und b/\c=e folgt (ab) Ac=e. 
Satz 16. Ist a\/ b Oberelement von c und ist c zu einem der Ele- 
mente a und b fremd, etwa zu a, so ist c Unterelement von b. 
Beweis. Aus dem ersten Teil der Voraussetzung folgt 
e=(avb)ne=(ane)U (bc). 
Daraus ergibt sich unter Beriicksichtigung des zweiten Teils der Voraus- 
setzung die Behauptung. 
Satz 17. Das Gleichungssystem 
(8) a=bv2r, e=bnz 
hat héchstens eine Lésung. 
Beweis. Es seien zwei Lésungen x und y vorhanden, so daB also 


neben (8) gilt 
a=bvy, e=brny. 


Dann folgt nach den Satzen 1 und 16 
byz>y, «>y. 
Aus Symmetriegriinden findet y > 2 statt. 
Erklarung. Gilt 
(9) a=bvc, e=0dbNc, 


so heibe 6 Ergdnzung von c in a bzw. c Erganzung von 6 in a. 


Nach Satz 17 ist die Erginzung von b in a eindeutig bestimmt, wenn 
sie iiberhaupt vorhanden ist. Damit diese Begrifisbildung nicht unfruchtbar 


17) Vgl. § 6, 2. 
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bleibt, ist erforderlich, daB sie fiir a + b und a +c méglich ist, die gegen- 
seitigen Erginzungen 6 und c also ein nicht triviales Paar zueinander fremder 
Elemente bilden**). 

Satz 18. Hs seien die Elemente 
(10) G,, --358 (n > 1) 
alle von e verschieden und zu je zweien fremd. Dann bildet (10) ein ein- 
faches System in bezug auf die Verkniipfung V. 


un 


Beweis. Ware (10) nicht einfach in bezug auf V, so kénnte ein 
Element, etwa a,, unterdriickt werden, und es finde statt 
@,V...VG,_,VG,=4,V...YG,_;, 
d. h. 


G,V...VG,_, > G,; 


also nach Satz 16 
@,V...VUG@,_.>4,, 
also schlieBlich 
a, > 4,, 
gegen die Voraussetzung. 
§ 5. 
Der erste Teil des Zerlegungssatzes. 

Wir lassen in diesem Paragraphen die Axiome der zweiten Gruppe 
zu dreien auf einen Verband einwirken. 

1. M sei ein Verband; er unterliege den Axiomen VI, VI’ und VII. 

Satz 19. Ist b, Ergdnzwng von c, in a und b, Ergadnzung von c, 
in a, so ist b,\/ b, Ergdnzung von c,/\c, in a und b,7\ b, Ergdnzung 
von C,\/C, tn a. 

Beweis. Nach Satz 7 gilt 

(b, VY by) A (€, A eg) = (6, Ne, Ne.) Y (bg A 6, Ae) 
=(er¢,) UV (ere,) =e. 
Nach dem zu Satz 7 dualen Satz gilt 
(bY b) UY (4. Ve.) = (6, BU C,) AN (bY be) 
=(aVb,)A(avub,)—a. 
2. M sei ein Verband; er unterliege den Axiomen VI, VII und VIII. 


Satz 20. Sind a und b Primdrelemente iiber p, dann ist auch a b 
Primdrelement iiber p. 


**) In einem Verband mit Primelementen gibt es selbstverstindlich stets Ele- 
mente a, die sich in nicht trivialer Weise gemé8 (9) aufspalten lassen; im all- 
gemeinen trifft das aber nicht fiir jedes a zu. 
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Beweis. Ware a\/b nicht Primirelement iiber p, so giibe es ein 
von p verschiedenes Primelement g, so daB gilt a\./b> gq. Da q fremd 
zu a ist, folgt nach Satz 16, daB g Unterelement von 5 ist, was gegen die 
Voraussetzung verstoBt. 

Satz 21. Ist c Primdrelement iiber p, gilt ar\b=e und a b>e, 
so ist c Unterelement von genau einem der Elemente a und b. 

Beweis. Nach Satz 13 (Folgerung f) sind a und ¢ entweder fremd 
zueinander oder haben p als gemeinsames Unterelement. Dasselbe gilt in 
bezug auf b und c. So ergeben sich hinsichtlich des Verhaltens von ¢ zu 
a und b vier Méglichkeiten, von denen aber die folgenden ausscheiden: 
Wegen Satz 15 kann c nicht zugleich fremd zu a und 6 sein; ferner kann 
auch p nicht gemeinsames Unterelement von a, 6 und ¢ sein. c mu also 
zu genau einem der Elemente a und b fremd und in Ubereinstimmung 
mit Satz 16 Unterelement des andern sein. 

Satz 21 ist die Quelle der folgenden, deren letzter einen wesentlichen 
Bestandteil des angezeigten Zerlegungssatzes ausspricht. 

Satz 22. Ist b Primdrelement iiber p, sind die Elemente 
(11) Gay «029 G, (n >1) 
zu je zweien fremd und gilt 

a,V...Vva,>b), 


so ist b Unterelement von genau einem der Elemente (11). 


Satz 23. Hes seien b,,..., b,, Primdrelemente tiber nicht notwendiger- 
weise verschiedenen Primelementen. Es seien die Elemente (11) zu je zweien 
fremd. Gilt dann 


a,V...Va,>5),vy...U b,, 
so tst jedes b Unterelement von einem der Elemente (11). 
Satz 24 (erster Teil des Zerlegungssatzes). Hs seien p,,..., 2, - 
verschiedene Primelemente; es sei a, Primdrelement tiber p, fiir 4=1,..., l. 
Es seien q,,++-;Q_, verschiedene Primelemente; es set b, Primdrelement 
tiber q, fiir w=1,...,m. Gilt dann 
a,V...Va=by...U Bb, 


8o stimmt die Gesamtheit der a, mit der Gesamtheit der b, tiberein; d. h. 
die Darstellung 

(12) a=4,\...V a, 

des Elements a, wobei die a, Primdrelemente tiber verschiedenen Prim- 


elementen sind, ist, abgesehen von der Anordnung der Elemente a,, ein- 
deutig, wenn sie tiberhaupt mdglich ist. 











§ 6. 
Der zweite Teil des Zerlegungssatzes. 

1. Nicht alle Verbande, die den Axiomen VI, VII und VIII unter- 
liegen, gestatten jedem ihrer Elemente eine Darstellung von der Form (12), 
sondern nur diejenigen, die dem folgenden Axiom oder einer gleichwertigen 
Bedingung geniigen. 

IX. Wenn a +e und a kein Primirelement ist, so gibt es zwei von a 
verschiedene Elemente b und c, so dab gilt a= bec. 

DaB IX unabhdngig von allen vorhergehenden Axiomen ist, zeigt das 

y nachstehende Beispiel (vgl. Fig. 2). «, 8’, 8” und y seien ver- 


fh | schiedene Punkte. M habe zu Elementen die Punktmengen 
\ } ye , , ” a? of > ae 4 
VW (a), (, 6’), («, B”)s (a, 8’ A”), (a, 8’ B", 7): 
wie P Dann kann M als eine M; aufgefaBt werden, die auBerdem 
ig. 2. 


die Axiome VI bis VIII erfillt. Dabei ist (a) ausgezeich- 


netes Element, wahrend (a, 8’) und («,”) Primelemente sind. M ver- 
stéBt aber gegen IX, denn fiir das Element 


a= (@, B’, B", Y), 
das von e verschieden und kein Primarelement ist, gibt es keine Darstellung 
a=bwvec mit a+b und a+c. 

Satz 25 (zweiter Teil des Zerlegungssatzes). Ist M ein den un- 
gestrichenen Axiomen VI bis IX unterliegender Verband, so laBt sich jedes 
von e verschiedene Element a in der Form (12) darstellen, wobei die a, 
zueinander fremde Primdrelemente sind. 

Der leicht zu erbringende Nachweis, der in der Hauptsache auf IX und 
Satz 20 beruht, werde iibergangen. Die Verbindung der Siatze 24 und 25 
ergibt den Zerlegungssatz: 

Satz 26. Jedes von e verschiedene Element lapt sich kanonisch dar- 
stellen, d.h. gemaB (12) eindeutig in Primdrelemente aufspalten. 

2. Das Axiom IX reicht noch nicht zur vollstandigen Aufzihlung der 
Unterelemente eines Elements aus. Das liegt daran, daB der Begriff des 
Primarelements noch zu groBen Umfang hat. Wir engen ihn durch ein 
weiteres Axiom ein: 

X. Sind a und b verschiedene Primirelemente iiber demselben Prim- 
element p, so gilt entweder a>b oder b> a. 

Dieses Axiom, von dem also der Zerlegungssatz unabhiingig ist, stellt 
die Umkehrung von Satz 12 dar. Fiir ein Primarelement a iiber p ist 
nunmehr charakteristisch, daB sich die Unterelemente linear ordnen lassen. 
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etwa in der Form 


op <pP?<...<p™, 


( (mn) 


wobei p> =e, p™ =p und p™ =a ist. 
Die Unabhangigkeit des neuen Axioms von allen vorhergehenden ergibt 
sich folgendermaBen (vgl. Fig.3). «, 8, y’ und y” seien verschiedene Punkte. 


habe zu El ten die Punkt ; ye 
M ha , zu Elemen e —— Ys ra y 

(a), (a, B), (a, B, y’), (a, B, 7”), (a, B,y’, 9”). ~ 
Dann kann M als eine M, aufgefaBt werden, die auBer- 4 


dem die Axiome VI bis VIII erfiillt**). Dabei ist («) 
ausgezeichnetes Element, wiahrend («, 8) das einzige Prim- 
element ist und die iibrigen Elemente Primiarelemente sind. M verstoBt 
aber gegen X, denn es gilt weder 
(a, B, y’) > (a, B, y”) 

noch die umgekehrte Beziehung. 

Satz 27 (Umkehrung von IX). Wenn a Primdrelement iiber p ist, 
so gibt es niemals zwei von a verschiedene Elemente b und c, so daf gilt 
a=bve. 


Fig. 3. 


Beweis. Es sei a Primarelement und a=b\Wc. Da Bb und c eben- 
falls Primarelemente iiber p sind, gilt nach X entweder b>c oder c>b 
oder beides. Findet z.B. b>c statt, so folgt a= b, also nicht a+b. 


Satz 28. Ist M ein den ungestrichenen Axiomen VI bis X unter- 
liegender Verband und besitzt ein von e verschiedenes Element a die 
kanonische Darstellung 


(13) a= py... pe (n>0;46,>0), 

wobei die Primelemente p,”, ..., p,” verschieden sind, so durchlduft der 

Ausdruck 

(14) pu... Bee 

die Gesamtheit der Unterelemente von a, wenn jedes e, seine Rethe 0,1, ..., 5, 

durchléuft. Die Anzahl aller Unterelemente von a ist somit I (6,+ 1). 
Der einfache Beweis werde itibergangen. yo 


§ 7. 
Sternverbinde. 


Erklarung. Ein den ungestrichenen Axiomen VI bis X geniigender 
Verband heiBe Sternverband. Nach der Anzahl der Elemente unterscheiden 
wir endliche und unendliche Sternverbinde. 


%*) Axiom IX enthilt keine Aussage itiber Primirelemente. 
Mathematische Annalen. 106. 9 
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Die Gesamtheit der Unterelemente eines Elementes mit der kanonischen 
Darstellung (13) kann folgendermaSen geometrisch veranschaulicht werden. 
Von einem Punkt P, gehen n Strahlen aus, die irgendwie numeriert seien 
(vgl. Fig. 4, wo n =3 gewahlt ist). Auf dem »-ten Strahl nehmen wir in 

wachsender Entfernung von P, die 5, Punkte 
a HB! 7 
7 


~¥ Fe. ..., 1” 

@ 
15” an**). Dem ausgezeichneten Element e werde der 
\y2 Punkt P, und dem Primiarelement p;"” die Menge 
32 der auf dem »-ten Strahl liegenden Punkte 
4” is F6in oes 

Fig. 4. 


also dem Primelement p,” das Punktepaar (P), P\"’) 
zugeordnet. SchlieBlich werde dem allgemeinen Element (14) die Vereinigung 
derjenigen Punktmengen zugeordnet, die den in (14) verkniipften Primir- 
elementen entsprechen, d. h. dem Element (14) werde die Menge der 
Punkte P;"’ zugeordnet, die auf den Strecken 


PP”, ..., me 


liegen, wobei sich gegebenenfalls Strecken auf P, reduzieren kénnen. 

Bei dieser geometrischen Interpretation spiegelt sich klar die Bedeutung 
der beim Aufbau eines Sternverbandes zur Verwendung gelangenden Axiome 
wider. So haben wegen VII zwei Strahlen wenigstens einen Punkt gemein- 
sam; andererseits verhindert X Verzweigungen in von P, verschiedenen 
Punkten. Es ist also genau ein Verzweigungspunkt vorhanden, in dem alle 
Strahlen bzw. Elemente des Sternverbandes miteinander verwachsen sind. 

Zum Schlu8 noch eine Bemerkung iiber unendliche Sternverbande. 
Ein solcher besitzt entweder unendlich viele Primelemente, oder aber zu 
mindestens einem Primelement gehéren unendlich viele Primarelemente. 
Letzteres ist z. B. der Fall bei einer aus beliebig hohen Potenzen einer 
Primzah! bestehenden M,. Von besonderem Interesse sind unendliche Stern- 
verbinde, die dem folgenden Axiom geniigen, also von der zweiten Art sind: 


(a +1) 


XI. Mit p“ existiert auch das Primarelement p 


Ersichtlich ist XI sowohl von allen vorhergehenden Axiomen unab- 
hangig als auch damit vertriglich. Eine eingehende Untersuchung der 
diesem Axiom geniigenden Sternverbainde bleibe einer besonderen Arbeit 
vorbehalten. 










*) In Fig. 4 ist 6, =2, d,=1, 6,=4. 


(Eingegangen am 17. 5. 1931.) 
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Uber das Ma8 der Menge aller S-Zahlen. 


Von 
Kurt Mahler in Géttingen. 





Bei Untersuchungen iiber transzendente Zahlen wird man zu dem Be- 
griff der S-Zahlen gefiihrt'); man versteht hierunter transzendente Zahlen z, 
fiir die jeder Ausdruck 
a,+a,2+...+a,2" (a@=max(|a,|,|a,|,...,|a,,|) 21) 
beliebigen Grades in x mit ganzen rationalen Koeffizienten a,,a,,..., 4 
der Ungleichung 


\ag+a,2+...+a,2"|>I'(m)a-™ 


geniigt, wobei y >0 nur von z, I'(m)>O0 nur von z und m abhingt. 

In Verallgemeinerung des bekannten Satzes, daB die Menge aller 
Liouvilleschen Zahlen das Ma8 Null besitzt, werden in dieser Note folgende 
beiden Satze nachgewiesen*): 


»Das LinienmafB der Menge aller Punkte auf der reellen Achse, die 
keine S-Zahlen sind, ist gleich Null.“ 


1) Siehe die Arbeiten: 
J. Popken, Zur Transzendenz von. e, Math. Zeitschr. 29, S. 525. 
K. Mahler, Uber Beziehungen zwischen der Zahl e und Liouvilleschen Zahlen, Math. 
Zeitschr. 31, S. 729. 
K. Mahler, Zur Approximation der Exponentialfunktion und des Logarithmus, Journal 
f. d. r. u. ang. Mathematik (im Druck). 
In der ersten Arbeit wird gezeigt, daB e eine S-Zahl ist, in der dritten, daB 
auch e* fir algebraisches z+ 0 eine S-Zahl ist. In der zweiten Arbeit wird bewicsen, 
da8 zwei transzendente Zahlen s und ¢, zwischen denen eine algebraische Beziehung 


mit algebraischen Koeffizienten = Sy A,;,38"t* =0 besteht, entweder zugleich S-Zahlen 
h=0 k=O 


sind oder zugleich keine S-Zahlen. 
*) In der Arbeit: ,Zwei Bemerkungen zu einer Arbeit von Herrn Perron“, Math. 

Zeitschr. 22, S. 274—284, beweist Herr A. Khintchine den verwandten, aber tieferen 

Satz, daB die Menge aller reellen S-Zahlen mit 7 = 1 das MaB Null besitzt. 

g* 
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-»Das FlaichenmaB der Menge aller Punkte in der komplexen Zahl- 
ebene, die keine S-Zahlen sind, ist Null.“ 


Beim Beweis wird davon ausgegangen, da8 ein Polynom f(z) vom 
Grad m=} 2 mit ganzen rationalen Koeffizienten a,,a,,...,a,, und lauter 
einfachen Nullstellen fiir |x| < 3a der Ungleichung 
1 


m-3*-*(2m—2)! m™a**™~* 





it(z)|+if@)l2 
(@ = max (a9), |4,|5---» | 4q)) 21) 


geniigt, wie man wegen des Nichtverschwindens der Diskriminante zeigt. 
Hieraus erhalt man eine obere Schranke fiir das Ma8 der reellen oder der 
komplexen Punkte, die einer Ungleichung 


if(z)| Swan 


mit konstantem « > 0 geniigen; aus diesen Abschitzungen kann man leicht 
die Behauptung ableiten. 


1. Das Polynom m-ten Grades 
f(z) =a,+a,2+...+a, 2” (a, +0, m=>2) 
besitze ganze rationale Koeffizienten mit 
a = max(ja,|,|a@,|,..-,/a,,|) 21 


und lauter voneinander verschiedene Nullstellen. Seine Diskriminante 








ak 9 64 as a,, 

aol ee Weeres. a,,, 
7 | a, 2a,... ma, : 

a, 2a, ... ma, 


ist daher von Null verschieden, als ganze rationale Zahl also mindestens 
vom Absolutbetrag Eins. Setzt man 


aes ee e-”)h—Ulc( (‘wr rs CC] OU oe CR 
































so besteht die Identitat 
f(x) Fy(z) + f(x) F, (x) =d. 

Das Polynom F,(2z) ist vom Grad m— 2, das Polynom F,(z) vom Grad 

m—1 in x; die Koeffizienten der beiden Polynome sind absolut héchstens 

gleich 


Co(m)a mit c,(m)=(2m— 2)! m”, 


wie eine triviale Abschatzung zeigt. 
Wird |x|< 3a angenommen, so bestehen daher die Ungleichungen 
| Fy(x) | <¢g(m)a*"~*-(m —1)(3a)"~*< cg(m)a*"~*.m(3a)"~*; 
| F(x) | Seq(m)a°"~*- m(3a)"~*, 
und man erhalt aus der vorigen Identitaét die Beziehung 
|£(2)| + 1F(2)| 2 2eq(m)a-Gn—” 
mit 
1 1 


c,(m) as 2 m-8"-*¢,(m) ag 2m-3"-1(2 m—2)! m™ 





2. Sei w ein echter Bruch mit «4 <c,(m) und die Ungleichung 
\f(z)|<pwa-@°"-?, ah. erst recht |f(x)|<1 
erfiillt. Wegen a,,+ 0 ist dann 
|je™|S1+a(1+|2/+...+]/2"-*|)<2e 
Diese Ungleichung verlangt, daB entweder 


a|*-—1 


jz|-—1° 





|z|S1 
oder 
jz|-1<20/5t <2a 
ist. Auf jeden Fall ist daher 


|x| S38a. 
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Man darf folglich die obige Ungleichung zwischen f(x) und f’(2) anwenden 
und gelangt zum 
Hilfssatz 1. Wenn das Polynom f(x) der Ungleichung 
[f(z)|<uae@""? = (0S w@ < min(1, ¢,(m)) =e, (m)) 
geniigt, so befriedig! seine Ableitung f'(x) die Ungleichung 
| f(z) | Se,(m)a“E"—. 
3. Sei zunachst z reell angenommen. Die Menge der Punkte x auf 
der reellen Achse, fiir die 
\f(z)<pa-‘*™, d.h. erst recht |f(xz)|<ua~°"-” 
ist, werde mit M(f) bezeichnet. Nach dem vorigen Hilfssatz ist in M(f) 
| f(z) \=> ¢,(m)a“@"—®, 
Offenbar setzt sich M(f) aus endlichvielen getrennt liegenden Intervallen 
zusammen. In jedem dieser Intervalle geniigt f‘(x) als stetige Funktion 
von x entweder iiberall der Ungleichung 
f'(2) = +e,(m)a“On-" 
oder iiberall der Ungleichung 
f(z) < —¢,(m)a-O"-”, 


In einem beliebigen Teilintervall von M(f) ist demnach f(z) monoton 
wachsend oder monoton abnehmend; sind z, und 2, seine beiden End- 
punkte, so ist folglich seine Lange nach oben begrenzt durch 


f (2) —f (2%) 


c,(m)a-(3™-4) * 
In M(f) kann aber offenbar f(z) jeden Wert des Intervalls 
(—ze*", +pa~*™) 


héchstens m-mal annehmen; die Gesamtlinge von M(f) muS demnach 
der Ungleichung 


| M(f)| <7 S—_ = ,(m) war *~ 


c,(m) q~'3"-4) 


| z, — 2| < 


mit 
c,(m) = 4m*3"~*m™ (2m — 2)! 
geniigen. Der Beweis setzte m > 2 voraus; fiir m =1 ist dagegen offenbar 
| M(f)| <2ua‘*<e,(1) na. 
Fat man beide Ungleichungen zusammen, so erhalt man den 
Hilfssatz 2. Die Punktmenge M(f) auf der reellen Achse, in der 


















S-Zahlen, 
das Polynom f(x) der Ungleichung 
\f(z)|<ua-*™ (0 Su Se,(m)) 
geniigt, besitzt eine Gesamtlange 
| M(f)| <eq(m) wa-("*™. 

4. Sei zu der festen natiirlichen Zahl m die positive Zahl u < c,(m) 
beliebig, aber fest gewahlt. f(z) durchlaufe alle Polynome von genau 
m-tem Grade mit ganzen rationalen Koeffizienten und lauter einfachen 
Nullstellen. Zu jedem dieser unendlichvielen Polynome gehért eine Punkt- 
menge M(f); die Vereinigungsmenge aller M(f) werde mit M,(u) be- 


zeichnet. Offenbar setzt sich M,(y) aus abzahlbar vielen getrennt liegenden 
Intervallen zusammen. Es gibt zu jeder natiirlichen Zahl a héchstens 


(2a +4 n= gett guts 


»etlaubte* Polynome; also folgt aus Hilfssatz 2, daB der Gesamtinhalt von 
M,,() héchstens gleich 
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| M,.(u)| <33"**a"**- cg(m) wan" + — 3"**C(2) o4(m) uw 
a=1 
ist: 
Hilfssatz 3. Der Inhalt der Punkimenge M,() geniigt fiir u<c,(m) 
der Ungleichung 
| M,(u)| <eg(m) ue — (¢,(m) = 40 (2) m* 3°" m™ (2 m — 2)!). 


5. Sei f(a) jetzt ein beliebiges Polynom genau m-ten Grades mit 
ganzen rationalen Koeffizienten. Dann existiert eine Zerlegung 


f(z) = Ih (2). 
wobei 
fx(2), fy(w), ---» f(2) 
q Polynome in zx etwa von den Graden 


« 
a= m, 
=1 


M,, M,, +++, M,, 


mit lauter einfachen Nullstellen sind; ihre Koeffizienten diirfen ohne Ein- 
schrinkung ganz rational angenommen werden. Bedeutet a das Maximum 
der Absolutbetriige der Koeffizienten von f,(2), so ist nach einem Hilfs- 
satz von C. Siegel*) 
! 
a” < = a. 





5) Siehe die Arbeit: ,Approximation algebraischer Zahlen“ von C. Siegel, Math. 
Zeitschr. 10, 8. 176. 
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Sei jetzt in einem beliebigen Punkt x die Ungleichung 
|f(z)|<ua-*™ 
erfiillt. Es ist klar, da8 dann mindestens eine der Ungleichungen 


lf,(x)|<e™ a-*™ < pa-sm (l=1,2....,q) 
erfiillt ist, wobei 
ha 1\ 4m 
= w™ (=) 
gesetzt ist. Diese Ungleichungen sind gerade von der bisher betrachteten 
Form; die friiheren Ergebnisse diirfen angewandt werden, wenn 


MS ¢,(m,) (a1, 3,...,¢) 
ist. Diese Ungleichung ist gewiB erfiillt, wenn die m Ungleichungen 
k! 4m = 
u<(=) c,(k)* (E=1,2,...,m) 


zugleich bestehen; nach dem Wert von c,(k) 
l 
2k 8*-1(2k—2)!k* 
hat die rechte Seite dieser Ungleichung offenbar den kleinsten Wert fiir 
k=1, so daB die Annahme 





c,(k) = 


u Se,(m) (c,(m) 


\ v m m 14 =) 
alle Bedingungen erfiillt. 
Wenn 


lf(z)|Sma°-*™ 


ist, so gehért der Punkt 2 nach den friiheren Definitionen zur Menge Y,,, ( s«;), 
also zu einer der m Mengen 


M,(u*(*!) ) (k=1,2,...,m), 


also erst recht zu ihrer Vereinigungsmenge, die mit N, (a) bezeichnet sei. 
Aus Hilfssatz 3 folgt, daB der Gesamtinhalt von N,(u) héchstens gleich 


m k 
| Wa (H)| <>) eg) (BY) an” 
ist. Es werde be 
= ¢,(m)e™ 
gesetzt; die Zahl « geniigt dann der Bedingung 
0<seSl. 








n) 


ir 
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Dann geht die Ungleichung fiir N, (a) iiber in 


m &k 
4k —_ 
| Nu(m)| SS’ es() (Fr) c,(m)”™ e* 
=1 
und erst recht 
k 
| NY, ised oe, 
da die Reihe 








_ +. “7 4£(2) k?8** bK(2 k—2)! 
am Sta -2 gk Esk 
konvergiert. 


Damit ist folgender Hilfssatz bewiesen. 

Hilfssatz 4. f(x) ==0 durchlaufe alle Polynome m-ten Grades mit 
ganzen rationalen Koeffizienten. Die Menge aller reellen Punkte x, in 
denen eine der unendlichvielen Ungleichungen 


| f(z) | Se,(m)e"a-*™ (0S¢3S1) 
erfillt ist, setzt sich aus abzdhlbar vielen getrennt liegenden Intervallen 
zusammen, deren Gesamildnge kleiner ais 
C5 
tat. 

6. Der vorige Hilfssatz fiihrt zu einer allgemeinen Aussage iiber die 
Haufigkeit der S-Zahlen. 

Es durchlaufe f(z) = 0 alle Polynome beliebigen Grades mit ganzen 
rationalen Kveffizienten; « sei ein positiver echter Bruch und N(e) gleich 
der Menge aller reellen z, in denen irgendeine der unendlichvielen Un- 
gleichungen 


O,(™) m_ —4m 
I1(2)|< Mena 
besteht. Demnach ist N(e) die Vereinigungsmenge aller Mengen 
Ga") (m=1, Bi -Pacest 


N, 


und setzt sich daher aus abzahibar vielen getrennt liegenden Intervallen 
zusammen, deren Gesamtinhalt nach Hilfssatz 4 héchstens gleich 


ist. 
Die Komplementérmenge zu N(e) in der Menge aller reellen x ent- 
halt nach der Definition der S-Zahlen offenbar abgesehen von héchstens 
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abzahlbar vielen algebraischen Zahlen nur S-Zahlen, und zwar mit y < 4. 
Da fiir geniigend kleines « die Menge N(e) einen beliebig kleinen Gesamt- 
inhalt besitzt, erst recht also die Menge aller Zahlen in N(e), die keine 
S-Zahlen sind, so ist damit folgender Satz bewiesen. 

Satz 1. Das Maf aller reellen Zahlen, die keine S-Zahlen sind, ist 
gleich Null. 

Allgemeiner folgt, daB ,,fast jede“ reelle Zahl S-Zahl mit y < 4 ist. 
Vermutlich kann diese Schranke bis auf jede Zahl oberhalb Eins herab- 
gedriickt werden. 

7. Der vorige Satz besitzt ein Analogon im Gebiete der komplexen 
Zahlen. 

Es sei wieder f(z) ein Polynom genau m-ten Grades mit ganzen ra- 
tionalen Koeffizienten ohne mehrfache Nullstellen, und mit M(f) werde 
diesmal die Menge aller reellen und komplexen Zahlen verstanden, die der 
Ungleichung 

\f(z)| S“a-*™ 


geniigen. Nach Hilfssatz 1 ist wieder in M(/) 
| f(x) | Se, (m) a“ OP". 


Die neue Punktmenge M(f) setzt sich offenbar aus endlichvielen Flachen- 
stiicken in der komplexen Ebene zusammen, deren Rand von endlichvielen 
analytischen Kurvenbégen gebildet wird. Die zu f(x) inverse Funktion g(y) 
bildet den m-mal iiberdeckten Kreis 


4m 


ly| Suan 
in der y-Ebene, d. h. eine Punktmenge vom Inhalt 

map a~*™ 
konform, aber nicht notwendig schlicht, ab auf M(f). Nach der Lehre 
von der konformen ‘Abbildung besteht aber folgende Beziehung: 

»Set durch y=f(x) ein infinitesimales Flachenstiick F, in der 
az-Ebene um den Punkt x herum konform auf ein infinitesimales Flachen- 
stiick F, in der y-Ebene abgebildet; dann gilt fiir ihre Flacheninhalte 

oe ae 
ta | f(z) |-*. 

Indem man diese Beziehung integriert und beachtet, daB in M(f) 

| f(z) |-* Se,(m)~*a?™-* 
ist, ergibt sich fiir den Inhalt dieser Punktmenge die obere Schranke 


| M(f)| < c,(m)~*a°"*~*. maya **=c,(m) p* a?" *®. 
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Auch diese Ungleichung ist wieder nur fiir m > 2 erfiillt; fiir m= 1 hat man 
|M(f)|<2n*a7*. 
Man kommt somit zu einem ganz analogen Ergebnis wie Hilfssatz 2; von 


hier aus lassen sich aber alle friiheren Ableitungen offensichtlich fast ohne 
Anderung iibertragen. Somit gilt auch folgender Satz: 


Satz 2. Das Flichenmaf aller reellen oder komplexen Zahlen x, die 
keine S-Zahlen sind, ist gleich Null. 


Wahrscheinlich sind sogar ,,fast alle“ reellen oder komplexen Zahlen 
S-Zahlen mit y <<} + «, wo e irgendeine positive Konstante bedeutet. 


Krefeld, den 16. April 1931. 


(Eingegangen am 24. 4. 1931.) 











Uber die Geometrien, in denen die ,Kreise mit 
unendlichem Radius“ die kiirzesten Linien sind. 


Von 


Herbert Busemann in Géttingen. 


Einleitung. 


Minkowski hat in seiner Geometrie der Zahlen eine Metrik aufgestellt, 
bei welcher die Einheitskugel der Euklidischen Geometrie durch eine kon- 
vexe Eichflache ersetzt wird. In der vorliegenden Arbeit wird — unter der 
an sich nicht notwendigen Beschrankung auf drei Dimensionen — diese 
Minkowski-Geometrie folgendermaBen axiomatisch charakterisiert: 

Es wird ausgegangen von einem im kleinen kompakten metrischen 
Raum, in dem je zwei Punkte in eindeutiger Weise durch eine geoditische 
Linie verbindbar sind. Als Grenzlage einer Kugel durch einen festen Punkt, 
deren Mittelpunkt auf einer geoditischen Linie ins Unendliche riickt, wird 
eine ,Grenzkugel“ definiert. Fiigt man nun noch als Axiom hinzu, daS 
eine solche Grenzkugel, falls sie zwei Punkte einer geoditischen Linie ent- 
halt, diese Linie ganz enthalten muB, so wird dadurch eine Minkowski- 
Geometrie festgelegt mit streng konvexer Eichflache, die im iibrigen in jedem 
Punkte eine Tangentialebene besitzt. 

Die genauen Voraussetzungen sind folgende: Der Raum ist ein ,,Geraden- 
raum“, in dem das ,,Grenzkreisaxiom“ gilt, d. h. ein Raum, in dem fiir alle 
Punktepaare eine nicht negative Entfernungsfunktion r(X, Y) definiert ist, 
die die Beziehungen befriedigt: 

I. r(X,Y)=r(Y, X). 

Il. Aus r(X,Y)=0 folgt X=Y und umgekehrt. 

Il. r(X,¥)+r(¥,Z)=>r(X,Z). 

IV. Jede in bezug auf diese Metrik beschradnkte Punktfolge besitze 
einen Haufungspunkt. 
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AuBerdem soll die Metrik folgenden Bedingungen geniigen: 


V. Zu jedem Punktepaar (X,Y) gibt es genau einen Punkt U, den 
Mittelpunkt von (X,Y), derart, dap 


r(X,U) =r(U,Y) 
r(X,U)+r(U,¥Y)=r(X,Y) 


und 


tet. 
VI. Zu jedem Punktepaar (X,Y) gibt es genau zwet Punkte V und W, 
die Verdoppelungspunkte von (X,Y), so daB 
r(X,Y)=r(Y,V), 
r(X,Y)+r(¥,V) =r(X,V) 


und 
r(Y,X)=r(X,W), 
r(Y, X) + 97r(X, W) =r(Y,W) 
vst. 
VII. Bet denselben Bezeichnungen sei {T,,} eine Punktfolge, fiir die 
r(T,, X)—+co 
und 


r(T,,X)—r(T,,Y)—+0 
strebt. Dann gilt auch 

r(T,, X) —r(T,,U) +0, 

r(T,, X) — r(T,,V)— 9, 

r(T,,X)—r(T,,W)—-0. 


Raume, in denen die Axiome I bis VI gelten, nennen wir Geraden- 
rdume, das Axiom VII das Grenzkretsaxiom. 

Im ersten Teil wird VII noch nicht benutzt. Wie Herr Menger’) schon 
ausfiihrlich begriindet hat, existieren in Geradenraumen Strecken und Geraden, 
die samtliche Hilbertschen nur auf Punkte, Strecken und Geraden beziig- 
lichen Axiome erfiillen. Der Vollstandigkeit halber wird dies in §1 kurz 
durchgefiihrt. Ferner werden einige spiter benutzte Tatsachen iiber Geraden- 
raume abgeleitet. 

In § 2 werden einige im folgenden verwandte Satze iiber Grenzkugeln 
in n-dimensionalen Geradenriumen bewiesen. Dabei verstehen wir unter 
einer Grenzkugel den abgeschlossenen Limes einer Folge von Kugelflaichen, 
die alle durch einen Punkt gehen, und deren Mittelpunkte auf einem Strahl 
durch diesen Punkt ins Unendliche riicken. 

Im zweiten Teil betrachten wir dreidimensionale Geradenriume, in 
denen das Grenzkreisaxiom gilt. In § 3 wird fiir die Grenzkugeln die Richtig- 


1) K. Menger, Untersuchungen iiber allgemeine Metrik, Math. Annalen 100, 
8. 103-113. 
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keit aller projektiven Eigenschaften der Ebenen gezeigt, abgesehen vom 
Paschschen Axiom, das in § 4 zusammen mit dem Parallelenaxiom als giiltig 
nachgewiesen wird. In § 5 wird auf Grund dieser Ergebnisse der Raum in 
bekannter Weise kollinear auf den Zahlenraum abgebildet, die Metrik unseres 
Raumes auf diesen iibertragen und gezeigt, daB die ,.Kugeln“ dieser Metrik 
im starken Sinne konvexe Flachen sind, die in jedem Punkt eine Tangential- 
ebene besitzen. Sie sind ahnlich und dhnlich gelegen, es liegt daher eine 
Minkowski-Geometrie*) vor. Umgekehrt erfiillt jede Minkowski-Geometrie, 
deren ,Kugeln“ die genannten Eigenschaften haben, unsere Axiome. 

Im zweidimensionalen Fall muS zur Begriindung desselben Ergebnisses 
die Giiltigkeit des Desarguesschen Satzes gefordert werden *). 


$1. 


Die Geraden. 


Aus den Axiomen I bis V folgt leicht die Existenz eines eindimensio- 
nalen Kontinuums zwischen je zwei Punkten des Raumes mit allen Eigen- 
schaften einer gewdhnlichen Strecke. Die hierzu nétigen Schliisse deuten 
wir kurz an: 

Z, sei der Mittelpunkt von (X,Y), Z,, und Z,, die Mittelpunkte 
von (X, Z,) bzw. (Z,, Y), ferner Z,, Zo,,, Zo,, 2, die Mittelpunkte 
von resp. (X, Z,,), (Z,, Z,), (Z,, 29), (Zo, ¥), usw. Der Abstand jedes 
Punktes von seinen Nachbarn nach dem n-ten Schritt ist 2~"r(X, Y) 
Die Vereinigungsmenge aller dieser Punkte heiBe 6. 4 ist in sich dicht. 

Sagen wir von drei Punkten, L, M, N, M liege zwischen L und N, wenn 


r(L, M) +1r(M, N) =r(L, N) 


ist *), so liegt von je drei Punkten aus D einer zwischen den beiden anderen. 
Durch Uberstreichen bezeichnen wir wie iiblich die abgeschlossene Hiille. 
6 heiBt die Strecke zwischen X und Y, in Zukunft bezeichnet mit XY. 
Von drei Punkten einer Strecke liegt stets einer zwischen den beiden anderen. 
Jeder Punkt #, der zwischen X und ¥ liegt, gehért der Strecke XY an. 
Hieraus schlie8t man: mit zwei Punkten A und B gehért die Strecke AB 
der Strecke XY an. 
Als Gerade XY bezeichnen wir die Vereinigungsmenge aller Strecken, 
die mit XY eine Teilstrecke gemeinsam haben. Von drei auf einer Ge- 


*) Minkowski, Geometrie der Zahlen, Leipzig 1913, § 1. 

*) Zusatz bei der Korrektur: Aus einer spiteren Arbeit iiber zweidimensio- 
nale Geradenriume wird hervorgehen, wie man diese geometrische Forderung durch 
gewisse Konvexitatseigenschaften der Entfernungsfunktion ersetzen kann. 

*) Diese Ausdrucksweise stammt von K. Menger, Uber geoditische Linien in all- 
gemeinen metrischen Raéumen, Proc. Ac. Amsterdam 29 (1926), S. 166. 
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raden gelegenen Punkten liegt stets einer zwischen den beiden anderen. 
Eine elegante SchluBweise von Herrn Biedermann®) zeigt nun, da8 unsere 
Geraden topologische Bilder gewéhnlicher Geraden sind. Zwei Geraden 
haben einen Punkt, keinen Punkt oder alle gemeinsam. 

M sei die Vereinigungsmenge aller Strecken, die mit XY eine X nicht 
enthaltende Teilstrecke gemeinsam haben. M-+-X nennen wir die Ver- 
langerung von XY iiber Y hinaus und bezeichnen sie mit XY. 

Wir fiihren einige Satze iiber Strecken und Geraden an, die wir im 
folgenden brauchen: 

1. Wenn X,—- X und Y,-—- Y, so existiert der abgeschlossene Limes*) 
der Strecken X,Y, und ist gleich XY. Wir schreiben einfach: 


lim X,Y, = XY. 
Ist Z, ein Punkt der Strecke X,Y, und 


r(X,, Z,) 
r(Z,, Y,) 


so konvergiert Z, gegen den Punkt Z der Strecke XY mit 


r(X, Z) 
r(Z, Y) 


2. S liege nicht auf der Geraden AB, dann ist 
r(S,AB)>0. 


=d, mit d,—d, 


=d. 





Denn wegen 

r(A,S)+r(S,X)>r(A, X) 
strebt mit r(A, X) auch r(S, X) gegen Unendlich. Hieraus folgt zugleich, 
daB es auf A B mindestens einen Punkt M gibt, so daB r(S, M) = r(S, AB) *) 
ist. M heiBt ein FuBpunkt von S. M ist FuBpunkt jedes Punktes von MS—S, 
und zwar einziger Fu8punkt. Aus r(R,N)<r(R, M) fir RC MS—S, 
Nc AB wiirde nimlich folgen: 


r(S,N)<r(S8,R)+r(R,N)Sr(S,R)+r(R, M)—r(S, M). 
Ferner sieht man, da8 es auf AB zu verschiedenen Seiten von M zu 


jeder Zahl d>r(S,AB) wenigstens je einen Punkt gibt, der von S den 
Abstand d hat. 


3. Unter denselben Voraussetzungen durchlaufe Y die Strecke AB. Die 
Vereinigungsmenge der Strecken SY nenne ich die Dreiecksmenge S = AB. 


5) Angefiihrt bei Menger, Untersuchungen iiber allgemeine’ Metrik, Math. Annalen 
100, 8. 114. 

*) Hausdorff, Mengenlehre, 2. Aufl., 1928, 8. 146. 

7) Sind m und n zwei Punktmengen, so bezeichnet r(m,n) die untere Grenze 
von r(z,y), wenn x die Menge m und y unabhingig davon n durchlauft. 
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Je zwei der Strecken SY schneiden sich nur in S. Hatten namlich zwei, 
etwa SY, und SY,, den Punkt P + S gemeinsam, dann auch die Strecke SP, 
und es lige S auf der Geraden AB. SAB ist das topologische Bild 
einer Dreiecksflache. Wir ordnen zum Beweis der Strecke A B eine Strecke ab 
des Z,*) zu, und zwar dem Mittelpunkt C von AB, den Mittelpunkt c 
von ab usw., kurz gesagt werden die dyadischen Punkte beider Strecken 
unter Erhaltung der Anordnung aufeinander abgebildet. Wir nennen das 
Abbildung durch Mittelpunktzuordnung. Dem Punkt Y<AB entspreche 
y<ab. s liege nicht auf ab, dann bilde ich SY durch Mittelpunkt- 
zuordnung auf sy ab. Die so entstehende Abbildung von SAB auf 
se >< ab ist, wie man leicht aus 1. schlieBt, topologisch. 

4. Es gelten simtliche linearen Axiome von Hilbert*), d.h. I, 1,2,3 
(erste Halfte); II, 1,2,3; II, 1,2,3; V,1. 


§ 2. 
Grenzkugeln. 


Wir untersuchen spiter Riume, in denen die Grenzflichen von Kugeln 
mit unendlich werdendem Radius ,Ebenen“ sind. Hier sollen deshalb der- 
artige Grenzflachen in allgemeinen n-dimensionalen Geradenraumen unter- 
sucht werden (n > 2). 

Zunachst einige Bezeichnungen: Die Menge der Punkte, die von P 
um weniger als d entfernt sind, bezeichnen wir mit S(P,d). S(P,d) heibt 
die Vollkugel um P mit dem Radius d. Die Menge 


K(Q, P) = S(Q,r(P,Q)) — S(Q,r(P, Q)) 
heiBt die Kugel um Q durch P. Sie besteht aus den Punkten, die von Q 
den Abstand r(P,Q) haben. Wenn Q, zwischen P und Q, liegt, so sagen 
wir, die Kugel K(Q,, P) folgt auf K(Q,,P), oder letztere geht voran. 
Das Folgende beruht auf einer einfachen Tatsache: 
5. Wenn K(Q,,P) auf K(Q,, P) folgt, so gilt 


8(Q,,7(P, Q,)) > S(Q,,7r(P, Q,)) — P. 
In einem mindestens zweidimensionalen Geradenraum sind die Kugeln ab- 
geschlossen und zusammenhangend und zerlegen den Raum. Daher hitten, 
wenn die Behauptung falsch ware, K(Q,,P) und K(Q,, P) auBer P noch 
einen Punkt R gemeinsam. Es gilte dann, obwohl R, Q,, Q, nicht auf 
einer Geraden liegen, 


r(R, Q,) =1r(R, Q,) + r(Q,, Qs)- 


*) EZ, bedeutet den n-dimensionalen Zahlenraum. 
*) Siehe: Grundlagen der Geometrie, 7. Aufl., Leipzig 1930, 8. 3—5, 11, 12, 30. 
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Nun sei s eine mit einer positiven Richtung versehene Gerade (eine 
Richtung), wenn man, um von ACs nach BCs zu gelangen, auf ¢ in 
positiver Richtung laufen muB, so schreiben wir 

A<B 


und sagen: B folgt auf A. Es gelte Qc s, 


P< Q,<Q,.<Q,<... 
sowie 
r(P,Q,)— co. 
Wir bilden « = lim sup K(Q,, P). *°) 
6. « ist unabhangig von der Wahl der Folge {Q,}; sei naimlich {Q’} 
eine andere Folge auf s mit 
P<0,<Q,<Q<... 
und 
r( P,Q!) +o, 
«’ = lim sup K(Q’, P). 


Eine der Mengen « und a’, z.B. a, enthalte einen von P verschiedenen Punkt R. 
Dann gibt es in {Q,} eine Teilfolge {Q*}, so daB die zugehérigen Kugeln 
K(Q"*,P) Punkte R, enthalten, die gegen R konvergieren. Ferner gibt 
es aus {Q*} und {Q’} Teilfolgen (Q,} und {Q/}, so daB 

Q< Q< Q< Q<..., 
also 


8 (Qi), 7 (Qi, P)) — PC 8(Q 4.497 (Q, 42 PI). 
Da die Kugeln K(Q’, P) den Raum zerlegen, miissen die Strecken 


R,R,,, die Kugel K(Q’, P) in einem Punkt 7 schneiden. Mit R, strebt 
offenbar 7, — R. 
Diese Uberlegung zeigt zugleich, daB lim K(Q,, P) existiert; ferner: 
7. Fiir alle und nur die Punkte Rca und eine beliebige Folge 
{Q,}¢8 mit Q,>P und r(Q,, P)—+ co gilt 


(Qu, P) — 7 (Quy R) +0. 


Da eine Kugel in jeder folgenden enthalten ist, kann man die Punkte 
unseres Raumes so in Klassen einteilen: 

a) die Punkte von a, 

b) die Punkte (8), die in allen Kugeln 8(Q,r(P, Q)) von einem Q, 
Q cs, Q>P, an enthalten sind, 


10) lim sup“ bedeutet den oberen abgeschlossenen Limes (vgl. Hausdorff, S. 146). 
Mathematische Annalen. 106. 10 
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c) die Punkte P (y), die von allen Kugeln einen Abstand haben, 
der gréBer als eine feste, von P abhingige, positive Zahl bleibt. « trennt 
die Menge f von y. 

« heiBt eine Grenzkugel, f ihr Inneres, y ihr AuBeres, s die Mittelpunkts- 
richtung. 

Wir beweisen nun folgenden Satz: 

8. Grenzkugeln mit derselben Mittelpunktsrichtung sind dquidistant, 
d. h. alle Punkte der einen haben dieselbe Entfernung von der andern. 

Es sei s eine Richtung, P und P’ zwei Punkte auf s, « und «@’ die 
Grenzkugeln durch P und P’ mit s als Mittelpunktsrichtung; ferner sei 
wieder 

Q,<92,<9;,<..- 
eine Punktfolge auf s mit 

r(Q,, P)— ox, 

R’ sei irgendein Punkt aus «’. Es ist zu zeigen: 

r(R’,«)=r(P, P’). 
Es sei Rc K (Q,, P’) eine Punktfolge mit R'—- R’. Wir setzen 

K(Q,, P)-Q,R, = R,. 
Es ist r(R,, R,) =r(P’, P), also 
r(R., K(Q,, P))<r(P’, P). 

Wir zeigen, daB das Gleichheitszeichen gilt. Ware fiir einen Punkt 

VC K(Q,, P) 

r(Ri,V)<r(P’, P), 
so ware 

r(Q,,V)<r(Q,, R,)+r(Ri,V)<r(Q,, R,)- 

Die Folge {R,,} ist beschrinkt, R mége ein Hiaufungspunkt sein. Dann ist 
r(R,R’)=r(P,P’), also r(R’,a)<r(P’,P). Ist aber LCa kein Hau- 
fungspunkt der R,, so folgt aus 5. r(R’,E)>r(R’,R) und somit 
r(R’,«)=r(R’,R). Dieselbe Uberlegung, ausgefiihrt fiir einen Punkt R« a, 
lehrt, daB auch r(R,«’)=—r(P’, P) ist. Jede Grenzkugel liegt ganz im 
Innern jeder vorhergehenden. 

Nun mégen drei Grenzkugeln mit derselben Mittelpunktsrichtung vor- 
liegen, ,,@,,@,, und zwar a, zwischen «, und a,. Es sei r(a,a,) = a,, 
r(@,@,)=a, und R, Ca,, R, C &, Ry Ce, so gewahit, dab r(R,, R,) =a, 
und r(R,, R,) =a, ist. Dann liegen R,,R,, R, auf einer Geraden. Da 
nimlich R, und R, zu verschiedenen Seiten von «, liegen, schneidet R, R, 
die Grenzkugel «, in einem Punkt Q. Wegen r(Q,a,) =a, ist 


r(Q,R,) 2a, und ebenso r(Q, Ry) > ay, 





— ee 
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also 
r(R,, Rs) >a, +4,, 
andrerseits 
a,+a,=r(R,,R,)+r(R,, R,)S>r(R,, RB). 
Daher ist nur der Fall Q@ = R, méglich. 

Wenn man noch weil, daB es durch jeden Punkt zu einer festen 
Mittelpunktsrichtung eine Grenzkugel gibt (was wir im folgenden unabhingig 
hiervon nachweisen), so kann man auf abnliche Weise wie eben schlieBen: 

9. Zu jedem Punkt R, gibt es genau einen Punkt R,C«,, so daB 
r(R,, R,) = 1r(R,, «,). 

Hierzu betrachten wir die zu «, aquidistante Grenzkugel «, durch R, 
und eine beliebige andere ebenfalls aquidistante «,, die durch «, von «, 
getrennt ist, ferner R, C «, so, daB r(R,, R,) = r(a,,a,) ist. Dann schlieBt 
man wie vorher, daB jeder Punkt R, mit r(R,, R,) =r(R,, «,) auf einer 
Geraden mit R, und R, liegt, so daB es nur einen solchen Punkt geben 
kann. Nennen wir R, R, orthogonal zu «,, wenn die letzte Gleichung er- 
fiillt ist, so kénnen wir diese Ergebnisse so zusammenfassen: 

10. Die orthogonalen Trajektorien dquidistanter Grenzkugeln sind 
Geraden, von denen keine eine andere trifft. 

Wir beweisen nun: 


11. Die Grenzkugeln mit fester Mittelpunktsrichtung iiberdecken den 
Raum einfach und liickenlos. 


Es ist zu zeigen, daB es zu jedem nicht auf s gelegenen Punkt A 
eine ihn enthaltende Grenzkugel mit s als Mittelpunktsrichtung gibt. 
Es sei wieder P< Q, < Q, < ... eine Punktfolge auf s und r(P, Q,) +00. 
Es ist |r (Q,, R) — r(Q,, P)|< r(P, R). Demnach laBt sich aus {Q,} 
eine Teilfolge, wieder {Q,,} genannt, so auswihlen, daB 
r(Q,» R) —1(Q,, P) +d Z0 
konvergiert. Indem man von P aus auf s nach der einen oder anderen 
Seite, je nachdem d > 0 oder d < 0 ist, die Strecke PP’ mit r(P, P’)=d 
abtrigt, erreicht man 
r(Q,, P’)—r(Q,, R) +0 
und sieht nach 8. leicht, daB die Grenzkugel durch P’ mit s als Mittel- 
punktsrichtung den Punkt R enthalt. DaB es durch R zu s nur diese 
eine Grenzkugel gibt, folgt aus 9. Hat namlich ein Punkt einer Grenz- 
kugel von einer anderen mit derselben Mittelpunktsrichtung den Abstand 
Null, so nach 9. auch alle iibrigen Punkte. 
Um von der Dimension der Kugelflichen auf die der Grenzkugeln 


schlieBen zu kénnen, zeigen wit noch: 
10* 
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12. Jedes beschriinkte Gebiet einer Grenzkugel ist topologisches Bild 
eines Gebietes einer Kugelfliche. 

« sei die Grenzkugel, s ihre Mittelpunktsrichtung, P der Schnittpunkt 
von s und «, G@ ein Gebiet auf «. & sei eine Kugel um einen auf P 
folgenden Punkt @Q auf s durch P. X durchlaufe G; alle Strecken Q X 
sind verschieden, d.h. je zwei haben nur den Punkt Q gemeinsam. Das 
folgt wieder aus der Vorbemerkung 5., nach der die Schnitte der Kugeln 
durch P um die Punkte von s mit der Strecke Q X diese in fester Richtung 
durchlaufen. Jede Strecke Q X schneidet & in einem Punkt Y, da Q inner- 
halb, X auBerhalb & liegt. Demnach ist die Abbildung von G auf die 
Vereinigungsmenge der Punkte Y eineindeutig, ferner, wie man leicht 
sieht, stetig. 

Die Kugelflachen eines n-dimensionalen Geradenraumes sind héchstens 
(n —1)-dimensional. Ware die Kugelflache k in P n-dimensional, U die 
abgeschlossene Hiille einer Relativumgebung von P auf k, so wire die Ver- 
einigungsmenge der Strecken vom Mittelpunkt M der Kugel k nach den 
Punkten von U nach einem Satz von P. Alexandroff'*) (n + 1)-dimensional. 

13. Die Grenzkugeln eines n-dimensionalen Geradenraumes sind 
hochstens (n — 1)-dimensional. 


§ 3. 


Existenz von Ebenen. 


Wir betrachten nunmehr Riume, die auch noch dem Grenzkreis- 
axiom VII geniigen. Zunichst folgt: 

14. Die Grenzkugeln sind Geradenrdume. 

Denn sei s ein von F ausgehender Strahl, « die dadurch bestimmte 
Grenzkugel, ferner {Q,} eine Punktfolge auf s mit Q, > F und r(Q,, F)— oo. 
Dann gilt nach 7. fiir alle und nur die Punkte Rc« 


r(Q,, F) = r(Q,, R)—0, 
also fiir irgend zwei Punkte R und R’ aus « 
(Q,, B) —1(Q,, R’) +0. 


Daraus folgt nach VII, daB mit zwei Punkten der Mittelpunkt und die 
Verdoppelungspunkte zu « gehéren, d.h. « ist ein Geradenraum. 

Wir zeigen weiter: 

15. Die Grenzkugeln in dreidimensionalen Geradenraumen sind zwei- 
dimensional. 


11) Inder demnichst in den Math. Annalen erscheinenden Arbeit: Dimensionstheorie. 
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Nach dem letzten Satz des vorigen Paragraphen sind sie héchstens 
zweidimensional. Sie zerlegen den Raum; wenn wir demnach zeigen kénnen, 
daB eine Gerade den Raum nicht zerlegt, sind wir fertig. 

Zerfiele nun der Raum nach Wegnahme einer Geraden g in zwei'*) 
Mengen m und n, derart, daB die Verbindungsstrecke eines laufenden 
Punktes X aus m mit einem festen Punkt N aus n stets g in einem 
Punkt H schnitte, so wire m in der zweidimensionalen Menge enthalten, 
die entsteht, wenn ich die Strahlen von N nach den Punkten von g ziehe. 
Ebenso lage n in einer zweidimensionalen Menge v, der ganze Raum also 
inw+v+g. 

Die Grenzkugeln in dreidimensionalen Geradenriumen mit Grenzkreis- 
axiom nennen wir Ebenen, die Mittelpunktsrichtungen ihre Normalen, da 
sich zeigen wird, daB alle Eigenschaften, die man diesen Begriffen beilegt, 
bei uns erfiillt sind. 

Die Existenz dieser Ebenen zeigt uns, daB unser Raum, den wir zur 
Abkiirzung mit S, bezeichnen, in jedem Punkt P die Dimension 3 hat. 
Es gibt sicher eine Ebene «, die P nicht enthalt. Die Strecken von P 
nach den Punkten von @ haben zu je zweien nur den Punkt P gemeinsam, 
weil sonst P in « lage. Offenbar ist diese Streckenmenge in P drei- 
dimensional. 

Fiihren wir noch die Bezeichnung ,,Basisebene zu s* fiir eine Ebene, 
zu der s Normale ist, ein, so kénnen wir auf Grund unserer Resultate iiber 
Grenzkugeln sagen: 


16. Die Basisebenen zu einer festen Richtung iiberdecken den Raum 
einfach und liickenlos. Je zwei dieser Ebenen sind aquidistant zueinander. 
Hieraus folgt, daB die beiden Teile, in die eine Ebene den Raum zerlegt, 
konvex sind. 

Sei « eine Ebene, # einer der Teile der Zerlegung, A, BC. Dann 
kann AB keinen Punkt D aus dem anderen Teil enthalten, weil dann 
sowohl AD wie DB einen Punkt aus « enthielte, die Gerade AB also 
ganz zu « gehéren miiBte. Hitte AB mit « genau einen Punkt gemein- 
sam, etwa C, so gabe es eine Basisebene zu s, so nahe bei «, daB sie C 
von A und B trennt. In bezug auf diese neue Ebene lage dann der schon 
erledigte Fall vor. Man kann das auch so ausdriicken: Hat eine Gerade g 
mit der Ebene « nur den Punkt P gemeinsam, so gehéren die beiden 
Halbstrahlen, in die g durch Wegnahme von P zerfallt, zu verschiedenen 
Klassen der Zerlegung durch «. 

Im folgenden Paragraphen untersuchen wir zweidimensionale Geraden- 
raume, in denen das Grenzkreisaxiom gilt. Es zeigt sich u. a, daB das 


%*) Fir mehr als zwei Mengen m, n gilt dieselbe SchluBweise. 
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Paschsche Axiom") dort stets erfiillt ist. Hieraus folgt, daB man eine 
Ebene so bekommt: A, B,C seien drei nicht auf einer Geraden gelegene 
Punkte der Ebene «, ECBC—B—C, DCAE—A—E. Dann ist « 
die Vereinigungsmenge aller von D nach den Punkten von AB+BO+-CA 
gezogenen Halbgeraden. Die restlichen Betrachtungen dieses Paragraphen 
benutzen diese Tatsache, lassen sich jedoch leicht so modifizieren, daB sie 
nicht verwandt wird. Z. B. folgt aus ihr unmittelbar: 

17. Zwei Ebenen « und £, die drei nicht auf einer Geraden gelegene 
Punkte A, B,C gemeinsam haben, sind identisch, Das kann man aber 
auch so einsehen: Es gilt 

Ax BC ca-B. 
Enthielte 8 einen nicht zu « gehérigen Punkt S, so ist fiir irgend zwei 
Punkte X,¥YC Ax BC stets 

SX: SY = S, 
weil sonst zwei Punkte von SX in A = BC lagen und damit S X < « wire. 
Es ware 





m = s 8x B, 


XcAxBC 
andererseits ware m topologisches Bild eines Tetraeders, also dreidimensional. 

17. mit der Konvexitat der beiden Teile zusammen erlaubt uns zu 
zeigen, dab 

18. zwei verschiedene Ebenen, die einen Punkt gemeinsam haben, 
genau eine Gerade gemeinsam haben. 

Seien « und f die beiden Ebenen, P< «-f. Es gibt eine Gerade 
t< B durch P, die nicht in « liegt. R und S mégen auf t zu verschiedenen 
Seiten von P, also auch von «@ liegen. 7'¢ 6 —t gehért zu derselben 
Klasse beziiglich « wie R, wenn r(R, 7’) geniigend klein ist. Also schneidet 
ST die Ebene « in einem Punkt U+P, da U¢t. PUCa-f. 

19. Steht auf einer Ebene ein Strahl normal, so auch der entgegen- 
gesetzte. 

Seien s und ¢ die beiden von P ausgehenden Halbstrahlen einer Ge- 
raden, « und f die zugehérigen Basisebenen. Jede Vollkugel S(T, r(T, P)) 
liegt auBerhalb jeder Vollkugel S(S,7(S,P)), wenn SCs und Tc t. 
Also liegt £ ganz auf einer Seite von « bzw. auf « selbst. Da aber « und # 
den Punkt P enthalten, mu8 « = # sein, da nach dem vorigen Beweis sich 
die Ebenen sonst durchsetzen wiirden. 

Statt von Strahlen und Richtungen kénnen wir jetzt von Geraden 
reden, die zu einer Ebene normal sind. 


48) Wenn eine Gerade einen Punkt der Strecke AB trifft, so hat sie fiir einen 
beliebigen Punkt ( auch mit AC oder BC einen Punkt gemeinsam. 
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Als letztes projektives Axiom (auBer dem Paschschen Axiom) haben 
wir zu beweisen, daB durch je drei Punkte eine Ebene geht. Wir brauchen 
dazu eine gewisse Stetigkeit der Basisebene in Abhangigkeit von der Normalen: 


20. t, sei eine gegen ¢ konvergente Folge von Geraden, P, Ct, kon- 
vergiere gegen P; Pct. Die Basisebene zu t, in P, heibe f,. Dann 
strebt £, gegen die Basisebene f zu ¢ in P. 

Bei passender Benennung der Halbgeraden zerfallen ¢, und ¢ durch 
P, und P in die Strahlen ti, #2 und t*, ¢? mit t,t’, th —+t?. 

Wenn A auf derselben Seite von f liegt wie t*, so gibt es einen 
Punkt Qt’, so daB S(Q.7r(Q, P)) den Punkt A enthalt. Fiir groBbe n 
gilt dann auch AC S(Q,,r(Q,, P,)), wenn Q, Ct, so gewahlt ist, dab 
r(Q,, P,) =r(Q, P) ist, dh. A liegt auf derselben Seite von f, wie t;. 
Auf Grund von 1. (Seite 143) ist aber klar, daB sich aus jeder Folge von 
Ebenen durch eine konvergente Punktfolge eine gegen eine Ebene kon- 
vergente Teilfolge auswihlen la8t. Unsere Uberlegung zeigt, daB jede 
Hiaufungsebene der £, dieselbe Zerlegung des Raumes bewirkt wie f. Hieraus 
folgt, daB sie mit § zusammenfallen muB. 

AuBer der Stetigkeit der Basisebene brauchen wir noch einige Tat- 
sachen iiber die Kugeln und Geraden. 

In jedem Punkt P einer Kugelflache k um M gibt es eine Stiitzebene, 
die mit & nur den Punkt P gemeinsam hat. Offenbar leistet das die Basis- 
ebene f zu_MP in P auf Grund der Tatsache, daB M auf # nur den 
FuBpunkt**) P hat. 

Hieraus folgt, daB die Kugéln im scharfen Sinne konvex sind, d.h.: 

21. Wenn R, R’'C k=S(M,d)— S(M,d), so RR’— R—R’ S(M, a). 
Ware der Satz nicht richtig, so gibe es entweder auf RR’ —R— R’ 
einen Punkt Q von k oder alle Punkte von RR’— R— R’ liegen aufer- 
halb von k. Im ersten Falle ziehe ich zu MQ in Q die Basisebene £. 
Sie hat mit & nur den Punkt Q gemeinsam, enthilt daher weder R 
noch R’, sie trennt die beiden Punkte, kann also keine Stiitzebene von k 
sein. Im zweiten Falle sei SS’ eine Teilstrecke von RR’ — R— R’. Dann 
ist r(SS’,k)=e>0. Die Kugel S(M, d + 3¢) enthaélt R und R’ im 
Innern, SS’ im AuBeren, also gibt es auf RR’ Randpunkte von ihr. zs 
liegt der schon erledigte erste Fall vor. In der Metrik driickt sich dieses 
Ergebnis so aus: 


22. Fiir irgend 4 Punkte P, A, B,C mit CCAB—A-— B gilt stets: 
r(P, C) < Max([r(P, A), r(P, B)). 


44) Ein Punkt PC f, fiir den r(M, P)=r(M, B) gilt, hei®t ein FuBpunkt von 
M auf #. 
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23. Ein Punkt P hat auf jeder ihn nicht enthaltenden Geraden g 
genau einen FuSpunkt F. F hangt stetig von P ab. 

Gabe es zu P auf g die beiden FuBpunkte F und F”, so ware fiir 
jeden Punkt Xc FF’ 

r(P,X)>r(P, F)=r(P, F’), 

was dem vorhergehenden Resultat widerspricht. 

Es gelte P,—+ P, die zugehérigen FuBpunkte seien F, und F. Fiir jede 
konvergente Teilfolge F,, -—- E£ gilt 

r(P, Z) = limr(P,,, F,,) = limr(P,, 9) = r(P,g) =r (P, F), 

da F der einzige Punkt zu P mit dieser Eigenschaft ist, folgt 2 = F. 

24. Die Basisebene zu PF in F enthilt g. 

Dazu ist zu zeigen: es gibt auf PF eine Punktfolge {Q,} mit 
r(F, Q,)t co **) und einen Punkt H+ F auf g, so dab 


r(Q,, F)—r(Q,, H)—-9. 


Sei {7.}C PF eine beliebige Punktfolge mit r(F, T,)fco und H ein 
von F verschiedener Punkt von g Z£, sei der Punkt auf g auf der anderen 
Seite wie H, fiir den r(7,, Z,) =r(T,, H) gilt. Wenn nicht r(F, Z,)—- oo, 
so gibt es‘aus {Z,} eine Teilfolge {Z,,}, die gegen einen Punkt Z kon- 
vergiert; fir Q,— 7,, gilt dann r(Q,, 2) —r(Q,, H)—-0, also wegen VI. 


r(Q,, H) —r(Q,, F)—0. 
Wenn aber 
r(F, E,)— co, 


so gibt es eine Teilfolge {Z,,} aus {£,}, die monoton ins Unendliche riickt, 
so daB also auch fiir jedes N 


r( Ty, E,,)f 00 
gilt. Somit ist 
r(7,,, 4) =1(T,,, En,) > (T,, 2:); 


daher gibt es auf FH einen Punkt G, mit 
r(G,, Ta,) = 17(Tn,, £;)- 


Aus G, wihlen wir eine konvergente Teilfolge {G;} mit dem Grenzpunkt @’ 
aus, die zugehérigen 7,, seien 7;. Dann gilt wieder 


r(T,, G))—r(T,, E,) = 9, 


also 


r(T., G’)—r(Ti, B,) +0. 


**) a, too bedeutet wie iblich a,<a,,, und a,-+oo. 
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Nun zeigen wir endlich: 

25. Durch eine Gerade g und einen Punkt P¢ g gibt es stets eine Ebene. 

Ich lege durch P die Basisebene f zu g, sie trefie g in B. Um B 
schlage ich in # den Kreis k mit dem Radius r(B, P). F sei der Fub- 
punkt auf g des laufenden Punktes Kc k.'*) Wenn K den Kreis k 
durchlauft, andert sich F stetig (23), also auch KF und damit nach 20. 
die Basisebene y zu KF in F. y enthialt g, wie wir unter 
24. gesehen haben; y hat mit § den Punkt B gemeinsam, G 
ist aber nicht mit f identisch, da g als Normale zu # nicht 
in 6 liegt. »-8 ist daher eine Gerade (18), die kin zwei 4 
diametralen Punkten H und H’ trifft und nur in diesen. te, uw 
H und H’ hangen stetig von y ab. Ist namlich {y,} ; 
eine gegen » konvergente Folge von Ebenen durch g 
und k-y, =H, + H,, so ist jeder Haufungspunkt G 
von H, und G’ von H, in y enthalten; da y den Kreis k 
aber nur in H und H’ schneidet, mu bei passender Benennung G = H 
und G’=H’ sein. H hiangt somit stetig von y, y stetig von KF, 
KF stetig von k ab. Da niemals H= K ist (H gehért zur Basisebene zu 
KF in F), muB, wenn K den Kreis k durchlauft, auch H jeden Punkt von 
k passieren, inshesondere P. Diese Lage von y ist aber die gesuchte Ebene. 

Fiir spitere Zwecke bemerken wir noch: 

26. Jede zu einer Ebene orthogonale Gerade kann als Normale be- 
trachtet werden. 

Zu zeigen ist: # sei eine Ebene, A ein nicht in # gelegener Punkt, 
F sein FuBpunkt. Auf jeder Geraden g in # durch F gibt es einen von F 
verschiedenen Punkt 2, ferner eine Punktfolge 


Q,C AF wit r(Q,, F)too, 


r(Q,, F) —1r(Q,, £2). 
Das folgt daraus, daB die Basisebene zu AF in F durch g geht. 





so daB 


§ 4. 

Zweidimensionale Riume mit Grenzkreisaxiom. 

Nach 13. sind die Grenzkugeln in zweidimensionalen Geradenréumen 
héchstens eindimensional; aus 14. folgt, daB sie Geraden oder Punkte sind, 
wenn das Axiom VII gilt. Andererseits sieht man unmittelbar, daB ein 
Punkt einen zweidimensionalen Geradenraum nicht zerlegt. Also haben wir: 


16) Wenn man hier die Benutzung des Paschschen Axioms umgehen will, braucht 
man nur aus k eine solche einem gewdéhnlichen Kreis homéomorphe Teilmenge aus- 
zuwihlen, die mit jedem Punkt auch den ,diametralen“ enthalt. 
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27. Die Grenzkugeln in zweidimensionalen Geradenraumen mit Grenz- 
kreisaxiom sind Geraden. 

Die Mittelpunktsrichtung nennen wir Normale, die zugehérige Grenz- 
kugel die Basislinie. 

9. und 12. liefert: 

28. Die Basislinien zu einer festen Normalen iiberdecken den Raum 
einfach und liickenlos; je zwei dieser Basislinien sind aquidistant zueinander. 

Hieraus folgt: 

29. Zweidimensionale Geradenriume mit Grenzkreisaxiom sind topo- 
logische Bilder des £,. 

In der Tat, s sei eine beliebige gerichtete Gerade unseres Raumes. 
Wir bilden sie laingentreu auf die X-Achse des #, ab. Dann bilden wir 
jede Basislinie zu s auf die durch den entsprechenden Punkt der X-Achse 
gehende Parallele zur Y-Achse langentreu so ab, daB sich die schon zu- 
geordneten Punkte entsprechen. Mit Hilfe von 9. sieht man sofort, daB 
diese Abbildung topologisch ist. 

Demnach gilt in unserem Raum der Jordansche Kurvensatz, insbe- 
sondere also: 

30. Wenn A, B, C nicht auf einer Geraden liegen, so zerlegt AB+-BC+CA 
den Raum in zwei Gebiete, ein inneres und ein auBeres. 

K(M, P) sei der Kreis um M durch P. Die Basislinie / zu PM in P 
hat mit K(M,P) nur den Punkt P gemeinsam, K(M, P) liegt ganz auf 
einer Seite von J. Es folgt daraus wie unter 21.: 

31. Die Kreise sind im scharfen Sinne konvex, es gilt 22. und 2%. 

Derselbe Beweis wie unter 24. liefert: 


32. g sei eine Gerade, P ein nicht auf ihr liegender Punkt, F sein 
FuBpunkt auf g. Die Basislinie zu FP in F ist g. Also ist jede Gerade 
Basislinie. ia 

Jetzt ergibt sich das Analogen zu 19., d. h. man kann ohne Zwei- 
deutigkeit von einer zu einer anderen Geraden normalen Geraden in einem 
Punkte sprechen. Nach 32. kann jede zu einer Geraden orthogonale Gerade 
als Normale betrachtet werden. Daraus, daB jede Gerade als Basislinie zu 
einer anderen betrachtet werden kann, folgt wie unter 16., daB zwei sich 
schneidende Geraden sich gegenseitig durchsetzen, d. h.: 

33. Sei g-h = Q, die Punkte zu verschiedenen Seiten von Q auf einer 
Geraden liegen auf verschiedenen Seiten in bezug auf die andere. 

Hieraus und aus 30. leitet man leicht das Paschsche Axiom ab. Wir 
geben aber noch einen direkten, vom Jordanschen Kurvensatz unabhangigen 
Weg. Wir beweisen dazu folgenden Hilfssatz: 
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AD sei eine Strecke, g eine sie nicht enthaltende Gerade durch D, 
E ein weiterer Punkt auf ihr, R ein Punkt der Strecke AD und S ein 
nicht auf der Geraden AD gelegener Punkt. Wenn dann r(Z, D) geniigend 
klein ist, so schneidet die Gerade SR auch die Strecke AB. 

Nach 33. liegen A und D zu verschiedenen Seiten von SR; wenn 
r(E, D) geniigend klein ist, liegt E auf derselben Seite von SR wie D, 
also A und E auf verschiedenen Seiten, d.h. AE schneidet SR. 

Hieraus leitet man das Paschsche Axiom sofort ab: 

34. A,B,C mégen nicht auf einer Geraden liegen, wenn g einen 
inneren Punkt R von AB trifft, so trifft g auch einen Punkt von AC + CB. 

Nach dem Hilfssatz gibt es nimlich auf BC einen von B verschiedenen 
Punkt E£, so daB auch noch alle Strecken A> BE von g getroffen werden. 
Ist nun g-AE = &, so ist alles bewiesen, sonst gibt es auf EC noch einen 
Punkt F, so daB alle Strecken von A >< EF von g geschnitten werden. Durch 
Fortsetzung des Verfahrens folgt aus Stetigkeitsgriinden: Der letzte von g 
in Y getroffene Strahl AX, wenn X von B nach C auf BC lauft, ist 
entweder AC, dann sind wir fertig, oder ein solcher Strahl, fiir den X = Y, 
dann ist ebenfalls alles gezeigt. 

Man wird nun vermuten, daB in unseren Ebenen das Parallelenaxiom 
erfiillt ist. Zu seinem Beweis brauchen wir folgendes: {h,} sei eine kon- 
vergente Folge von Geraden durch P, die Normale zu h, in P heife l,,, 
r, sei eine Folge positiver Zahlen mit r,fco, M, Cl, ein Punkt mit 
r(M,, P)=r,. Dann streben die Kreise um M, durch P gegen die Grenz- 
gerade h von h,. 

Dazu schlagen wir um P einen Kreis mit dem festen Radius d, seine 
Schnittpunkte mit h, seien H,, H;. Es strebt nun 


Hi H' ch mit r(H, P) =d, i=1, 2. 
Eine ahnliche SchluBweise wie beim Beweis von 24. zeigt: 


r(M,, Hn) —r(M,, Hy)— 0. 
Somit ist auch 

r(M,, H*) —r(M,, H*)—0 
und 


r(M,, H*)—r(M,, P)—0. 


Bezeichnet K; den Punkt k,- M, H’, so strebt auch r(H’, K})—0 und 
damit r(H*, k,)—0. eer 

Nun sei eine beliebige Gerade A und ein Punkt AdA gegeben. 
Durch A lege ich die Basislinie 17 zu h, 1-h = M. M,Cch sei eine beliebige 
Folge mit r(M,,M)—+ co. Wir wollen die Grenzgerade der AM,, unter- 
suchen. Ich betrachte die Kreise k, um M, durch A. Die Basislinien zu 











H. Busemann. 


156 


M,A durch A mégen ¢, heiBen, ¢ sei eine Haufungsgerade der ¢,, ¢,,, eine 
gegen t konvergente Teilfolge. Nach dem Hilfssatz ist 





lim k, , =, 
andererseits ist wegen r(M,,A) —r(M,, M)—0 
lim k,, = AM, 
also 
limt,=— AM. 


Nun ist die Beziehung zwischen Basislinie und Normale in einem festen 
Punkt eineindeutig; auBerdem hangt die Basislinie stetig von der Normale 
ab, was man genau wie 20. beweist, daher ist auf Grund der Eineindeutig- 
keit auch die Normale stetig von der Basislinie abhingig. Also strebt AM, 
gegen die Normale zu AM in A. Da keine Annahme dariiber gemacht 
war, wie M, auf fA ins Unendliche riickt, haben wir gefunden: 

35. h set eine beliebige Gerade, A ein nicht auf h gelegener Punkt. 
Riickt M, nach der einen oder anderen Seite auf h ins Unendliche, stets 
strebt AM, gegen die Normale in A zu der Basislinie durch A zu h. 

Hierin ist offenbar das Parallelenaxiom enthalten. 





$5. 
Bestimmung der dreidimensionalen Geometrien mit Grenzkreisaxiom. 


Alle projektiven Axiome fiir den dreidimensionalen Raum sind nach- 
gewiesen. Hieraus folgt fiir unsere Ebenen die Giiltigkeit des Desarguesschen 
Satzes. Daher lassen sich wegen der Giiltigkeit des Parallelenaxioms die 
Ebenen so auf den ganzen zweidimensionalen Zahlenraum topologisch ab- 
bilden, daB Geraden in Geraden, insbesondere also parallele Geraden in 
ebensolche itibergehen. Ubernehmen wir dann unsere Metrik in den E£,, so 
haben wir den Z, so metrisiert, daB die Geraden die Kiirzesten und die 
Parallelen aquidistant sind. Hieraus lat sich unter gewissen Differenzier- 
barkeitsannahmen nach P. Funk’’) schlieBen, daB unsere MaSbestimmung 
Minkowskisch ist. 

Wir werden also vermuten, da8 auch die dreidimensionalen Geometrien, 
selbst ohne Differenzierbarkeitsvoraussetzungen, Minkowskisch sind. Zum 
Beweis bilden wir zunichst unseren Raum auf den Z, kollinear ab. Dazu 
fiihren wir in iiblicher Weise**) eine unendlich ferne Ebene ein. Wir be- 
kommen so einen projektiven Raum, in dem alle Stetigkeitsaxiome gelten. 


1”) Uber Geometrien, bei denen die Geraden die Kiirzesten sind, Math. Annalen 
101, 8. 235. 


‘*) Vgl. z. B. F. Schur, Grundlagen der Geometrie, Leipzig 1909, § 2. 
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Nun fiihren wir auf bekannte Art projektive Koordinaten ein’), und 
zwar so, daB wir unsere unendlich ferne Ebene als unendlich ferne Ebene 
des Koordinatensystems nehmen. Da dabei jedem Punkt ein Zahlentripel 
und jedem Zahlentripel ein Punkt entspricht und die Ebenen lineare 
Gleichungen haben, ist damit unser Raum kollinear auf den ganzen Zahlen- 
raum abgebildet. Dabei bleiben parallele Ebenen bzw. Geraden parallel, 
da sich die unendlich fernen Ebenen entsprechen. 

Jetzt iibertragen wir unsere Metrik auf den Z,, d.h. wir schreiben je 
zwei Punkten des HZ, die Entfernung zu, die die entsprechenden Punkte 
in unserer Metrik haben. Wir bewegen uns von nun an stets im Z,; wenn 
dabei von ,,Kugeln“ die Rede ist, meinen wir jedoch immer Kugeln be- 
ziiglich der neuen Metrik. Wir bemerken noch, daB auf Grund des Par- 
allelenaxioms und der Tatsachen iiber Normalen und Basisebenen Trans- 
lationen definiert sind. 


36. Die Kugeln sind im scharfen Sinne konvex, weil die Originale 
es sind. In jedem Punkt gibt es genau eine Stiitzebene. Sie beriihrt die 
Kugel nur in diesem Punkt. 

DaB es mindestens eine solche gibt, naimlich die Basisebene zu dem 
betrefienden Radius, wissen wir schon. Gabe es an die Kugel K(M, P) in P 
zwei Stiitzebenen « und f, so wiirde aus der Definition der Kugel 


r(M, a) =r(M, 8) =r(M, P) 


folgen. Es gibt aber auf « und f nach 10. nur je einen Punkt P, der 
dieser Gleichung geniigt. Nach 26. ist sowohl « wie 8 Basisebene zu MP 
in P, also «= B. 

37. Zu parallelen Radien zweier Kugeln gehéren parallele Stiitzebenen. 

Das folgt daraus, daB die Basisebenen zu parallelen Geraden parallel 
sind. Genau so sieht man fiir die Ebene: 

38. An einen Kreis gibt es in jedem Punkt genau eine Stiitzgerade. 
Diese trifft den Kreis nur in jenem Punkt. Bei zwei Kreisen gehéren zu 
parallelen Radien parallele Stiitzgeraden. (Die Kreise einer Ebene sind die 
Schnittkurven der Ebene mit den Kugeln, deren Mittelpunkte in der Ebene 
liegen.) 

Aus 37. und 38. folgt: 

39. Zwei Kugelflachen kénnen durch eine Ahnlichkeitstransformation 
ineinander tibergefiihrt werden. 

Es reicht, das fiir Kugeln mit demselben Mittelpunkt zu zeigen, da 
dies stets durch eine Translation erzielt werden kann. k, und k, seien 


1) Siehe Veblen and Young, Projective Geometry 1, 2. Aufl, New York 1916, 8.191. 
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zwei Kugeln mit dem Mittelpunkt M; P,C k,, P,C k,, sowie Q,Ck,, Q.~ ky 
mégen jeweils auf demselben Radius liegen. Es ist zu beweisen: 

r(M,P,) 1r(M,Q,) 

r(M,P,) r(M,Q,)° 

Die Ebene durch M, P,, Q, schneidet k, in einem Kreis g, und k, 

in einem Kreis g, durch P, und Q,. Nun sind q,,q, konvexe Kurven in 
dieser Ebene. Also existiert, wenn wir in ihr Polarkoordinaten r,m mit 
M als Nullpunkt einfiihren, in jedem Punkt sowohl die rechte wie linke 
Ableitung, da es aber in jedem Punkt nur eine Stiitzgerade gibt, miissen 
die beiden Ableitungen zusammenfallen. g, und q, sind konvexe diffe- 
renzierbare Kurven und als solche auch stetig differenzierbar. Die Par- 
allelitat der Tangenten in den Punkten von qg, und g,, die zu demselben 
Wert @ gehéren, driickt sich, wenn g; die Gleichung r= r,(y) (¢ =1, 2) 
hat, analytisch so aus: 





(ri (~) sin p — r, cos p)(r3(~) cos p — r, sin ~) 
(r3(q) sin p — r, cos ~) (rj (~) cosy — r, sin P~), 


woraus man durch Ausmultiplizieren findet: 


2(1)—0, dh. “= konst. 


, , 1 
T,7,. — Tal, = Ta \— 
a's : Ty) To 


1 


40. Die Kugeln unserer Metrik sind konvexe, adhnliche und ahnlich 
gelegene Flachen; in jedem Punkt gibt es nur eine Stiitzebene, die stetig 
von den Kugelpunkten abhdngt. 


Hieraus folgt: Unsere Geometrie ist Minkowskisch. 


41. Umgekehrt erfiillt jede Minkowski-Geometrie, deren Eich{ldchen 
die obigen Eigenschaften unserer Kugeln haben, das Grenzkreisaxiom. 

Das ergibt sich leicht aus folgendem Satz: & sei eine konvexe Flache 
mit Mittelpunkt (1) im £,, mit den angegebenen Eigenschaften; ist s 
eine beliebige Sehne, die nicht durch den Mittelpunkt geht, so betrachten 
wir die durch s und M bestimmte Ebene #, ziehen an die durch f in k 
ausgeschnittene Kurve, deren Tangente stetig ist, in den Endpunkten der 
Sehne die Tangenten und nennen den von diesen gebildeten spitzen Winkel w 
.den zu s beziiglich k gehérigen Winkel“. 

w wird klein gleichmafig fiir alle Sehnen s. 


Ware das nicht richtig, so gibe es eine Folge von Sehnen mit 
gegen Null strebender Linge, s,— 77? derart, daB der zu s, gehérige 
Winkel + (t}, t?) zwischen den Tangenten ¢; und ¢}, in 7,’ und 7; dauernd 
gréBer als d >0 bleibt. Nun suche ich aus {»} eine solche Teilfolge {¥, } 
aus, daB die Folgen {7,, T;,}, {t/,}, {t2,}, {T:,} konvergieren. Die Kurven, 
die von den Durchmesserebenen durch s, ausgeschnitten werden, konver- 
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gieren gegen die durch die Grenzebene ausgeschnittene Kurve c. ¢}, mub 


gegen eine Stiitzgerade an c in 7’'=lim 7,, konvergieren, ebenso ¢;,. Da 
es in 7 an c aber nur eine Tangente gibt, strebt gegen die Voraussetzung 


x (c. ty.) yy 0 7 
Nun liege eine Minkowski-Geometrie vor, deren Eichflichen in jedem 
Punkt genau eine Stiitzebene haben, die nur in diesem Punkt beriihrt. 
Die hierin enthaltene scharfe Konvexitat der Eichflachen liefert die 
Geradenaxiome I bis VI*®). 
X, Y sei ein beliebiges Punktepaar und {7\} eine Punktfolge mit 
r(T,,X)—+co und 
r(T,,X)=r(T,,Y). 
Es ist zu zeigen 
r(T,, P)—r(T,, X)—+0 
fiir irgendeinen festen Punkt’ P der Strecke XY. Durch Translationen W,, 
fiihren wir die Punkte 7', alle in einen Punkt M jiber, die Punkte X, Y 
und P mégen durch W, in X,, Y, und P, iibergehen. Wir betrachten 
eine feste Kugel k um M, und die Schnittpunkte 
X.= MX,-k, Y,.=MY,-k. 
Wegen 
r(M,X,)—-oo, 1r(X,Y)=r(X,, Y,) 
strebt 
r(Xn,¥n)—+0, 
also strebt nach dem Hilfssatz der zu X,Y; beziiglich k gehérige Winkel 
gegen Null. Da zu parallelen Radien parallele Stiitzgeraden gehéren, strebt 
auch der zu X,Y, beziiglich K(M,X,) gehérige Winkel 3 (ti, t;) gegen 
Null und damit 
(ta, Xn Yn) —-0, (th, Xn Yn) —-0. 
Daraus folgt 
r (Pus tn t tr) —+0 
und hieraus infolge der Konvexitaét von K(M, X,) 
1 (Pu, tn + tr) > 17 (Pn, K (M, X,)) +0; 
d.h. auf K(M,X,,) gibt es einen Punkt Z,, so dab r(P,,Z,)—-0 strebt, 
also gilt 
r(M, P,) — r(M,X,)—0. 
Indem man die Translationen W,* macht, findet man die Behauptung. 


Den etwas allgemeineren Fall: P beliebig auf XY und 
r(T,,X) —r(T,,¥)—~0 


leitet man leicht aus dem behandelten ab. 


20) Minkowski, Geometrie der Zahlen, Leipzig 1913, § 1. 
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Unser Ergebnis lautet also: 

Die Geometrien in dreidimensionalen Raumen, in denen die 
Geradenaxiome (I bis VI) und das Grenzkreisaxiom VII gelten, 
sind die Minkowski-Geometrien mit im scharfen Sinne konvexen 
Eichflachen, die in jedem Punkt genau eine Stiitzebene haben. 

Bemerkung. Um von der Minkowski-Geometrie zur Euklidischen zu 
gelangen, braucht man noch den ersten Kongruenzsatz. Da Translationen 
und Dilatationen von einem Punkt aus schon definiert sind, geniigt zu 
wissen, daB der Kongruenzsatz in der Umgebung eines Punktes gilt. Eine 
dieser letzten faquivalente Forderung, deren Formulierung nur die Ent- 
fernungsfunktion benutzt, ist nach O. Veblen™) folgende: 

VIII. Es gebe einen Punkt K und eine Umgebung S(K,e) (o > 0) 
von K, so da fiir je 6 von K verschiedene Punkte A, B, C, A’, B’, C’, 
aus S(K,o), wo K mit B und C sowie mit B’ und OC’ je auf einer von 
K ausgehenden Halbgeraden liegt (mit der Entfernungsfunktion ausgedriickt: 
r(K,B)+17(B,C)=r(K,C), r(K, B’)+1(B’,C’)=r(K,C’)), die den 
vier Beziehungen 


r(K,A) = r(K, eh, 
r(K,B)=r(K, 

r(K,C)=r(K, whe 
r(A, B) =1(A’, B’) 


gentigen, stets auch 
r(A,C)=r(A’,C’) 
gilt. 
Also haben wir: Wenn die Meirik eines dreidimensionalen Raumes 
den Axiomen | bis VIII geniigt, so ist sie Euklidisch. 


*t) Monographs on topics of modern mathematics relevant to the elementary 
field, herausg. von J. W. A. Young, New York 1911, S. 30. 


(Eingegangen am 26. 5. 1931). 














Dimensionstheorie. 
Ein Beitrag zur Geometrie der abgeschlossenen Mengen. 


Von 


Paul Alexandroff in Moskau*), 


1. Die Untersuchungen der letzten zwanzig Jahre haben mehrere Teile 
der Topologie zu einem einheitlichen Ganzen zusammenschmelzen lassen, 
welches man in seinen inneren Zusammenhiangen heute wirklich versteht 
und iibersieht. Das so entstandene Stiick der mathematischen Wissenschaft 
enthalt nicht nur den klassischen Stoff der ,elementaren“ Topologie (so 
wie er zum erstenmal in Veblens Buch ,Analysis Situs“ zusammengestellt 
worden ist), sondern auch die ganze Zerlegungs- und Verschlingungstheorie 
(vom Jordanschen Satz bis zu den neuesten Verallgemeinerungen des 
Alexanderschen Dualititssatzes), sowie groBe Teile der Theorie der stetigen 
Abbildungen, insbesondere den Abbildungsgrad und die vollsténdige Lésung 
des Problems iiber die algebraische Anzahl von Fixpunkten. Obwohl die 
sogenannten klassischen Probleme der Analysis Situs — so die Haupt- 
vermutung der kombinatorischen Topologie, die Charakterisierung der sphi- 
rischen Mannigfaltigkeiten (die Poincarésche Vermutung), das Triangulier- 
barkeitsproblem, das Knotenproblem usw. — noch immer ungelést sind, 
ist der erre.chte Erfolg groB, denn man steht heute vor einem klaren 
und einheitlichen Gebaude, welches weit iiber den Inhalt des Veblenschen 
Buches hinausragt und dennoch als elementare Topologie bezeichnet wer- 
den kann. 

Was verleiht diesem Gebaude seine Einheitlichkeit und gibt uns gleich- 
zeitig die Méglichkeit, in alle seine Teile einzudringen? Ein einziger Begriff — 


*) Der Inhalt dieser Arbeit bildete den Gegenstand einer Vorlesung, die ich im 
Sommer 1930 an der Universitat Géttingen gehalten habe; ihre wesentlichen Resultate 
sind in zwei Comptes-Rendus-Noten ,Sur la théorie de la dimension“ und ,Analyse 
géométrique de la dimension des ensembles fermés“ (C. R. 190, S. 1102—1105 u. 191, 
8. 475—477, beides 1930) kurz zusammengefabt. 

Mathematische Annalen. 106. ll 
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der Homologie- oder Berandungsbegri//, und eine einzige Konstruktion — die 
Schnittkonstruktion; der Leser findet eine Zusammenfassung der Homologie- 
und Schnittdefinitionen im § 2 der vorliegenden Arbeit (wo er auch auf 
weitere Literatur verwiesen wird). Es sei aber schon jetzt betont, dab 
der Berandungsbegriff ein rein kombinatorischer Begriff ist, der von den 
»Randpunkten einer Punktmenge“ ganz unabhingig ist. 





2. In der vorliegenden Arbeit soll nun gezeigt werden, daB auch die 
Dimensionstheorie zu dieser ,elementaren“ Topologie gehdrt, daB auch sie 
durchaus von den Homologie- und Schnittkonstruktionen beherrscht wird’). 
Das diirfte kaum jemanden iiberraschen: in einer Reihe von Arbeiten, die 
in den letzten Jahren erschienen sind, wurde allmahlich klar gemacht, 
daB die gestaltlichen Eigenschaften selbst der allgemeinen topologischen 
Gebilde nur ein Grenzfall der entsprechenden Eigenschaften der Polyeder 
sind, und infolgedessen prinzipiell mit den Methoden, die sich in der 
Polyedertopologie ausgebildet haben, angegriffen werden kénnen*). Insbeson- 
dere mu8 das natiirlich auch fiir den Dimensionsbegriff der Fall sein, und 
es wurde tatsichlich bewiesen, daB die gewdhnliche (Brouwer-Urysohn- 
Mengersche) Dimension einer abgeschlossenen Menge F die kleinste Zahl r 
ist von der Eigenschaft, daB F mittels einer beliebig kleinen Deformation 
in ein r-dimensionales Polyeder*) iibergefiihrt werden kann‘). 

Wenn aber auf diese Weise ein Anschlu8 des allgemeinen Dimensions- 
begriffes an das anschauliche Material der Polyedertopologie auch erbracht 
wurde, so geschah zur Geometrisierung der Dimensionstheorie (nicht allein 


1) Vgl. hierzu die allgemeinen Fragestellungen in meiner Arbeit Zum allge- 
meinen Dimensionsproblem“, Nachr. d. Gesellsch. d. Wiss. zu Géttingen, 6. Juli 1928, 
sowie ,Untersuchungen iiber Gestalt und Lage abgeschlossener Mengen beliebiger Dimen- 
sion“, Annals of Mathematics (2) 30 (1928), S. 101—187. Diese Arbeiten werden im 
folgenden als ,Dimensionsproblem“ bzw. ,,Gestalt und Lage“ zitiert. 

*) Diese Reihe beginnt mit der kurzen Brouwerschen Note ,Invarianz der 
geschlossenen Kurve“, Math. Annalen 72 (1912), S. 422—425, in der die geometrische 
Topologie der abgeschlossenen Mengen im modernen Sinne des Wortes begriindet 
wurde. Die allgemeine Fragestellung wurde aufgegriffen in der Arbeit des Verfassers 
»Simpliziale Approximationen in der ailgemeinen Topologie“, Math. Annalen 96 (1926), 
8. 488—511; darauf folgen mit wesentlichen Beitrigen die Arbeiten von Vietoris, Math. 
Annalen 97 (1927), S. 454-472 und von Lefschetz, Proceed. Nat. Acad. 18 (1927), 
8. 614—622 und 805—807. Vgl. auch die in der vorigen FuBnote zitierten Arbeiten. 

5) Ein Polyeder ist eine Punktmenge, die sich in endlich viele (nicht notwendig 
gleichdimensionale) Simplexe zerlegen 148t, so daB der Durchschnitt zweier Simplexe 
dieser Zerlegung entweder leer oder eine gemeinsame Seite der beiden Simplexe ist. 
Die Héchstdimension der bei einer solchen Zerlegung auftretenden Simplexe heiBt 
die Dimension des Polyeders. Die Definition eines Simplexes wird vollstandigkeits- 
halber in § 2, Nr. 17, wiedergegeben. 

*) Siehe wegen des Beweises Gestalt und Lage“ Kap. I, Nr. 4—11, 8. 115—120. 
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der Dimensionsdefinition) so gut wie gar nichts; diese Theorie blieb ohne 
jeden Zusammenhang mit der iibrigen Topologie — eine Theorie, die ihren 
Methoden nach mehr zu der Punktmengenlehre, wie sie sich im Rahmen 
der reellen Funktionen ausgebildet hatte, als zur eigentlichen Analysis Situs 
gehérte. 


Erst die tatsdchliche Anwendung des kombinatorischen Homologie- 
begrifjes auf die allgemeinen mengentheoretischen Gebilde erlaubt uns fest- 
zustellen, daB die Dimensionstheorie gar keine Theorie fiir sich, sondern 
lediglich der erste Paragraph einer noch in thren Anfangen stehenden all- 
gemeinen Untersuchung der Berandungs- und Schnitt- (insbesondere Ver- 
schlingungs-) Konstruktionen in abgeschlossenen Mengen ist und als solche 
auch aufgebaut werden soll. Erst dieser Standpunkt gibt uns eine richtige 
Perspektive und fiihrt zu einer natiirlichen und reichen Problematik. Nur 
durch das Fehlen der richtigen geometrischen Grundlage in der bisherigen 
rein mengentheoretischen Entwicklung der Dimensionstheorie war ihre iso- 
lierte Steliung bedingt; diese Grundlage, die in der vorliegenden Arbeit 
gegeben werden soll, bedeutet aber — wie dfters — das Ende der selb- 
stindigen Existenz einer Theorie, ihr Aufgehen in einem umfassenderen 
Kapitel der Mathematik. 


3. Die kombinatorische Theorie der Komplexe und ihrer Berandungs- 
und Schnittinvarianten setzt einen gewissen Koeffizientenbereich voraus, 
dessen Elemente als Koeffizienten auftreten, mit denen die Simplexe — als 
Bestandteile eines Komplexes — versehen werden; diese Koeffizienten sind 
die ,,Vielfachheiten“, mit denen die Elemente eines Komplexes zu ziahlen 
sind. Als Koeffizientenbereiche treten neben dem Bereiche aller ganzen 
Zahlen auch die Restklassenringe modulo eines beliebigen m und gelegentlich 
auch der Kérper der rationalen Zahlen auf. Je nachdem man den einen 
oder den anderen,Koeffizientenbereich wahlt, erhalt man verschiedene ,,Homo- 
logietheorien* — insbesondere aber, neben der ,,gewdhnlichen“ Theorie (der 
der Ring der ganzen Zahlen zugrunde liegt) die sogenannten Theorien 
modulo m, die eine immer wichtigere Rolle spielen®). Aus dem AnschluB 
der Dimensionstheorie an die Polyedertopologie folgt somit mit Notwendig- 
keit, daB man auch unendlich viele verschiedene Dimensionsbegriffe erhilt, 
die den verschiedenen Koeffizientenbereichen entsprechen. 

Der Dimensionsbegriff wird namlich in der vorliegenden Arbeit auf 
folgende Weise eingefiihrt (§ 3). 

Man beginnt mit der Ubertragung auf beliebige abgeschlossene Mengen F 
des kombinatorischen Begriffes eines Zyklus (d. h. eines Komplexes mit 





5) Alle diese Begriffe sind im § 2 gestellt 
11* 
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verschwindendem Rand), und zwar versteht man unter einem r-dimen- 
sionalen wahren Zyklus in F eine Folge 


ZB" = (5), 9g, «++, Spy +s) 


von kombinatorischen r-dimensionalen Zyklen, deren Eckpunkte zu F ge- 
héren und deren Simplexe mit wachsendem & unendlich klein werden. 
Wenn alle zj Zyklen nach demselben Modul m sind, heiBt Z” ein wahrer 
Zyklus modulo m, wobei im Falle, wenn die z, »gewohnliche* Zyklen sind 
(d. h. wenn der Koeffizientenbereich der Ring der ganzen Zahlen ist), man 
von ganzzahligen Zyklen oder auch von Zyklen modulo Null spricht, so daB 
m die Werte 0, 2,3,... haben kann. 

Wenn aber z; ein Zyklus modulo m, ist (m, andert sich im allge- 
meinen mit k), heiBt Z’ ein wahrer Zyklus nach variablem Modul. Fiir 
Zyklen nach variablem Modul lassen sich die Begriffe der Berandung, des 
Tragers, der Wesentlichkeit durchaus analog wie fiir den Fali eines kon- 
stanten Moduls festlegen*). 

Sobald man aber die letztgenannten Begriffe eingefiihrt hat, hat man 
auch den Dimensionsbegriff: die Menge F hetBt r-dimensional, wenn es 
in thr einen berandenden wesentlichen (d. h. in einem gewissen leicht zu 
prazisierenden Sinne ,nicht zusammenklappenden“) r — 1-dimensionalen 
Zyklus gibt, und wenn andererseits jeder berandende Zyklus hoherer Di- 
mension unwesentlich ist (,,zusammenklappt*). Je nachdem man dabei 
Zyklen modulom (m==0,2,...) bzw. Zyklen nach variablem Modul im 
Auge hat, erhalt man die Dimensionen modulo m, A™(F) bzw. die Di- 
mension nach variablem Modul, A(F). Dabei ergibt sich, daf die Di- 
mension nach variablem Modul mit der Brouwerschen Dimension iden- 
tisch ist. 

Nachdem im § 2 die notwendigen Definitionen und Satze iiber Zyklen 
und Berandungen in abgeschlossenen Mengen zusammengestellt bzw. be- 
wiesen sind, wird im § 3 der soeben formulierte Aquivalenzsatz erbracht 
und somit der Brouwersche Dimensionsbegriff in das System der Homologie- 
invarianten eingeordnet. 

Der Beweis des Aquivalenzsatzes stiitzt sich auf den Begriff der so- 
genannten wesentlichen Abbildungen der abgeschlossenen Menge F auf einen 
n-dimensionalen Wiirfel (bzw. auf die n-dimensionale Sphiare). Die stetige 
Abbildung f von F auf den n-dimensionalen Wiirfel W” (bzw. auf die S") 
heiBt wesentlich, wenn man durch stetige Abanderungen von f (bei denen 
— im Falle des Wiirfels — die Abbildung in allen Punkten, die in Rand- 
punkte von W” abgebildet werden, fest bleibt) unméglich erreichen kann, 
da8 ein Punkt von W” (bzw. von S") nicht mehr als Bildpunkt auftritt. 
Es gilt nun folgender Satz, der im § 1 bewiesen wird: 
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Die Menge F ist dann und nur dann im Brouwerschen Sinne min- 
destens r-dimensional, wenn sie sich auf den n-dimensionalen Wiirfel 
wesentlich abbilden lapt. 

Andererseits hat H. Hopf*) gefunden, da8 fiir die Wesentlichkeit einer 
Abbildung f eines n-dimensionalen Polyeders P auf den W” notwendig und 
hinreichend ist, daB ein sogenannter n-dimensionaler Relativzyklus in P, 
modulo irgendeines m, vorhanden ist, welcher mittels f mit einem von Null 
verschiedenen Grade auf W” abgebildet wird. Aus den beiden genannten 
Satzen und der Méglichkeit, F im Sinne der beliebig kleinen Deformationen 
mit Polyedern zu approximieren, ergibt sich leicht der Beweis des Aquiva- 
lenzsatzes. 


4. Es sei sogleich erwahnt, daB — wie Herr Pontrjagin durch geist- 
reiche Beispiele gezeigt hat‘) — alle hier erwahnten Dimensionsbegriffe 
tatsdchlich voneinander verschieden sind; dabei lassen sich die Beispiele, 
die diese Verschiedenheit realisieren, im vierdimensionalen Euklidischen 
Raum konstruieren, wahrend fiir alle abgeschlossenen Mengen des drei- 
dimensionalen Raumes unsere Dimensionsbegriffe sdmtlich zusammen- 
fallen. Der dreidimensionale Raum spielt also vom Standpunkt der allge- 
meinen Dimensionstheorie eine ganz besondere Rolle: er ist der héchst- 
dimensionale Euklidische Raum, dessen abgeschlossene Mengen auf eine 
eindeutige Weise ,Homologie-Dimensionen“ erhalten kénnen. 

Herr Pontrjagin hat ferner gezeigt’), dab, wenn m Null oder eine 
Primzahl ist, der Dimensionsbegriff modulo m dem sogenannten Produkt- 
satz geniigt. Dagegen gilt fiir die Browwersche Dimension (und fiir die 
Dimensionen nach einem zusammengesetzten Modul) der Produktsatz nicht. 


5. Im § 4 wird fiir jeden der hier genannten Dimensionsbegriffe eine 
»Dimensionstheorie“ entwickelt. Dabei zeigt sich, daB alle diese ,,.Dimen- 
sionstheorien“ durchaus parallel laufen: in jeder hat man den ,Summen- 
satz“ (,eine r-dimensionale Menge F la8t sich nicht als Summe endlich- 
oder abzahlbar-vieler héchstens r — 1-dimensionaler abgeschlossener Mengen 
darstellen“); das Brouwersche Invarianzprinzip (,,eine r-dimensionale F 
kann nicht mittels einer beliebig kleinen stetigen Deformation in eine Menge 
niedrigerer Dimension iibergefiihrt werden“); den Satz von den Cantorschen 
Mannigfaltigkeiten (jede r-dimensionale F enthilt eine r-dimensionale 
Cantorsche Mannigfaltigkeit“, d. h. ein r-dimensionales Kontinuum, welches 
durch keine héchstens r — 2-dimensionale Menge zerlegt werden kann; der 
Satz la8t sich sogar wesentlich verschirfen) usw. 


*) Rec. Math. Moscou. 
*) Vgl. Pontrjagin, Comptes rendus 190 (1930), S. 1105—1107, sowie eine dem- 
nachst in den Math. Annalen erscheinende ausfiihrliche Darstellung. 
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Im Mittelpunkt des.§ 4 steht jedoch der allgemeine dimensionstheo- 
retische Rechtfertigungssatz, welcher besagt, daB die r-dimensionalen abge- 
schlossenen Mengen des n-dimensionalen Raumes sich in bezug auf den 
umgebenden Raum wirklich so verhalten, wie wir es von ihnen erwarten. 

Es gilt namlich folgendes: wenn 4(F)=r bzw. 4"(F)=r (m2>2) 
ist, so gibt es im R” Vollkugeln [", in deren Innerem n — r — 1-dimen- 
sionale Polyederzyklen bzw. Zyklen modm liegen, welche mit F in U" 
verschlungen sind, d.h. zu F fremd sind, aber keinen in U" liegenden und 
zu F fremden Komplex beranden; wenn dagegen 4(F) bzw. 4”(F) kleiner 
als r ist, so laBt sich in jeden in einem Kugelinnern U" liegenden, zu F 
fremden n — r — 1-dimensionalen Zyklus (bzw. Zyklus mod m) ein durch ihn 
berandeter Komplex einspannen*), welcher ebenfalls in U” liegt und zu F 
fremd ist. Fiir den Fall mod 0 gilt ein analoger Satz, nur ist dann die ein- 
fache Berandung durch die sogenannte ,, Homologie mit Division“ zu ersetzen. 

Durch diesen Satz ist die Méglichkeit gegeben, die Dimension von F (und 
zwar sowohl die Brouwersche Dimension als auch die Dimensionen modulo m) 
von den Eigenschaften des Komplementirraumes R"— F abzulesen. 

Fiir die Brouwersche Dimension gibt es noch eine zweite Charakteri- 
sierung dieser Art, die sich dadurch auszeichnet, daB sie keinerlei topo- 
logische Begriffe (auBer dem Begriff der stetiger. Deformation) voraussetzt 
und tatsichlich jedem Leser ohne weiteres zuginglich sein diirfte; sie ist 
in der Nr. 63 formuliert. 


6. Die schon an manchen friiheren Stellen der Arbeit angedeuteten 
Zusammenkinge zwischen den beiden grundlegenden Begriffen der allge- 
meinen geometrischen Topologie — der Dimension und der Geschlossenheit — 
werden im § 5 weiter verfolgt*); man wird dabei auf den Begriff der ge- 
schlossenen Cantorschen Mannigfaltigkeit*®) gefiihrt. 

Zunichst beweist man, daB, falls Fc R” und 4(F)—r ist, in R"—F 
dann und nur dann n—r-—1-dimensionale nicht berandende Zyklen 
existieren, wenn F einen nicht berandenden r-dimensionalen Zyklus nach 
variablem Modul enthalt. Solche r-dimensionale Mengen nennen wir zyklisch. 
Es ergibt sich nun, daf die r-dimensionalen zyklischen Mengen unter allen 
r-dimensionalen Mengen dadurch charakterisiert sind, daB sie sich auf 
die r-dimensionale Sphdre wesentlich abbilden lassen. 


*) Im Falle ,modulo m* ist natiirlich auch die Berandung nach dem betreffenden 
Modul gemeint. Ubrigens ist in diesem Satz als Spezialfall enthalten, daB der R* im 
Sinne aller erwahnten ,Di ionstheorien“ n-dimensional ist. 

*) Dieser Zusammenhang bildet bereits den Hintergrund der klassischen Brouwer- 
schen Untersuchungen iiber die Invarianzsitze der n-dimensionalen Topologie, Math. 
Annalen 70, 71. 
1°) Vgl. FuBnote **). 
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Eine zyklische Menge, die keine echte zyklische Teilmenge von der- 
selben Dimension enthalt, heiBt eine geschlossene Cantorsche Mannig- 
faltigkeit. 

Analoge Begriffe (jedoch kein Satz iiber wesentliche Abbildungen) 
lassen sich auch fiir den Fall mod m aufstellen™'). Wenn es sich umn —1- 
dimensionale Teilmengen des R" handelt, stimmen die zyklischen Mengen 
nach einem beliebigen konstanten oder variablen Modul iiberein: sie sind 
einfach abgeschlossene Mengen, die den R” zerlegen. Insbesondere ist eine 
n — 1-dimensionale geschlossene Cantorsche Mannigfaltigkeit des R” ein 
Kontinuum, welches den Raum zerlegt und die gemeinsame Begrenzung 
aller Gebiete bildet, die durch diese Zerlegung bestimmt werden. 

Der § 6 (der SchluBparagraph der Arbeit) ist einigen Bemerkungen 
gewidmet, welche einen axiomatischen Aufbau der Dimensionstheorie vor- 
bereiten diirften**). 

In den beiden letzten Paragraphen werden auch viele noch ungeléste 
Fragen aufgestellt. 


11) Die Gebilde, die ich in ,Gestalt und Lage“ geschlossene Cantorsche Mannig- 
faltigkeiten genannt habe, sind die ,Cantorschen Mannigfaltigkeiten modulo 2“ (s. u.). 

12) Es sei mir bei dieser Gelegenheit gestattet, zu den Untersuchungen von 
Herrn Menger iiber die Axiomatik des Dimensionsbegriffes (Monatsh. f. Math. u. Phys. 
36 (1930), 8.193) Stellung zu nehmen. Auch wenn der Ansatz des Herrn Menger sich 
fiir den n-dimensionalen Raum (und nicht, wie heute, bloB fiir die Ebene) durchfiihren 
lieBe — was iibrigens unter Benutzung des bereits erwahnten ,allgemeinen dimensions- 
theoretischen Rechtfertigungssatzes“ wohl auch gelingen diirfte —, kann ich ihn nicht 
als einen befriedigenden Weg zur axiomatischen Einfiihrung des Dimensionsbegriffes 
betrachten, und zwar aus folgenden beiden Griinden. 


1. Die Axiome des Dimensionsbegriffes sollen — um Anspruch auf eine wirkliche 
Lésung des Problems erheben zu diirfen — Eigenschaften der Dimension hervorheben, 
die wirklich etwas mit dem anschaulichen Wesen der Dimension zu tun haben, so 
daB, wenn nicht ,jeder Mensch auf der StraBe“, so doch wenigstens jeder Mathe- 
matiker sich gezwungen fihlt, zuzugeben, daB ohne die betreffende Eigenschaft kein 
verniinftiger Dimensionsbegriff existieren kann. Diese Eigenschaften sollen ferner 
geometrisch sein, d. h. auch im Falle der einfachsten geometrischen Gebilde, z. B. aer 
Polyeder, etwas aussagen. Z. B. driickt der endliche Summensatz (,,eine abgeschlossene 
Menge kann nicht als Summe von endlich vielen abgeschlossenen Mengen niedrigerer 
Dimension dargestellt werden“) oder auch das Brouwersche Invarianzprinzip (siehe 
oben Nr. 5) zweifellos solche Eigenschaften aus; beide Sa&tze bleiben iibrigens durch- 
aus auch im Falle, wenn die betreffende Menge ein Polyeder ist, inhaltvoll. 

Wie steht nun die Sache mit den Axiomen Herrn Mengers? Wenn man sich 
mit der Einfiihrung des vollen (,abzihlbaren“) Summensatzes als eines dimensions- 
theoretischen Axioms noch durchaus einverstanden erkliéren kann, so erfiillt das 
wesentlichste der Mengerschen Axiome keineswegs die obige Bedingung: wer kann 
tatsichlich als eine notwendige Eigenschaft der Dimension die Eigenschaft betrachten, 
daB jede nicht abgeschlossene Menge einer Teilmenge einer gleichdimensionalen be- 
schrankten abgeschlossenen homéomorph ist?! Mit demselben Recht kénnte man ja 
(Fortsetzung der FuSnote '*) auf nichster Seite.) 
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Dimension und wesentliche Abbildungen. 


7. Unter einer abgeschlossenen Menge wird im folgenden stets eine 
beschrankte abgeschlossene Menge eines Euklidischen Raumes R” von einer 
beliebigen Dimensionszahl n verstanden. Abgeschlossene Mengen und nur 
solche werden mit F, F’, ® usw. bezeichnet. Bequemlichkeitshalber denken 
wir uns gelegentlich den Raum R” durch Hinzufiigung eines einzigen 
unendlich fernen Punktes zum n-dimensionalen spharischen Raum abge- 
schlossen. 


verlangen, daB jede n-dimensionale nicht abgeschlossene Menge eine Teilmenge ent- 
halt, welche einer gleichdimensionalen beschrinkten abgeschlossenen Menge homéo- 
morph ist — gerade die Analogie mit der Ma8theorie, die Herr Menger so sehr betonen 
will, legt eine solche Symmetrie der Bedingungen nahe. Wie wenig anschaulich das 
Axiom von Herrn Menger ist, sieht man auch daran, da8 er sich urspriinglich (in einer 
im Wiener Akademischen Anzeiger erschienenen Voranzeige seiner Arbeit) anstatt der 
abgeschlossenen Mengen der G;-Mengen bediente — man mu8 zugeben, a priori mit 
demselben Recht. Die Axiomatik von Herrn Menger ist ein typisches Beispiel einer 
Axiomatik ad hoc, die von vornherein auf eine bestimmte Di ionsdefinition zu- 
geschnitten ist, welche sie zu rechtfertigen hat. Das beriihmte Kleinsche Prinzip, 
daB jedes neue Axiom, welches man einfiihrt, mindestens eine von dem unmittel- 
baren Zweck seiner Einfiihrung verschiedene Anwendung haben soll, wird von Herrn 
Menger ganz auBer acht gelassen. Wie interessant das Ergebnis von Herrn Menger 
an und fiir sich auch sein mége, eine Kldrung des Wesens der Dimension (wie wir sie 
von einem axiomatischen Aufbau der Dimensionstheorie erwarten diirften) bringt es 
nicht mit sich. 

2. Als einen weiteren Nachteil der Axiomatik Herrn Mengers betrachte ich die 
Unmiglichkeit, aus ihr eine Axiomatik fiir die Dimension der abgeschlossenen Mengen 
zu bekommen: die di ionstheoretischen Eigenschaften der nichtabgeschlossenen 
Mengen entziehen sich einstweilen jeder geometrischen Behandlung, lassen auch an- 
gesichts der vorhandenen Beispiele keine Hoffnung auf eine Besserung dieses Zustandes 
entetehen; deswegen macht eine Begriindung der Dimensionstheorie, die voraussetzt, 
da8 man auch bei der Betrachtung allein der abgeschlossenen Mengen notwendig 
die nicht abgeschlossenen Mengen beriicksichtigen mu8, eine Geometrisierung der 
ganzen Theorie unmdglich. 











Dimensionstheorie. 





169 


Eine abgeschlossene Menge F laBt bei jedem ¢ >0 e-Uberdeckungen 
zu, d. h. sie kann als Vereinigungsmenge von endlich vielen abgeschlossenen 
Mengen F,, F,, ..., F, dargestellt werden, von denen jede einen Durch- 
messer < ¢ hat. Zu jeder Uberdeckung gibt es eine ganze Zahl, die Ord- 
nung dieser Uberdeckung: das ist die gréBte Zahl k von der Eigenschaft, 
da8 es mindestens einen Punkt gibt, der zu & verschiedenen Elementen 
der Uberdeckung gehért. Eine e-Uberdeckung von der Ordnung k werden 
wir kurz eine (e, &)-Uberdeckung nennen. 


8. Die kleinste Zahl k von der Higenschaft, daB es zu jedem « eine 
(e, &+1)-Uberdeckung der Menge F gibt, heiBt die (gewdhnliche oder) 
Brouwersche Dimension von F und wird mit dim F bezeichnet'*). 

Von diesem Dimensionsbegriff gilt nun folgender Satz, auf dem die 
ganze hier zu entwickelnde Theorie beruht. 

Uberfiihrungssatz. Hine abgeschlossene Menge von der Dimension r 
laBt sich bet jedem e>0 in ein r-dimensionales Polyeder «-tiberfiihren, 
wahrend bei einem hinreichend kleinen « eine e-Uberfiihrung in ein Poly- 
eder niedrigerer Dimension unmédglich ist**). 


9. Es sei eine stetige Abbildung f einer abgeschlossenen Menge F auf 
ein Element £*°) gegeben; F’ sei die Menge der Punkte von F, die auf 
Randpunkte von HZ abgebildet werden. Man versuche durch stetige Ab- 
aiinderung der Abbildung f, die diese Abbildung in den Punkten von F’ 
unverandert laBt, zu erreichen, daB mindestens ein innerer Punkt von Z 
befreit werde, d. h. bei der abgeanderten Abbildung nicht mehr als Bildpunkt 
auftrete. Wenn dies nicht gelingt, nennen wir die Abbildung f wesentlich, 
sonst unwesentlich. Wir werden auch éfters die Ausdriickewesentliche bzw. 
unwesentliche Bedeckung von HZ (mit dem Bilde der Menge F) gebrauchen. 


18) Der Satz, daB diese Definition mit der urspriinglichen Brouwerschen (induk- 
tiven ) Dimensionsdefinition aquivalent ist, wurde von Urysohn bewiesen (vgl. Comptes 
rendus 175 (1922), 8.440 und Fund. Math. 8 (1926), 8. 300—301). Es sei in diesem Zu- 
sammenhange auch daran erinnert, daB Lebesgue der erste war, der in der obigen 
Uberdeckungseigenschaft das Wesen der Dimensionszahl der Euklidischen Raéume er- 
kannt hat (bewiesen hat den entsprechenden Satz fiir den R* allerdings erst Brouwer 
in seiner die Dimensionstheorie begriindenden Arbeit, Crelle 142 (1913), 8. 146—152). 

4) Unter einer s-Uberfithrung einer Menge FC R* in eine Menge F’ C R* ver- 
steht man eine stetige Abbildung von F auf F’, bei der jeder Punkt von F von 
seinem Bildpunkt um weniger als « entfernt ist. Der Uberfiihrungssatz wurde zum 
erstenmal vom Verfasser in den Comptes rendus 183 (1926), 8.640 und Math. Annalen 
98 (1928), S.617 bewiesen. Einen einfachen Beweis findet der Leser in Gestalt und 
Lage“, 8. 115—120. 

15) Ein Element ist eine Menge, die einem Simplex homéomorph ist. In unserem 
Falle diirfen wir offenbar stets voraussetzen, da8 das betreffende Element ein Simplex, 
ein Wiirfel oder eine Vollkugel ist. 
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10. Es gilt nun folgender 


1. Hauptsatz. Jede r-dimensionale abgeschlossene Menge laft sich 
auf ein r-dimensionales Element wesentlich abbilden; eine stetige Abbildung 
einer r-dimensionalen abgeschlossenen Menge auf ein Element hoherer Di- 
mension ist dagegen stets unwesentlich. 

Bemerkung. Wenn dim F>r ist, so enthailt F bekanntlich eine 
r-dimensionale Teilmenge F’. Wenn man nach dem 1. Hauptsatz F’ wesent- 
lich etwa auf den n-dimensionalen Wiirfel W” abbildet und diese Abbildung 
sodann auf ganz F erweitert, entsteht eine wesentliche Abbildung von F 
auf W”. Somit folgt aus dem 1. Hauptsatz: 

Die Menge F ist dann und nur dann mindestens r-dimensional, wenn 
sie sich auf ein r-dimensionales Element wesentlich abbilden laBt. 


Beweis. Die erste Behauptung des Hauptsatzes folgt sofort aus dem 
Uberfiihrungssatz. Es sei in der Tat ¢ so klein, daB man F in kein Polyeder 
von einer Dimension < r 2¢-iiberfiihren kann; man betrachte sodann irgend- 
ein r-dimensionales Polyeder P, in das sich F ¢-iiberfiihren laBt, und zer- 
lege es in Simplexe, die simtlich kleiner als « sind. 

Es seien 7,, T,,..., T, die Grundsimplexe des Polyeders P in der 
soeben gewahlten Simplizialzerlegung**), F,, F,,..., F, ihre Originalmengen 
bei der die Uberfiihrung von F in P darstellenden Abbildung f, F;, F:,..., F; 
die Originalmengen der Rinder der 7,;. Unter den 7, gibt es bestimmt 
r-dimensionale Simplexe; es seien dies T,, 7,,..., 7,. Ich behaupte, da8 
unter diesen Simplexen mindestens eins bei der Abbildung f wesentlich be- 
deckt wird. Es sei dies nicht der Fall. Dann definiert man eine Abbildung /’ 
von F folgendermaBen. Falls z< F,, i> ist, setze man f(x) = f(z). 
Man betrachte jetzt ein F; mit i< k. Da die Abbildung f von F, auf 7, 
nach Annahme unwesentlich ist, kann man sie — unter Festhaltung in den 
Punkten von F; — so abindern, da8 sie einen inneren Punkt a, von 7,, 
also auch eine Umgebung U(a;) dieses Punktes, von Bildpunkten freihilt. 
In U(a,) wahle man ferner ein zu 7, homothetisches Simplex ¢; und ziehe 
das Zwischengebiet 7;— 1%; auf den Rand von 7; zusammen. Insbesondere 
wird dadurch das ganze Bild von F, auf den Rand von 7; beférdert, so 
daS fiir jedes i < k eine stetige Abbildung von F; in den Rand von 7, 
entsteht. Diese Abbildung bezeichnen wir mit f’. Da in Punkten der Fi, 
also insbesondere in allen Punkten, die mehr als zu einem F; gehéren, 
f’ mit f identisch ist, schlieBen die in einzelnen Mengen F, definierten 
Abbildungen f’ stetig aneinander und ergeben eine Abbildung f’ der ganzen 
Menge F in ein héchstens r — 1-dimensionales Polyeder P’, welches aus 


*®) Grundsimplexe einer Simplizialzerlegung sind Simplexe dieser Zerlegung, die 
zu keinem Simplex derselben Zerlegung als Seiten gehéren. 








Dimensionsthecrie 171 


den Randsimplexen der T; (¢ < &) und den Simplexen 7, ,,, ..., 7’, besteht. 
Da endlich f’ sich von f héchstens um den Maximaldurchmesser eines 7, 
also weniger als um « unterscheidet, stellt die Abbildung f’ eine 2 e-Uber- 
fihrung von F in das Polyeder P’ dar, was, da ja die Dimension von P’ 
kleiner als r ist, der Wahl von « widerspricht. 

Somit gibt es unter den r-dimensionalen Simplexen von P ein we- 
sentlich bedecktes Simplex, etwa 7,. Man ordne jetzt jedem Eckpunkt 
) von 7, diesen selben, jedem nicht zu 7, gehérenden Eckpunkt von P 
irgendeinen Eckpunkt von 7, zu. Diese Eckpunktzuordnung definiert eine 
simpliziale Abbildung » von P auf 7,, die in den Punkten von 7, die 
Identitét ist. Die Abbildung gf ist sodann eine wesentliche Abbildung 
von F auf 7,, wie wir sie haben wollten. Die erste Behauptung des Satzes 
ist hiermit bewiesen. 


11. Den Beweis der zweiten Behauptung beginnen wir mit folgendem 

Hilfssatz. Es sei eine wesentliche Abbildung f von F auf eine 
r-dimensionale Vollkugel EZ gegeben; e sei eine im Innern von # gelegene 
konzentrische Kugel. Es seien: S baw. s die Rander von Z und e, «@ eine 
positive Zahl, die kleiner ist ais die Differenz der Radien von S und s, 
® die Originalmenge von S bei der Abbildung /f. 

Bei jeder Abbildung f, von F in £, die in Punkten 2 von @ der 
Bedingung 

(f(z), f(x) << 

geniigt, bleibt die Vollkugel e bedeckt. 

Beweis. Es sei z ein beliebiger Punkt von F; man verbinde die beiden 
Punkte f(z) und f,(2) geradlinig und bezeichne bei jedem ¢ (0 <¢<1) 


mit f,(a) den Punkt der Strecke f(z) f,(x), welcher sie im Verhaltnis ¢:1—t 
teilt. Man schlage jetzt um den gemeinsamen Mittelpunkt von Z und e eine 
r —1-dimensionale Kugelflache S* so nahe zu S, daB, wenn fiir einen 
Punkt z von F der Bildpunkt f(z) auBerhalb oder auf dem Rande von 
S* liegt, die Strecke f(x) f,(z) noch immer zu e fremd bleibt. Man be- 
stimme jetzt /;(x) fiir alle Punkte von F folgendermaBen. 

1. Wenn f(x) zur abgeschlossenen Kugelschale zwischen S und S* 
gehért, so ziehe man durch f(z) einen Radius von S und betrachte die 
auBerhalb von S* gelegene Strecke d desselben, gerichtet von auBen nach 
innen. Der Punkt f;(2) soll dann auf der Strecke von f(z) nach /,(z) 
liegen und sie in demselben Verhiltnis teilen, wie f(z) die Strecke d teilt. 
Insbesondere ist fiir f(z) < S bei jedem ¢ 


f(z) = f(z), 
wihrend aus f(x) < S* folgt, daB f/(2) = f,{x) ist. 














P. Alexandroff. 





























172 


2. Wenn f(z) zum Innern von S* gehort, sei f;(x) = f,(z). 

Nun ist fj(x) offenbar mit f(z) identisch, so daB die Abbildungs- 
schar f,(x) eine stetige Abanderung von f(x) darstellt, die iiberdies so 
beschaffen ist, daB fiir 2 © ® fortwihrend f/(x) = f(x) bleibt. Da die 
Abbildung f wesentlich war, bleibt die ganze Kugel Z bei der Abbildung // 
bedeckt, also erst recht die Kugel e. Bei den Abbildungen f; werden aber 
nur jene Punkte von F in e abgebildet, deren Bilder bei der Abbildung f 
innerhalb von S* liegen;*in diesen Punkten stimmen jedoch die Abbil- 
dungen f, und f, iiberein, so daB e auch bei der Abbildung /, bedeckt 
wird, w. z. b. w. 


12. Wir brauchen ferner zum Beweise der zweiten Behauptung unseres 
Satzes den an sich wichtigen Begriff der simplizialen Approximation einer 
stetigen Abbildung f einer abgeschlossenen Menge F auf eine Vollkugel*’) E. 
Darunter verstehe ich folgendes. Es sei ein « >0 gegeben. Man bestimme 
6 so, daB aus 

o(z,2’')<26in F 
folgt, dab 


é 


e (f(z), f(z") <5 in B 


ist. Man betrachte sodann ein Polyeder P, in welches F mittels einer 
$-- Uberfiihrung gy ibergeht. Bekanntlich kann man annehmen**), daB P 
in Simplexe zerlegt ist, die simtlich kleiner als 6 sind und deren Eck- 
punkte zu F gehéren. Nun entspricht jedem Eckpunkt a von P ein Bild- 
punkt f(a) in Z£, folglich entspricht jedem Simplex 7 von P ein (eventuell 
ausgeartetes) Simplex in HZ, dessen Eckpunkte die Bilder der Eckpunkte 
von T sind. Die so entstehende simpliziale Abbildung von P in £ be- 
zeichnen wir mit g und setzen fiir alle Punkte zx von F 


f(2)=99(z). 
Ich behaupte, f,(2) unterscheidet sich von f(x) weniger als um e. 
Es seien in der Tat 7 ein Simplex von P, welches den Punkt p(z) 
enthalt, und a ein Eckpunkt von 7. Da T kleiner als 6 war, ist g(T’) 
kleiner als Ps und 


o(z,a)< (x, y(x)) + o(p(x), a) < et 6< 26, 
folglich 
o(f(z),9~(x)) < e(f(z), f(a) + e(9(a), 9p (2)) <5 +4(9(T))<e, 
*”) Es lieBe sich auch der Begriff einer simplizialen Approximation einer stetigen 


Abbildung von F auf ein beliebiges Polyeder leicht definieren. 
18) ,Gestalt und Lage“, 8. 117. 
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was wir auch haben wollten. Die so konstruierten Abbildungen /, sollen 
mit Recht simpliziale Approximationen der stetigen Abbildung / heiBen. 


13. Der Radius von £ sei 1; e sei eine zu Z konzentrische Vollkugel 
mit dem Radius }; wenn e<} ist, so wird nach unserem Hilfssatz bei 
der Abbildung f, die ganze Vollkugel e bedeckt, was — wegen f,=—g 
und des simplizialen Charakters von g — nur dann méglich ist, wenn P 
mindestens r-dimensional ist. Die Polyeder P= P,, in die sich bei hin- 
reichend kleinem 6 die Menge F 6-iiberfiihren la8t, sind also mindestens 
r-dimensional, so daB nach dem Uberfiihrungssatz auch dim F>~r ist, 
w. z. b. w. 


14. An den obigen Beweis schlieBen wir folgende Betrachtungen an, 
die uns spaiter (im §3) von groBer Wichtigkeit sein werden. 

Es sei e< 4. Wir bezeichnen mit O den Mittelpunkt von 2, mit £, 
die Vollkugel mit dem Mittelpunkt O und dem Radius 1 —e und definieren 
wie folgt die stetige Abbildung h, von £ auf sich: h, bildet jeden Radius 
Ox von E auf sich ab, indem die Teilstrecke Ox, von Ox, deren Lange 
1—e ist, proportional auf den ganzen Radius Oz und die Strecke z,z 
auf den Punkt z abgebildet wird. Mittels h, wird offenbar die Kugelschale 
E—E, auf S abgebildet und kein Punkt von Z mehr als um « ver- 
schoben. 


15. Wir definieren jetzt 7 =h.f-; da fe= g¢ ist (wobei jetzt in der 
2 3 


Konstruktion von Nr.12 ¢ durch 5 zu ersetzen ist und 6, y, g entsprechend 
zu wahlen sind), kann man, wenn man 7 = h-g setzt, auch f = 9  schrei- 


ben. Wir bemerken noch, daB, wenn @ wie friher die Menge f~*( S) be- 
zeichnet, © mitiels f, in S abgebildet wird. 


16. Es gilt nun folgender 


Satz. Wenn die Abbildung f wesentlich und « hinreichend klein ist, 
so ist sowohl die Abbildung 9, von P auf E, als auch die Abbildung f, 
von F auf E wesenilich. 

Wir beweisen zunichst, daB f, wesentlich ist. Zu diesem Zweck be- 
trachte man eine zu S konzentrische Kugel s von einem Radius kleiner 
als 1—e. Dann befinden wir uns in den Bedingungen des Hilfssatzes, 
und jede Abbildung, die sich in den Punkten der Menge ® von f weniger 
als um e unterscheidet, bedeckt notwendig das ganze Innere von s, 
insbesondere z. B. den Mittelpunkt O. Nun unterscheidet sich jede Ab- 
bildung f,, die aus f. durch erlaubte Abanderung entsteht, von f in der 
ganzen Originalmenge ¥ = f,*(S) (also erst recht in ®) weniger als um ¢ 
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(denn f, ist ja in ¥ mit f, identisch, und f, unterscheidet sich von f iiberall 
weniger als um ¢). Somit kann man durch keine erlaubte Abanderung 
von f, den Punkt 0 — also auch keinen anderen inneren Punkt von 2 — 
befreien, d. h. f, ist wesentlich. 

Ferner ist eine erlaubte Abinderung von g, auch eine erlaubte Ab- 
anderung von f,: zunichst ist sie offenbar eine stetige Abanderung und 
laBt f in allen Punkten von F fest, die mittels p in Punkte abgebildet 
werden, in denen g, fest bleibt, also in den Punkten, die durch 9, in 
Randpunkte von E abgebildet werden. Wenn also ein innerer Punkt von 
E durch erlaubte Abainderungen von g, von Bildpunkten von P befreit werden 
kénnte, wiirde er sich durch die entsprechende Abanderung der Abbildung f, 
von Bildpunkten von F befreien lassen. M. a. W. aus der Unwesentlichkeit 
von g, wiirde die Unwesentlichkeit von f. folgen, also ist g, wesentlich. 
Unser Satz ist hiermit bewiesen. 


§ 2. 


Zyklen und Berandungen in abgeschlossenen Mengen’’). 


17. Ein r-dimensionales Simplex mit den Eckpunkten a,, a,,..., a, 
im R" (in Zeichen: |a,,a,,...,@,|) definiert man bekanntlich folgender- 
maBen: Wenn 


1S a 4" (0<i<r) 
die Koordinaten von a; im R” sind, so besteht das Simplex |a,, a,, ..., a,| 
aus allen Punkten z von R”, deren Koordinaten t, (lS h<n) in der 
Form 
= ++... +H 


dargestellt werden kénnen, wobei ae et beliebige nichtnegative Zahlen 
mit 4°+ 47+ ...+4"=—1 sind. 

Um ein gewohnliches, oder wie man sagen kénnte, reguldres Simplex 
zu bekommen, setzt man iiberdies voraus, daB die Eckpunkte a,, a,,..., a, 
zu keiner r —1-dimensionalen Hyperebene des R" gehéren; wenn man 
diese Voraussetzung nicht macht, erhilt man die singuldren Simplexe, die 
also die regularen als einen Spezialfall enthalten. 


**) In den ersten Nummern dieses Paragraphen werden die Grundbegriffe der 
Topologie der Komplexe, soweit sie in dieser Arbeit benutzt werden, kurz zusammen- 
gestellt. Diese Zusam tellung erhebt natiirlich keinen Anspruch darauf, eine 
systematische Darstellung zu ersetzen; wegen einer solchen mége z. B. auf das Buch 
von Lefschetz ,Topology* (New York 1931) hingewiesen werden, wo der Leser 
iibrigens auch eine recht vollstindige Bibliographie findet. Vgl. auch den ersten 
Abschnitt des zweiten Kapitels der Arbeit von Pontrjagin ,Uber den algebraischen 
Inhalt topologischer Dualit&tssitze“ (Math. Annalen 105 (1931), 8. 165). 
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Unter einem ortentierten Simplex versteht man ein (im allgemeinen 
singulares) Simplex mit einer bestimmten Reihenfolge seiner Eckpunkte, 
wobei zwischen Reihenfolgen, die auseinander durch eine gerade Permutation 
hervorgehen, nicht unterschieden wird. Somit gibt es zwei Orientierungen 
eines Simplexes, von denen die eine als die positive, die andere als die 
negative festgelegt wird. Wenn |2’| ein r-dimensionales Simplex ohne 
Orientierung ist, so soll 2” das entsprechende positiv, —2’ das negativ 
orientierte Simplex sein. Wenn zwei Eckpunkte eines singularen Simplexes x” 
zusammenfallen, so ist x” = —z2’, also x” = 0 zu setzen. 

Ein endliches System von r-dimensionalen orientierten Simplexen des 
R", von denen jedes mit einer gewissen Multiplizitat gezihlt (mit eimem 
gewissen ganzzahligen Koeffizienten versehen ) ist, heiBt ein r-dimensionaler 
algebraischer Komplex modulo Null*°). Man kann auch sagen: ein r-dimen- 
sionaler algebraischer Komplex modulo Null ist eine Linearform, deren 
Variablen r-dimensionale orientierte Simplexe, deren Koeffizienten beliebige 
ganze Zahlen sind. Die Simplexe, die in unserer Linearform mit von Null 
verschiedenen Koeffizienten auftreten, heiBen die Grundsimplexe des algebra- 
ischen Komplexes; die irgendwie orientierten Seiten der Grundsimplexe 
heiBen Nebenstmplexe des Komplexes. Wenn man diese Linearformen nach 
den gewodhnlichen Regeln der Buchstabenrechnung addiert und subtrahiert 
(und dabei natiirlich die Vorzeichen beriicksichtigt), bilden sie eine Abelsche 
Gruppe. 

Wenn man in unserer Linearform die Koeffizienten nach einem 
bestimmten ganzzahligen Modul m > 2 reduziert (d. h. durch ihre Rest- 
klassen nach diesem Modul ersetzt), entsteht ein algebraischer Komplex 
modulo m . 

Auch die algebraischen Komplexe modulo m bilden fiir jede Dimen- 
sionszahl r eine Abelsche Gruppe (wobei natiirlich die Addition jetzt 
modulo m zu verstehen ist). 

Wir werden schlieBlich manchmal noch die sogenannten algebraischen 
Komplexe mit rationalen Koeffizienten (oder Lefschetzsche Komplexe) be- 
trachten: das sind Linearformen in orientierten Simplexen mit beliebigen 
rationalen Zahlen als Koeffizienten. 

Es sei (a,,@,,...,@")=2" das durch die Eckpunkte a, in der ge- 
gebenen Reihenfolge bestimmte r-dimensionale orientierte Simplex. Den 
r —1-dimensionalen algebraischen Komplex 


. (1) #" = 5(—1)"(ao, yy 005 By _ 45 By, qy +++ G,) 
nennen wir den Rand modulo Null des orientierten Simplexes x". Wenn 


*) Wir sagen dafiir auch ,gewdhnlicher“ algebraischer Komplex, gelegentlich 
auch ,ganzzahliger“ Komplex. 
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man die Koeffizienten in (1) durch ihre Restklassen modulo m ersetzt, er- 
halt man den Rand modilom von z’. 

Wenn C = c' x; *) irgendein algebraischer Komplex ist, so definiert man 
seinen Rand C als die Summe c'#; der Rander seiner Elemente (alles 
natiirlich nach einem und demselben Modul gemeint). Diese Definition 
gilt auch fiir Komplexe mit rationalen Koeffizienten. 

Ein algebraischer Komplex, dessen Rand modulom Null ist, heiSt ein 
(algebraischer) Zyklus modulom; dabei ist m eine beliebige unter den 
Zahlen 0, 2,3,.... Der Rand (mod m) eines beliebigen algebraischen Kom- 
plexes ist stets ein Zyklus (modm). Wenn z der Rand von C ist, schreibt 
man auch C-—+z. 

Bemerkung. Es sei z ein Zyklus modulo Null; z ist also eine Linear- 
form mit ganzzahligen Koeffizienten; wenn wir diese modulo m reduzieren, 
entsteht ein Zyklus modulom, den wir abermals mit z bezeichnen. In 
diesem Sinne sagt man, daB jeder Zyklus modulo Null als ein Zyklus nach 
jedem Modul m betrachtet werden kann. In analoger Weise kann man 
auch im Falle, wenn m’ ein ganzzahliges Vielfaches von m ist, jeden 
Zyklus modulo m’ als einen Zyklus modulo m auffassen. 


18. Es sei @ ein Polyeder oder eine offene Menge des R"; es sei z 
ein algebraischer Zyklus modulom (m=>0), dessen Simplexe samtlich in 
G enthalten sind (von einem solchen Zyklus sagen wir, daB er in G liegt). 
Wenn z den Rand eines in G liegenden Komplexes modulo m bildet, sagen 
wir, daB z in G berandet und schreiben z~0 modm (in G). Wenn dabei 
m => 2 ist, sagen wir statt ,berandet“ auch ,homolog Null“ und schreiben 
statt ~~ auch ~. Wenn dagegen m = 0 ist, oder allgemeiner, wenn z ein 
Zyklus mit rationalen Koeffizienten ist, so sagen wir, daB z in G homolog Null 
ist (in Zeichen: z~ 0 in @), wenn z einen in G@ liegenden Komplex mit 
rationalen Koeffizienten berandet; das ist offenbar gleichbedeutend mit der 
Forderung, da fiir ein passend gewahltes ganzzahliges ¢ der Zyklus tz 
ganzzahlige Koeffizienten hat und in G berandet**). 

Wenn z,—z,~0 bzw. ~0 in @ ist, schreibt man z,~z, bzw. 


*) Hier und iiberall in analogen Fallen wird nach dem Index i summiert! 

*) Der Grund fiir diese Wahl der Bezeichnungen ist der folgende. Im Falle 
»modulo Null“ besitzt der Koeffizientenring (der ja in diesem Falle der Ring aller 
ganzen Zahlen ist) keine von Null verschiedenen Nullteiler, so da8 man auch sagen 
kénnte, daB z ~ 0 ist, wenn es einen Komplex C und einen von den Nullteilern 
verschiedenen Koeffizienten c gibt, so daB C-—+cz ist. Wenn man nun diese Defi- 
nition der Homologie auf den Fall m>0 anwendet, ergibt sich, daB die Zeichen ~ 
und ~~ gleichbedeutend sind (denn man kann ja, wenn c kein Nullteiler ist, durch 
¢ dividieren). Falls insbesondere m eine Primzahl ist, folgt aus der Existenz eines 
C-+cz (¢+0) die Existenz eines C’-+z; dasselbe gilt auch fir rationale Koeffizienten. 
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z,~2,; wenn z, und z, Zyklen mit rationalen Koeffizienten sind, und 
bei passend gewahiten ¢, und ¢, 

t,2,~ 1,2, 
ist, schreibt man auch z, ~ z,; fiir Zyklen modulo m (m > 2) soll**) das 
Zeichen s dasselbe wie ~ und ~ bedeuten. 


19. Es ist bekannt, daB, wenn ein Zyklus modulo 0 in einem Polyeder G 
nicht berandet, es ein m>2 gibt, so daB dieser Zyklus auch modulo m 
in G@ nicht berandet. Der hier wiedergegebene Beweis dafiir riihrt im 
wesentlichen von Pontrjagin her. Wir beweisen aber mehr, naimlich den 

Satz. He set z ein algebraischer Zyklus modulo 0, welcher in G nicht 
berandet. Es gibt eine ganze Zahl s >2 von der Higenschajt, daB fir 
jedes hinreichend groBe k der Zyklus z modulos* in G nicht ~ 0 ist. 

Beweis. Wir bezeichnen mit A die Ordnung von z, d. h. es isth=0O, 
falls z in G nicht ~ 0 ist (mod0), wahrend im Falle z~ 0 modulo Null 
in G die Zahl h als die kleinste positive Zahl definiert ist, fiir diehz~0 (mod 0) 
in G ist. Dann kann man sogar folgendes behaupten: Fiir h=0 und fiir jedes 
hinreichend groBe m ist z+0(modm) in G; fiirh +0 ist s =h zu setzen. 

Hilfssatz. Es sei (fiir irgendwelche Zyklen x, y modulo Null in @) 
z™~my(mod0). Wenn wu die Ordnung von x und v die von y ist, so 
ist v ein Vielfaches von u. Denn 


vi~ovmy~9. 


Beweis des Satzes. 1. Fall: Die Ordnung von z sei s +0. Es sei 
q das Produkt der Zahlen, die als von Null verschiedene Ordnungen von 
Zyklen von G auftreten; ferner sei g die gréBte Zahl von der Eigenschaft, 
daB s* in g aufgeht. Ich behaupte: Wenn 


z~0 (mods") in G 
ist, so ist h< g. Damit wire der 1. Fall offenbar erledigt. 
Aus z~ 0 (mods”") folgt die Existenz eines solchen x, da 
zs" x (mod0). 
Wenn ¢ die Ordnung von z ist, so ist ¢ + 0 und nach unserem Hilfssatze 
t= 0 (mods). 
Es sei t= s'k mit k==0(mods). Da t in g aufgeht, ist fog. Es ge- 
niigt zu zeigen, daB h < f ist. Es sei im Gegenteil h>/f. Dann ist 


~s"l isla 
(1) rye mod0. 
’ ks'x=tx~0 


3) AusschlieBlich aus Bequemlichkeitsgriinden (s. u.). 
Mathematische Annalen. 106. 
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Andererseits ist fiir k'< k k's’ < t, folglich k’ s‘'x +0(mod0). Also 
ist k die Ordnung von s‘x, die (nach der Definition von k) sicher von 
Null verschieden ist. Aus (1) folgt dann nach dem Hilfssatz, daB & durch 
s teilbar ist, was der Definition von k widerspricht. 

2. Fall: Die Ordnung von z ist Null. Wir bezeichnen mit r die 
Dimensionszahl von z und mit 

yy Bq, ++) Ze 
die Elemente einer r-dimensionalen freien Homologiebasis von Q. Dann ist 
z~c'x,(mod0). 
Ich behaupte: wenn m gréBer ist als alle c’, so ist 
z+0(modm) in G. 
Es sei in der Tat z~ 0 (mod m), also 
z~mx~md'x,(mod0) in G. 
Daraus folgt 
d‘'x.~c'z, 
ee tN nod 0 in G, 
(md'—c')a,~0 
md‘ =c' 
fiir jedes ¢. Darin ist aber die obige Behauptung enthalten. 


20. Es sei jetzt eine abgeschlossene Menge FC R" gegeben. Ein in R” 
liegender algebraischer Komplex heiBt ein 6-Komplex in F, wenn seine 
Eckpunkte z.. F gehéren, und wenn der Durchmesser des gréBten Sim- 
plexes des Komplexes (der Feinheitsgrad des Komplexes ) héchstens gleich 6 
ist. Eine Folge von 6-Komplexen (insbesondere von 6-Zyklen) wird un- 
endlich-fein, wenn ihre Feinheitsgrade gegen Null konvergieren. 


21. Definition. Eine Folge 
DY wx (8; , 2g, «++» Bes -+-) 


wobei z; ein 6,-Zyklus modulo m,, limd,+= 0 ist (und m,>0 im allge- 
meinen von k abhangt), hei®t ein r-dimensionaler wahrer Zyklus oder 
auch schlechtweg ein Zyklus**) in F. Im Spezialfall, wenn alle m, einer 
und derselben von 1 verschiedenen nicht negativen ganzen Zahl m gleich 
sind, heiBt Z” ein wahrer Zyklus modm (,ein Zyklus nach konstantem 
Modul“). Im Falle, wenn alle m, Potenzen einer und derselben ganzen 
Zahl s > 2 sind, heiBt Z” ein Potenzzyklus, die Zahl s seine Dominante. 


*) Um die Abhingigkeit der Moduln m, von k besonders zu betonen, werden 
wir gelegentlich den Zyklus Z” auch einen Zyklus nach variablem Modul nennen. 





Ww 
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22. Definition. Ein 6-Zyklus z in F heiBt e-berandend in F (in 
Zeichen: z~0 in F), wenn er Rand eines e-Komplexes in F ist. Dabei 
ist natiirlich die Berandung nach demselben Modul gemeint, nach dem z 
als Zyklus erklart ist. Wenn m > 2 ist, sagen wir statt e-berandend auch 
e-homolog Null (und schreiben statt z~0 auch z~0). Dagegen, wenn 


m= oder allgemeiner z ein Lefschetzscher Komplex ist, soll z~Oin F 
heiBen, wenn es einen e-Komplex mit rationalen Koeffizienten in F gibt, 
welcher z als seinen Rand hat (d.h. es existiert ein solches ganzzahliges 1, 
daB tz~0 in F ist). Wenn 2,—2z,>0 bzw. +0 ist, schreibt man 


z,™~2, bzw. 2,~2,; im Falle m > 2 schreiben wir**) dafiir auch z, = z,, 
so ‘dab in diesem Falle die Ausdriicke z,~2,, 2,» 2, 2, © Z, dasselbe be- 
deuten. Dagegen bedeuiet im Falle m = 0 der Ausdruck 5, fe z,, daB es zwei 
nicht verschwindende ganze Zahlen c, und c, gibt, so daB c, z, — Cy 2, ~> 0 ist. 


Die Relation ~, d.h. die lineare Abhangigkeit zweier Zyklen voneinander, wird 
uns insbesondere bei der Einfiihrung des Konvergenzbegriffes fiir Zyklen 
einen groBen Dienst leisten (Nr. 24); fiir den Augenblick begniigen wir 
uns mit der Feststellung, daB sie die Forderungen der Reflexivitat, der 
Symmetrie und der Transitivitaét offenbar erfiillt. 


23. Es sei z ein 6-Zyklus in F; die untere Grenze e(z) bzw. e’(z) 
aller «, fiir die z in F e-berandet bzw. e-homolog Null ist, heiBt die Be- 
randungs- bzw. die Homologieschranke von z; sie kann natiirlich nicht 
kleiner als der Feinheitsgrad von z sein. 

Es sei jetzt ein wahrer Zyklus (im allgemeinen, nach variablem Modul) 
(1) Z = (2, Sgs -- +5 Bus +++) 
in F gegeben. Wenn jim e(z,) = 0 bzw. jim e’(z,) = 0 ist, sagt man, 
da8B Z in F berandet bzw. homolog Null ist. Die Negation davon ist 
natiirlich das Nichtberanden bzw. das Nichthomolog-Null-Sein (dann ist 
lime (z,) baw. lime’(z,) positiv). Wenn aber der untere Limes (oder was 
in diesem Falle auf dasselbe hinauskommt), die untere Grenze der e(z,) 
bzw. dc e’(z,) positiv ist, sagt man, daB Z total unberandend bzw. total 
unhomolog Null ist. Es ist klar, daB man zu jedem Zyklus (1) in F, der 
dortselbst nicht berandet bzw. nicht homolog Null ist, einen wahren Zyklus Z’ 
finden kann, dessen Elemente z eine Teilfolge der Folge (1) bilden und der 
total unberandend bzw. total unhomolog Null ist. Es ist auch klar, dab 
ein Zyklus (1) in F dann und nur dann total unberandend bzw. total un- 
homolog Null ist, wenn es eine Polyederumgebung U von F gibt von der 
Beschaffenheit, daB alle (bis auf endlich viele) Elemente z, von Z in U 


liegen, und daB keiner von thnen dort berandet bzw. dort homolog Null ist. 
12* 
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24. An den Homologiebegriff schlieBt noch der Begriff einer unendlich 
kleinen Verschiebung eines wahren Zyklus Z an: darunter versteht man 
eine Verriickung der Eckpunkte der z, (k =1,2,...im inf.), wobei die 
Eckpunkte von z, weniger als um ein gewisses o, verschoben werden und 
lim o, = 0 ist. Durch eine unendlich-kleine Verschiebung geht jeder Zyklus Z 
in einen ihm homologen Zyklus Z, iiber (es ist sogar Z~ Z,). 
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25. Konvergente Zyklen. Ein Zyklus nach konstantem Modul m>0, 


oe eee ery 
heiBt konvergent in F, wenn es zu jedem « ein k gibt, so daf fiir alle h>k 
z,z,(modm) in F 
ist. , 
Wir werden die Konvergenz von Zyklen getrennt in den beiden Fallen 
m > 2 und m =0 untersuchen. 


Zunichst gilt der 


1. Konvergenzsatz. Jeder Zyklus modulo m => 2 enthdlt als Teil- 
folge einen konvergenten Zyklus (nach demselben Modul). 

Der Beweis stiitzt sich auf die einfache Bemerkung, daB es in F (bei 
beliebigen m > 2 sowie «>0 und einem hinreichend-kleinen 6 >0) nur 
endlich viele in bezug auf «-Homologie mod m voneinander verschiedene 
6-Zyklen modm gibt**). Aus dieser Bemerkung folgt zunichst, da8 man 

%) Das beweist man z. B. so: Man waihle d<3 beliebig und betrachte ( mit 
Hausdorff) irgendein ng Netz in F, d. h. eine endliche Punktmenge 


A = (6, Gg, .- +5 Ge} 
von der Eigenschaft, daB jeder Punkt der Menge F mindestens von einem Punkt a, 


; hat. Jede Teilmenge der Menge A, die einen Durchmesser < ¢ 


hat, betrachten wir als Eckpunktgeriist eines Simplexes (dessen Dimensionszahl also 
um 1 kleiner als die Anzahl der Punkte in der betreffenden Teilmenge von A ist). 
Auf diese Weise entsteht ein Komplex KX, dessen Simplexe simtlich kleiner als « 
sind. Es sei jetzt z irgendein 6-Zyklus modm in F; wenn man jedem Eckpunkt 
von z einen unter den zu ihm am nichsten liegenden Punkten von A entsprechen 
laBt, entsteht, wie leicht ersichtlich, eine simpliziale Abbildung von z auf einen 
Zyklus z’, mod m, von K, und dabei ist 2 z’ (in F). Wenn auf diese Weise zwei 
6-Zyklen z, und z, derselbe Zyklus z’ von K entspricht, so ist 2,™~ %45 folglich ist 
die Anzahl der in bezug auf «-Homologien verschiedenen 6-Zyklen modm in F 
héchstens so groB wie die Anzahl der verschiedenen Teilzyklen mod m in K; da 
aber m > 2 ist, so ist diese Anzahl endlich, w. z. b. w. 


Anstatt des —-Netzes und des Komplexes K kénnte man natiirlich auch den 
Nerv einer 47 Uberdeckung von F betrachten (,Gestalt und Lage“, a. a. O. %). 


eine Entfernung < 
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aus jedem wahren Zyklus modulo m eine Teilfolge waihlen kann, deren Ele- 
mente untereinander e-homolog mod m sind. Durch wiederholte Anwendung 
dieser Bemerkung erhalt man der Reihe nach die Zyklen 


Ze = (*2i, "zs, ..-> “eh, ---) (k =1, 2, in inf.), 
wobei Z; eine Teilfolge von (1), Z;,, eine Teilfolge von Zj und Z; ein 
Zyklus modm ist, dessen Elemente untereinander =~ homolog sind. Die 
Diagonalfolge 

Ze = (*2r, es, ..- “By, -e-) 
ist dann ein konvergenter Zyklus und zugleich eine Teilfolge von (1), 
w. z. b. w. 


26. Definition. Wenn 2” ein 5-Zyklus modulo m (m>0), Z’ ein 
konvergenter Zyklus modulo m in F und fiir alle hinreichend groBen k 


z’ w 2z;,(modm) in F 
ist, so sagt man, daB z” = Z”(modm) in F ist. 


27. Sodann gilt folgender, dem Inhalt nach von Lefschetz **) herriihrender 


2. Konvergenzsatz. FCR” sei gegeben. Zu jedem « existiert ein 
6 derart, daB man zu einem beliebigen 5-Zyklus z’(modm) in F einen 
konvergenten Zyklus Z"(modm) unter der Bedingung z’ ~ Z’ (modm) 
in F finden kann. Dabei ist m>0. F 

Beweis. Es sei e > 0 beliebig gegeben. Zu jedem hinreichend kleinen 6 
gibt es eine (¢,5)-Basis, d. h. ein endliches System von in bezug auf 
e-Homologien linear-unabhangigen r-dimensionalen 6-Zyklen 


By, Byy +++ Zy 


von der Eigenschaft, daB jeder 6-Zyklus z’ einer Relation 
3” cz, 

geniigt *”). Die Anzahl der Elemente einer solchen Basis soll mit p, , be- 
zeichnet werden. Wenn 6 abnimmt, kann 7, , nicht zunehmen; folglich gibt 
es ein solches 6 = 5(e), daB fiir jedes 6’< 5(e) stets p, y= p,, ist. Die 
Zahl p, 5,,, bezeichnen wir mit p,. 

Man setze jetzt d,—e und wihle die Zahlen d,,d,,...,d,,... 80, daB 
d,,,< 4d, und iiberdies d,,,< 4(d,) ist. Ich behaupte, daB bei d< d, 
jeder 5-Zyklus einem konvergenten Zyklus ~ ist. 


%) Vgl. Lefschetz, Annals of math. (2) 29 (1928), S. 232 — 254. 
27) Beweis — mutatis mutandis — wie in der FuBnote *). An dieser Stelle 
kénnte man iibrigens noch ~ anstatt =~ schreiben. 
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Um dies zu beweisen, setze man p, =p, und konstruiere fiir jedes k 
eine (d,_,, d,)-Basis 
(k) ,(k) (k) 
gt wer 


so, da8 die ersten p,_, unter den zi” eine (d,_, 4,_, )-Basis (k = 2, 3,...) 
bilden**). Somit gelten fiir jeden d,-Zyklus z™ die beiden Relationen 


(1) 2” tinal 
k—) 


(2) 2 deen oft), 
Es sei jetzt z==z, irgendein d,-Zyklus. Zuniachst ist wegen (2) 
(39) 4 = Ua) 2,” = 2g 
wobei z, ein d,-Zyklus ist. Nach (2) ist dann wieder 
(3,) 2.7 Us) 2{” = Zs, 


wobei z, ein d,-Zyklus ist. Man nehme an, man hatte bereits die Zyklen 
z, (k<h) unter Geltung der Relationen 

(3,) #14 % (k<h) 
konstruiert, wobei z, ein d,-Zyklus ist. Auf Grund der Homologie (2) 
ergibt sich 


é (h+1) 
2, a Mn+1)2 , 
aA-1 
und Aj41)2"*” ist ein d,, ,-Zyklus, den wir mit z,,, bezeichnen kénnen. 
Die Induktion geht also weiter, und 
a a 


ist ein konvergenter Zyklus, wobei z = z, ~ z, (bei beliebigem £) ist. 


**) DaB dies stets méglich ist, ergibt sich aus folgender Bemerkung: Wenn 
6<4(e) und 6’ <4, sonst beliebig, ist, so l48t sich eine (¢, 5)-Basis stets aus 
6’-Zyklen bilden. Um diese Bemerkung zu beweisen, konstruiere man zuerst eine 
(e, 6)- und eine (¢, 3’)-Basis, 

Zy5 2p, +++, %y DEW. 21, 2f,..., 253 
beide Basen bestehen aus derselben Anzahl von Elementen. Jedes z/ ist ein 6’-, 
also erst recht ein 6-Zyklus, folglich 


f head 
Zi Pe Of 2,3 
s 


da die z{ in bezug auf «- Homologien linear-unabhingig sind, sind auch die c/ z, linear- 
unabhangig, folglich lassen sich die z, durch die Linearformen c¢/z, linear mit ratio- 
nalen Koeffizienten ausdriicken, woraus folgt, daB jedes z, im Sinne der e-Homologie 
von den z/ linear abhingt, d. h. z, ~ bj zj ist, w.z.b.w. Bei dieser Uberlegung kann 


das ~ im allgemeinen nicht mehr durch ~ ersetzt werden (wie man etwa an Hand 
des bekannten Beispiels von Vietoris, Math. Annalen 97, 8.459, sehen kann). 
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28. Dem soeben bewiesenen Satz kann man, wie leicht ersichtlich, auch 
folgende Form geben (in der Lefschetz ihn urspriinglich ausgesprochen hatte): 

Die Polyederumgebung U(F) von F im R” sei beliebig gegeben. Es 
existiert dann eine Polyederumgebung V(F') < U(F) von der Beschajffenheit, 
daB man zu jedem algebraischen Zyklus z" (mod m), der in V liegt, einen 
konvergenten Zyklus Z” in F finden kann,.so daB fiir alle k 

2’ wz in U(F) 

tst. 

29. Bemerkung. Ein Zyklus modulo Null in F braucht im allge- 
meinen keinen konvergenten Zyklus als Teilfolge zu enthalten: es geniigt, 
auf der Torusfliche mit x den Aquator, mit y einen Meridiankreis, mit 2, 
bzw. y, die Polygone zu bezeichnen, die aus x bzw. y durch Teilung in 
k gleiche Bégen entstehen, und 


z,=2*2,+3*y, 
zu setzen. Je zwei verschiedene Zyklen von der Form 2*2z-+ 3*y sind 
auf dem Torus in bezug auf Homologie unabhingig, denn aus 
a(2*2+3*y)~b(2"2+ 8" y) 
folgt 2a =2"b, 3*a=3"b, also > —2""*—3""",d hh—k. Daraus 
folgt leicht, daB der Zyklus (z,,z,,...,z,,.-.) keinen konvergenten Zyklus 
als Teilfolge enthalt**). 


30. Definition der Verschlingung. Es seien im R” zwei zuein- 
ander fremde abgeschlossene Mengen F und F’ und. in ihnen bzw. zwei 
wahre Zyklen 


(1) Zl we (21, 255 0005 Shr eee) 
und 
(2) hg Ot et ee 


gegeben, wobei fiir jedes k zj und z; "~* Zyklen nach demselben Modul m, 
sind. Die wahren Zyklen Z” und Z"~"~* heiBen verschlungen, wenn fir 
alle bis auf endlichviele k z; mit zf~"~* (mod m,) verschlungen sind *°). 


*) In diesem Zusammenhange hat Herr Pontrjagin neuerdings folgenden Satz 
bewiesen, den man als den 3. Konvergenzsatz bezeichnen kénnte: 

Es sei Z=(2,, %, «++ %ms---) eim Zyklus modulo Null, welcher in F nicht 
homolog Null ist. Dann gibt es einen konvergenten Zyklus Z’ =(2{,2j,..., 24, +++)» 
dessen Elemente (endliche) Lineurkombinati der zi sind und welcher in F (total) 
unhomolog Null ist. 

%) Zwei orientierte Simplexe des R” 

A? =(Gq, G,, .. +5 Be) 
und Bt =(by, b,, ..., 0) \pt+a=n 
(Fortsetzung der FuGnote *°) auf nichster Seite.) 
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Wenn neben dem Zyklus Z” in F ein algebraischer Zyklus z"~’~* in 
R" — F gegeben ist, der fiir alle hinreichend groBen & als ein Zyklus mod m, 
aufgefaBt werden kann, und wenn er iiberdies nach diesem Modul mit 2; 
verschlungen ist, heiBt Z” mit 2"~"~* verschlungen. 


31. Es gelten folgende Siatze iiber Verschlingungen. 


1. Verschlingungssatz. Z" sei ein konvergenter Zyklus mod m 
(m=>0) in F, welcher in F nicht homolog Null (mod m) ist. Es gibt 
einen mit Z” verschlungenen algebraischen Zyklus z"~’~* in R" — F. 


Beweis. Es gibt nach Nr. 23 eine Polyederumgebung U(F) von F 
von der Eigenschaft, daB alle bis auf endlichviele z; in U(F) unterein- 


seien zueinander in allgemeiner Lage, so da8 insbesondere jedes von ihnen zum Rande 
des anderen fremd ist. Unter diesen Umstinden haben die beiden Simplexe eine 
wohldefinierte Schnittzahl 7(A?, B*), die definitionsgem&8 Null ist, wenn die beiden 
Simmplexe zueinander fremd sind, und sonst = +1 ist. Dabei gilt folgende Vorzeichen- 
regel: wenn & der Schnittpunkt von A? und B¢ und (£, «,, ..., a) baw. (&, By, ..., B,) 
Teilsimplexe von A? und B¢ sind, die mit A” bzw. B* gleichorientiert sind, so ist 
x(A?, B*)=+1 bzw. —1, je nachdem das Simplex (£, «,,..., a,, B,, ..., 8,) eine 
positive oder negative Orientierung des R* darstellt. 


Wenn A? =c'x?, B¢=d‘y}, p+q=n zwei algebraische Komplexe des R” sind, 
in allgemeiner Lage zueinander, so ist die Schnittzahl 7(A’, B*) als die Summe 
= c'd'z(x?,y;) definiert. Dabei ist fir Komplexe modulo Null die Schnittzahl 
i,j 


eine ganze Zahl, wahrend sie fir Lefschetzsche Komplexe eine rationale Zahl und 
fir Komplexe modulo m ein Element des Restklassenringes modulo m ist; sie ist also 
stets ein Element des jeweiligen Koeffizientenringes. 


Man beweist leicht, daB, wenn A? und B¢ Zyklen sind, z(A?, B*)=0 ist. 
Daraus folgt, daB, wenn z” und z*~"~* zwei zueinander fremde Zyklen im R* sind 
und K’+*-+z” sich in allgemeiner Lage zu z*~"~* befindet, z(K***, z*~"-*) von 
der speziellen Wahl des Komplexes K’+* unabhingig ist. Die Schnittzahl] 7 (K"**, <*~"~*) 
wird mit »(z”,z"~"~*) bezeichnet und die Verschlingungszahl von z” und z*~"~* 
genannt. Man beweist fiir zwei beliebige zueinander fremde Zyklen z?,zf des R", 
p+q=n-—1. die Gleichung 

v(zf, 2g) = + vo (2, zf). 


Die Verschlingungszahl ist natirlich wiederum ein Element des jeweiligen Koeffizienten- 
bereiches. 


Die Verschlingungszahlen modulo 2 treten zum erstenmal in einer bemerkens- 
werten, viel zu wenig bekannten Note von Lebesgue (Comptes rendus 152 (1911), 
8. 841) auf (in dieser Arbeit von Lebesgue findet man iibrigens den ersten Keim des 
Alexanderschen Dualititssatzes). Die erste Theorie der Verschlingung ist von Brouwer 
gegeben (Proceed. Acad. Amsterdam 15 (1912), 8. 118—122). Vgl. ferner Lefschetz, 
Trans. Amer. Math. Soc. 28 (1926), S. 1—49; van Kampen, ,Kombinatorische Topo- 
logie und die Dualitatssiitze* (Dissertation Leiden); Pontrjagin, a.a.O.**) und das 
schon erwahnte Buch von Lefschetz. 








I 
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ander ~ sind und da8 keiner unter ihnen dortselbst homolog Null ist. Auf 
Grund elementarer Dualititssitze **) gibt es dann einen z”~’~* C R" —U(F), 
welcher mit einem und folglich mit allen der erwahnten 2; verschlungen 
ist, w. z. b. w. 


2. Verschlingungssatz. Wenn ein wahrer Zyklus Z" in F dortselbst 
total unhomolog Null ist, so gibt es bei passender Wahl der Umgebung U(F) 
von F einen wahren Zyklus Z"~"~* in R" — U(F), welcher mit Z” ver- 
schlungen ist. 


Man wihle wieder eine solche U(F), daB fast alle z; in ihr liegen und 
dortselbst nicht homolog Null sind. Fiir jeden dieser zj gibt es in R” — U(F) 


einen mit ihm verschlungenen zj~"*, den wir sogleich in einer solchen 


Unterteilung nehmen, daB seine Simplexe kleiner als : sind. Die Folge der 
so gewonnenen zj~"~* bildet den gesuchten Z"~"~*. 


Korollar. Wenn Z’ in F total unhomolog Null isi, so gibt es ein 
e>0, so dap bei jeder e-Uberfiihrung von F der Bildzyklus ‘Z” in der 
Bildmenge ‘F total unhomolog Null ist. 


Beweis. Es geniigt, e so klein zu wahlen, daB jede e- Uberfiihrung 
von F sich innerhalb der im soeben bewiesenen Satze auftretenden Um- 
gebung U(F) abspielt. Dann ist offenbar ‘2; mit 2; innerhalb von U(F) 
homolog, also mit zf~"~* verschlungen; kein ‘zj ist somit in U(F) ho- 
molog Null. Da aber U(F) auch als eine Umgebung von ‘F betrachtet 
werden kann, ist “Z” nach der SchluBbemerkung von Nr. 23 in ‘F total 
unhomolog Null, w. z. b. w. 


8. Verschlingungssatz. Es sei z"~"~* ein algebraischer Zyklus 
mod m > 0 in R* — F. Wenn z"~’~* in R" — F nicht homolog Null mod m 
ist, so gibt es in F einen konvergenten Zyklus Z" mod m, welcher mit 


n—r-1 


z verschlungen ist. 


Beweis. Man wiahle zunichst die Polyederumgebung U(F), so daB 
z"~"—* auBerhalb von U(F) liegt, dann V(F) im Sinne von Nr. 28. Der 
Zyklus z"~"~* ist in R"—V(F) nicht homolog Null, folglich gibt es in 
V(F) einen mit z"~’~* verschlungenen algebraischen Zyklus z’. In den 
Bezeichnungen von Nr. 28 ist z"~”~* auch mit jedem zj, dh. mit Z’, 
verschlungen, w. z. b. w. 


%) Gemeint ist folgender Satz: Wenn der algebraische Zyklus z" (mod m, m= 0) 
des Polyeders P< R" in P nicht homolog Null ist (mod m), so gibt es in. R® —P einen 
mit 2° verschlungenen Zyklus z*~*~*. Dieser Satz folgt ohne weiteres aus der 
Pontrjaginschen Verallgemeinerung des Alexanderschen Dualit&tesatzes (s. die in der 
vorigen FuBnote angegebene Literatur). 
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4. Verschlingungssatz. Hin algebraischer Zyklus z"~’~* (mod 0), 
welcher in R" — F liegt und dortselbst nicht berandet, ist mit einem 
Potenzzyklus in F verschlungen. 

Beweis. Wir beginnen mit dem Fall z"~’~*~ 0 in R" — F. 

Es gibt dann eine kleinste positive ganze Zahl s >2 von der Eigenschaft, 
daB sz"~"~* in R" — F berandet. Man wihle die Polyederumgebung U(F) 
so, daB sz"~"~* bereits in R" — U(F’) berandet, und betrachte eine Folge 
von ineinandergeschachtelten Polyederumgebungen U,, U,, ..., U;,... von F, 
die sich auf F zusammenziehen und alle in U(F) enthalten sind. Die 
Polyeder R" —U, bezeichnen wir**) mit Q;. Der Zyklus z"~"~* liegt in 
jedem Q,, berandet dort nicht, hat aber dortselbst die Ordnung s. Nach 
dem Satz von Nr. 19 gibt es fiir jedes ¢ ein k,, das wir > 7 wahlen kénnen, 
von der Eigenschaft, daB z"~”’~* in Q, nicht homolog Null modulo s* ist 
und folglich mit einem algebraischen Zyklus mod s“, 2 C U, verschlungen 
ist. Man denke sich zj sogleich in einer Simplizialzerlegung, deren Elemente 


simtlich Kleiner als u sind. Durch eine mit r unendlich-kiein werdende 


Verschiebung der Eckpunkte von z; kann man erreichen, daB diese Eck- 
punkte zu F gehéren (und z{ natiirlich mit z"~”’~* verschlungen bleibt). 
Sodann ist 

BP wx (85, By 5 0005 Bhp 00) 


ein Zyklus in F, und zwar ein Potenzzyklus nach der Dominante s, w. z. b. w. 

Im wesentlichen derselbe Beweis gilt auch im Falle z*~"~*+0 (in 
Rk" — F), nur die sich auf die Zahl s beziehende Betrachtung am Anfang 
des obigen Beweises falit weg. In der zweiten Hilfte des Beweises (be- 
ginnend mit dem Hinweis auf den Satz von Nr. 19) kann man (vermdge des 
jetzt in Betracht kommenden Falles des soeben erwahnten Satzes) fiir s 
eine beliebige ganze Zahl > 2 wiahlen. Als Nebenresultat erhalt man also den 

Zusatz. Wenn (in den Bezeichnungen des vierten Verschlingungs- 
satzes) z"~"~* in R"—F nicht nur nicht berandet, sondern auch nicht 
homolog Null (mod 0 in R"— F) ist, so kann man in F einen mit gee 
verschlungenen Potenzzyklus Z" nach einer beliebigen Dominante finden. 


32. Der Phragmen-Brouwersche Satz. Es sei im R” 
F= F’+ P", 
in R" — F ein algebraischer Zyklus z"~"~* (mod m) gegeben. 
%) R* ist hier durch Hinzufiigung des unendlichfernen Punktes zum sphirischen 


Raum erginzt worden; der Satz gilt sowohl fiir den spharischen als auch fiir den 
Euklidischen Raum und braucht nur einmal bewiesen zu werden. 
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Wenn m=>0 Wenn m= 0 
und z"~"~* in R"— F’ und in R" — F", 


aber nicht in R° —F 


homolog Null ist, | berandet, 
so existiert in F’-F” ein 
konvergenter Zyklus modulo m | Potenzzyklus 


T-1 rT-1 Pg r-1 
Z = (2, » 29 grees Sp danke 


welcher in F’ und F” berandet, in F’-F” total unhomolog Null ist. 
Beweis. Es sei 


(1) Z" m= (25, 25, +05 Spy oe) 
ein mit z"~"~* verschlungener 
konvergenter Zyklus modulo m | Potenzzyklus 
in F. 


Man zerlege z; in zwei Komplexe Q; und Q;’, von denen der erste alle 
Simplexe von z; enthalt, die mindestens einen zu F’ gehérenden Eckpunkt 
haben: 


z= Qi + Q- 
Qi und — Q; haben denselben Rand 2; ~*, und der Zyklus 
(2) ee 1G eee 
kann nach einer unendlich-kleinen Verschiebung (der eine ebensolche Ver- 
schiebung von Z” entspricht) als ein 
Zyklus mod m Potenzzyklus 


in F’. F” betrachtet werden, welcher sowohl in F’ als auch in F” berandet. 
Ich behaupte, daB Z’~* in F’-F” total unhomtolog Null ist. Man 
nehme im Gegenteil an, daB eine Teilfolge 


Se * as (ak *, h-*, «055 Men teed 
in F’- F” homolog Null ist. Dann gibt es Koeffizienten c,, 


c, =1, wenn m2 2, ae es 

c, -~0, wenn m= 0 at 
derart, daB c, zj,* Rand eines ¢,-Komplexes C;, in F’- F” ist (lim e, =0). 
Man betrachte die Zyklen z; = c, Qj, — C,, und 2)’ =, Qi, + O;,. Es ist 
z, + 2;’=c, 2j,, und da alle zj, mit z"~”~* verschlungen sind, mu8 bei jedem » 
der Zyklus z"~"~* mindestens mit einem der beiden Zyklen z;,z,’ ver- 
schlungen sein. Fiir unendlich viele » ist also z"~"~* z. B. mit 2, ver- 
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schlungen; diese unendlich vielen z; bilden einen Zyklus Z’ in F’, mit 
dem z"~"~* verschlungen ist; dann kann aber z"~”~* in R" -- F’ nicht 
homolog Null sein bzw. nicht beranden. Durch diesen Widerspruch ist 
gezeigt, daB Z’~* in F’-F” total unhomolog Null ist. 

Wir beweisen schlieBlich, daB (im Falle mod m) Z’~* in F’-F” kon- 
vergent ist. Da Z” in F konvergiert, gibt es wieder Koeffizienten cj, und 
c{{,, die +0 sind und nur im Falle m = 0 (links!) + 1 sein kénnen, so daB 


Ch,n Ze CEA Ze + (lim = 0) 
in F ist. 

Es sei Ky,—Cirze — Chazesn ein e,-Komplex, Kj, die Gesamtheit 
seiner zu F’ nicht fremden Simplexe. 

Dann ist 

Kia Cin Qi — Chr Qian t+Q, 
wobei Q zu F’-F” gehért und denselben Rand wie — (cj, Qi — cin Qi+a) 
hat. Es ist also 
Q— —cChaze + ch azisa, 

und somit 
ae ZEsh, 
w. z. b. w. ™ 


33. Eine weitere unmittelbare Folge der Verschlingungssitze ist der 

Deformationssatz. Wenn ein algebraischer Zyklus z in R" —F 
nicht berandet und man die Menge F und den Zyklus z so deforméert, 
daB sie wihrend des ganzen Deformationsprozesses zueinander fremd 
bleiben, so berandet der deformierte Zyklus auferhalb der deformierten 
Menge nicht. 

Da nach den Verschlingungssitzen z mit einem wahren Zyklus Zc F 
verschlungen ist, geniigt es, folgenden Hilfssatz zu beweisen: 


Hilfssatz. Wenn 2"~"~*c R"— F mit Z’ c F verschlungen ist und 


man z"~"~* und F so deformiert, daS sie in jedem Augenblick zueinander 
fremd bleiben und schlieBlich in 2"~"~* und Z” iibergehen, so ist auch 
z"~"-* mit Z” verschlungen. 


Beweis. Es sei t (0 <¢<1) der Deformationsparameter. Im Augen- 
blicke ¢ habe man anstatt der Zyklen z,=z"~"~* und Z,=Z" die 
Zyklen z, und 

Zym= (zy", 24°, ..05 Bhs «-+)s 
Wir definieren z, und Z, auch fiir ¢< 0 bzw. ¢>1, indem wir 
(0) (t) 


(t) 
%= 2, =z baw. y= 2, zy) — 2,” 
setzen. 
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Der Zyklus z sei mit allen 2{” verschlungen; ich behaupte, daS auch 
z,=2"~"~* mit allen z;” = 2{ verschlungen ist. Man nehme fiir einen 
Augenblick das Gegenteil an. Dann ist z, mit einem bestimmten z;” nicht 
verschlungen, und es gibt ein t (0 < + <1) von der Eigenschaft, daB fir 
alle t< + % mit 2,’ verschlungen ist, wahrend man bei jedem « ein ¢ 
unter der Bedingung t+<t<1-+e finden kann, so daS z mit z{" nicht 
verschlungen ist. Man wahle nun « so klein, daB fiir zwei beliebige t-Werte, 
t’ und #”, die zum abgeschlossenen Intervall [rt — «, t+ ¢] gehéren, zy zu 
zi” fremd ist. Dann steht zunichst z,_, zu allen z,’ («—eStgr+e) 
in denselben Verschlingungsverhiltnissen, d.h. z,_, ist mit allen diesen 2,” 
verschlungen. Es sei t’ beliebig gewahlt in [t —«, t+ ¢]. Da im Intervall 
t—e<t<rt+e % m zy’ fremd bleibt, stehen alle z, (x —e<t< r+ e) 
in denselben Verschlingungsverhiltnissen zu 2{'’, und da z,_, mit 2, ver- 
schlungen war, ist jedes 2 mit z{” verschlungen, d. h. z ist mit z{*) ver- 
schlungen, wenn nur ¢ und ?¢’ beide zum Intervall [t — e, r+ e] gehéren. 
Dies steht aber im Widerspruch mit der Definition von t. Der Hilfssatz 
und der Deformationssatz sind hiermit bewiesen. 


34. An die Verschlingungssitze und den Phragmén-Brouwerschen Satz 
schlieBt noch folgende Begrifisbildung an. 

Definition. Es sei G ein Gebiet in R", welches mit R" homéomorph 
ist. Wenn z C G — F ein algebraischer Zyklus mod m (m > 0) ist von der 
Eigenschaft, daB der Zyklus z in G— F modulo m nicht homolog Null, 
jedoch bei jeder Wahl der echten abgeschlossenen Teilmenge F’ von F 
der Homologie 

z~ 0 (mod m) in G—F 
geniigt, heiBt z verschlungen mit F in G modulo m. 

Wenn m= 0 ist und z in G—F nicht berandet, jedoch bei jeder 

Wahl von F’C F, F’+F 
z~0 in G—F’ 
ist, heiBt z einfach-verschlungen mit F in G. 

Wenn G=R" ist, 1laBt man bei diesen Definitionen die Worte 
yin G“ weg. 

Die Eigenschaft von z, in G — F nicht zu beranden (bzw. nicht ~ 0 
zu sein), ist eine in bezug auf F induktive Eigenschaft: d. h. wenn eine 
abnehmende Folge F, > F, >...» F., >... gegeben ist, F,, der Durchschnitt 
aller F ist und fiir jedes k z in G — F,, nicht berandet (bzw. nicht ~ 0 ist), 
so berandet z auch in @ — F,, nicht (bzw. ist dort nicht ~ 0). Daraus 
folgt ohne Miihe der 


Satz. Wenn z in G — F nicht berandet (bzw. nicht ~ 0 ist), so ent- 
halt F eine Teilmenge F’, mit der z einfach (bzw. mod m) verschlungen ist. 
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35. Trager von Zyklen. Wesentliche Zyklen. 


Definition. Es sei ein wahrer Zyklus Z in F gegeben; jede ab- 
geschlossene Menge F’ von F, die die Eigenschaft hat, daB Z als ein 
Zyklus in F’ betrachtet werden kann, heiBt ein Trdger des Zyklus Z. **) 

Definition. Ein wahrer Zyklus in F hei®t wesentlich, wenn er einen 
Trager besitzt, in dem er total unhomolog Null ist. 


Satz. Hs sei Z ein wesentlicher Zyklus in F; es gibt ein «> 0 von 
der Eigenschaft, dap, wenn F in eine Menge F* c-iibergefiihrt wird und 
dabei Z in Z* iibergeht, Z’ ein wesentlicher Zyklus in F’ ist. 

Man wihle einen Trager F’ von Z, in welchem Z total unhomolog 
Null ist, und ein so kleines ¢, daB bei einer e-Uberfiihrung von F in eine 
Menge F* Z in einen Zyklus Z* iibergeht, welcher in F’* total unhomolog 
Null ist (ein solches « gibt es kraft des Korollars zum 2. Verschlingungs- 
satz Nr. 31). Dieses ¢ ist das gesuchte. 


36. Hieran schlieBt sich noch folgende éfters bequeme 


Definition. Ein Zyklus nach konstantem Modul heiBt wesentlich kon- 
vergent (in F), wenn er einen Trager besitzt, in dem er gleichzeitig kon- 
vergent und unhomolog Null ist. 

Es seien: Z ein wesentlich konvergenter Zyklus mod m (m= 0) in F, 
welcher dortselbst ~ 0 ist, F’ ein Trager von Z, in dem Z konvergent 
und nicht homolog Null ist. Eine abgeschlossene Menge F” (F’C F< F) 
heiBt ein in bezug auf F’ irreduzibler Trager der Homologie Z~0, wenn 
Z in keiner echten abgeschlossenen Teilmenge F, von F” homolog Null ist, 
wahrend andererseits Z~0 in F”. Wir wollen beweisen, da8 es zu ge- 
gebenen Z~ 0 (in F) und F’ stets mindestens einen irreduziblen Homo- 
logietriger gibt. Es geniigt zu diesem Zweck zu zeigen, daB aus 


Z~0 in F,, 
F,>F,>.-->F,>.... Fi =F, 
folgt, daB 
Z~0O in F, 
ist. 








3%) Man kénnte auch direkt den kleinsten Trager als die abgeschlossene Hiille 
der Vereinigungsmenge aller Eckpunkte der zj definieren; diese Definition wiirde uns 
im wesentlichen dieselben Dienste leisten wie die des Textes; in manchen Fallen ist 
es aber bequem, nicht nur den kleinsten Trager, sondern iiberhaupt die Trager eines 
Zyklus (so wie sie im Texte definiert sind) zur Verfiigung zu haben: ein konvergenter 
Zyklus braucht némlich in seinem kleinsten Trager nicht notwendig konvergent zu 
sein (vgl. hierzu die nichste Nummer). Man kénnte den Begriff des kleinsten Triagers 
auch auf eine andere Weise einfiihren (vgl. ,Gestalt und Lage“, Anhang 1). 
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(i) 


Es seien in F, die e{-Komplexe C{” mit Jim ef! e,” = 0 und Of" + cf? x 


(¢) 


(cf? =1, wenn m > 2, ec,’ +0, wenn m= 0) gegeben. Es sei ferner k, so 


gewahlt, daB fir h > k; P< — ist. Da die Mengen F, sich auf F., zu- 


Ad 
sammenziehen, gibt es fiir iedes e ein so groBes 7, daB fiir alle 7 > die 
Entfernung zwischen einem beliebigen Eckpunkt a von C;)’ und der Menge F 
kleiner als ¢ ist. Man kann also durch »,-Verschiebungen der Komplexe 
Ci) (lim n,= 0) dieselben in zu F, gehérende Komplexe Cy, — cf) 2, ver- 
wandeln; da die C;, unendlich fein werden, ist hiermit bewiesen, daB der Zyklus 


(ig Bas 0-09 Mig weed 


in F, homolog Null ist; vermége der Konvergenz von Z in F’c F,, folgt 
aber hieraus, daB auch der ganze Zyklus Z~ 0 in F,, ist, w. z. b. w. 


87. Relativzyklen und Relativberandungen. Wir schlieBen diese 
Betrachtungen iiber Zyklen, Berandungs- und Verschlingungsrelationen mit 
einigen kurzen Bemerkungen iiber den von Lefschetz) eingefiihrten Begriff 
der Relativzyklen. 

Es seien F und F’ im R" beliebig gegeben. Ein 6- Komplex C in F heiBt 
ein 6- Relativzyklus (mod m), und zwar ein 6-Zyklus in F (rel F’) (mod m), 
wenn der Rand von C ein 5-Komplex in F” ist. Offenbar sind die 6-Zyklen 
in F (rel F’) mit denjenigen rel(F- F’) identisch, so daB8 man sich auf den 
Fall F’c F beschrinken kann. Falls F’ = 0 ist, stimmen die Relativzyklen 
mit den gewdhnlichen (,,absoluten“) Zyklen iiberein. Wenn F = F’ ist, 
ist jeder d6-Komplex in F ein Zyklus rel F’. 

Der 6-Zyklus z in F (rel F’) mod m hei®t e-berandend in F (rel F’), 
wenn es einen ¢-Komplex C in F gibt so, dab C-+z+-q, wobei q ein 
e-Komplex in F’ ist. 

Nachdem die Begrifie des 5-Zyklus (rel F’) und der relativen e-Be- 
randung eingefiihrt sind, stellt man die Definitionen des wahren Zyklus 
in F (rel F’) — und zwar sowohl des wahren Relativzyklus schlechtweg 
(d. h. des Relativzyklus nach variablem Modul) als auch des Relativzyklus 
nach konstantem Modul m>0 —, der Homologie, der Konvergenz usw. 
wortlich wie im Falle der absoluten Zyklen auf. 

Die Bedeutung der Relativzyklen erkennt man z. B. schon am folgenden 

5. Verschlingungssatz. S"~* sei eine n —1-dimensionale Sphire 
des R", U ihr Inneres. Wenn der algebraische Zyklus s*"**cU—F in 
U — F mod m (m= 0) nicht homolog Null ist, bzw. mod 0 nicht berandet, 
so gibt es in /- F einen konvergenten Zyklus rel S"~* (mod m), bzw. einen 
Potenzzyklus rel S"~*, mit dem z"~”~* verschlungen ist. 


%) Lefschetz, a. a. O. *) (auch ,,Topology“ ). 
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Beweis. Man setze F’=U-F+ S8"~*. Dann ist z"~”"~* mit einem 
Z’°c F’ nach dem 3. und 4. Verschlingungssatz verschlungen. Es sei 


BD em (G5 Se «00, He +) 
Man bezeichne mit C; den algebraischen Teilkomplex von z;, der aus allen 
zu U-F nicht fremden Simplexen von z; besteht. Dann ist 
(Oy, Ce, «005 Ome oe) 
ein in U-F gelegener Zyklus rel S"~*, welcher mit z verschlungen ist, 
denn, wenn C"~’-+z"""~* in U ist, so ist ja x(zj, OC” ") = (Cy, C””’). 
Da (im Falle modm) Z’ in F’ konvergiert, so existieren 


n-—r-1 


r+1 , rT ” r 
Ch — Cen Ze — Cer Zr 


mit den iiblichen Bedingungen fiir cj, und cj,; wir betrachten auf beiden 
Seiten dieser Relation nur die Simplexe, die mindestens einen Eckpunkt in U- F 
haben. Dann erhalt man links einen Komplex Q; 4’, rechts c;,, CO; — ¢z.a Ch, 
und es gilt offenbar 
Qin — (Cin Ce — Chen On) + gia; 

wobei g;,, zu S"~* gehdrt. Der Relativzyklus (Cf, Cj,..., Oj, ...) ist also 
konvergent in F. 

Aus diesem Satz folgt der Phragmén-Brouwersche Satz fiir Relativ- 
zyklen : 

Im R” seien gegeben: das Kugelinnere U mit dem Rand S"~’, die 
abgeschlossenen Mengen F, F’, F”, 

F =F’ + F" (F< U0) 
und ein z"~"-*CU—F, welcher in U— F’ und in U — F”, aber nicht 
in U—F homolog Null ist bzw. berandet. Dann existiert in F’-F” ein 
konvergenter Zyklus rel S"~* (mod m) bzw. ein Potenzzyklus rel S"~’, 
welcher in U- F’ und in U-F” berandet und in F -F” total unhomolog 
Null ist; die Berandungen sind dabei rel S"~* gemeint. 

Der Beweis unterscheidet sich von den Uberlegungen der Nr. 32 nur 
dadurch, da8 man alle auftretenden Komplexe in bezug auf U reduziert, 
d. h. in ihnen nur diejenigen Simplexe betrachtet, die zu U nicht fremd sind. 


§ 3. 
Dimension als Homologie-Invariante. 
38. Der Dimensionsbegriff ist eine Vertiefung des Zusammenhangs- 


begriffes: die abgeschlossene Menge F ist zusammenhangend, wenn man in 
ihr von einem Punkt zum anderen mittels endlich vieler, beliebig kleiner 
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Schritte gelangen kann™), sie ist zusammenhangslos oder nulldimensional, 
wenn diese Verbindungsméglichkeit fiir keine zwei Punkte besteht und man 
sich in der Menge nicht einmal ,eindimensional“ verbreiten kann. 

Nach einem Satz von Jordan ist die Menge F dann und nur dann 
zusammenhangend, wenn sie sich nicht in zwei disjunkte abgeschlossene 
Mengen zerlegen la8t. Daraus folgt leicht, daB sie dann und nur dann 
zusammenhangslos (nulldimensional) ist, wenn sie in beliebig kleine ab- 
geschlossene Mengen zerlegt werden kann, d. h. bei jedem « eine e-Uber- 
deckung von der Ordnung 1 besitzt. Wenn man diesen Sachverhalt fiir 
eine beliebige Dimensionszahl n zu verallgemeinern sucht, erhalt man die 
am Anfang dieser Arbeit wiedergegebene Definition des Brouwer-Urysohn- 
Mengerschen Dimensionsbegriffes. 


39. Aber auch der Weg vom Brouwerschen Dimensionsbegriff zur ur- 
spriinglichen Cantorschen Zusammenhangsdefinition (mit den e-Ketten) laBt 
sich leicht verfolgen. Es la8t sich in der Tat beweisen**), da8 F im Brouwer- 
schen Sinne dann und nur dann mindestens n-dimensional ist, wenn ein 
Punktepaar a, b existiert, welches sich durch keine n — 2-dimensionale ab- 
geschlossene Menge F’ trennen laBt. Dabei sagt man, da8 F’ die Punkte 
a und b (in F’) voneinander trennt, wenn man die Menge F — F’ (als 
topologischen Raum betrachtet) so metrisieren kann, daB in dem so ge- 
wonnenen metrischen Raume bei einem hinreichend kleinen ¢ die Punkte 
a und b mit keiner e-Kette verbunden werden kénnen*’). 

Was bei dieser Betrachtung auffallt, ist folgendes. Der Brouwersche 
Dimensionsbegriff, insofern, als er unter allen abgeschlossenen Mengen die 
mindestens eindimensionalen auszuzeichnen erlaubt, geht einen nicht nur 
anschaulichen, sondern auch ganz direkten Weg, indem einfach verlangt 
wird, daB in der Menge eine eindimensionale Ausbreitungsméglichkeit, nam- 
lich die Méglichkeit, zwei Punkte bei jedem « mit e-Ketten zu verbinden, 
vorhanden sei. Diese direkte Fassung des Wesens der Dimension als eines 
Auftretens von prinzipiell neuen, eben ,,mehrdimensionalen* Ausbreitungs- 
méglichkeiten, ist fiir ein beliebiges n wenigstens im Wortlaute der bis- 
herigen verschiedenen Formulierungen des Brouwerschen Dimensionsbegriffes 
nicht enthalten: statt eine wesentlich neue Ausbreitungsméglichkeit zu postu- 


%5) D. h. daB je zwei Punkte von F mittels einer e-Kette verbunden werden 
kénnen; unter einer e-Kette versteht man dabei eine endliche Folge von Punkten, 
in welcher zwei aufeinanderfolgende Punkte um weniger als « voneinander entfernt 
sind (Cantor). 

38) Vgl. § 5, Nr. 92. 

5?) Diese Bedingung ist, wie man leicht sieht, mit der Hausdorffschen Zusammen- 
hangsdefinition (fiir einen metrisierbaren Raum, welcher in unserem Falle der Raum 
F—F’ ist) aquivalent. 
Mathematische Annalen. 106, 
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lieren, wird von den n-dimensionalen Mengen nur verlangt, daB die alte, 
lineare Ausbreitungsméglichkeit geniigend widerstandsfahig sei, und zwar 
durch Entfernung von héchstens n — 2-dimensionalen Mengen nicht zerstért 
werden kénne**). 


40. Bei dem Versuch, den Brouwerschen Dimensionsbegriff in dieser 
Hinsicht zu rechtfertigen, werden wir — unerwarteter- und dennoch natiir- 
licher- und notwendigerweise — zur Aufstellung von unendlich vielen ver- 
schiedenen Dimensionsbegriffen gelangen, unter denen der Brouwersche Di- 
mensionsbegriff allerdings einen Platz einnimmt, der ihm in mancher Hin- 
sicht eine besondere Bedeutung und Wichtigkeit sichert. 

Wir kehren fiir einen Augenblick zu den mindestens eindimensionalen 
Mengen zuriick. Ein Punktepaar ist vom Standpunkt der kombinatorischen 
Topologie nichts anderes als ein nulldimensionaler Zyklus; die Tatsache, 
daB man bei jedem ¢ das gegebene Punktepaar a,b durch eine e-Kette 
verbinden kann, hei®t, daB dieser Zyklus in der Menge F berandet. Und 
es ist auch allgemein ganz klar: eine Menge besitzt eine n-dimensionale 
Ausbreitung, wenn in ihr ein n — 1-dimensionaler Zyklus berandet. Dabei 
mu8 man natiirlich verlangen, daB der Zyklus nicht ,,zusammenklappt*, 
nicht ausartet (daB im Falle n = 1 die beiden Punkte a, b nicht zusammen- 
fallen), d. h. daB er wesentlich sei. Auf diese Weise gelangt man zu folgender 
grundlegender 

Definition, Déte gréBte ganze Zahl r von der Eigenschajft, daB es 
in F einen berandenden wesentlichen r —1-dimensionalen Zyklus gibt, het[t 
(schlechtweg) die geometrische Dimension der abgeschlossenen Menge F und 
wird mit A(F) bezeichnet®). Wenn es in F selbst keinen nulldimensionalen 
berandenden Zyklus gibt (d. h. wenn F zusammenhangslos ist, und nur in 
diesem Fall), heift F nulldimensional. 

Die grépte ganze Zahl r von der Higenschaft, daB es in F einen be- 
randenden wesentlichen r — 1-dimensionalen Zyklus mod m ‘(m=0,2,3,...) 
gibt, hei Bt die (geometrische) Dimension mod m von F und wird mit A™(F) 
bezeichnet *°). 


41. Zunachst ist klar: 
1. 4(F) sowie die 4™(F) sind topologische Invarianten von F. 


%*) Vgl. die ersten Paragraphen des ,,Dimensionsproblems*“. 

%®) Da der r—1-dimensionale Zyklus, von dem hier die Rede ist, ein Zyklus 
schlechtweg, d.h. nach variablem Modul, ist, nennen wir A(F) gelegentlich auch 
Dimension nach variablem Modul. 

*) Die geometrische Dimension mod2 wurde zum erstenmal im ,Dimensions- 
problem“ eingefiihrt und ziemlich eingehend untersucht. 
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2. Fiir jedes F und jedes m ist 

4(F)>4”"(F). 

3. Aus F’C F folgt A(F’) << A(F), A"(F’) < 4"(P). 

Aus dem Satz von Nr. 30 folgt ferner unmittelbar das 

Brouwersche Invarianzprinzip fiir die geometrischen Dimensionen. 
Es sei F gegeben; es existieren positive Zahlen « bzw. «,, derart, daB fiir 
jede Menge F’, die aus F mittels einer e- bzw. ¢,-Uberfiihrung entsteht, 
die Ungleichungen 

4(F’)>4(F) bew. A”"(F’)>4”(F) 
gelten **). 

Da es in einem r-dimensionalen Polyeder nach bekannten Satzen keinen 
berandenden wesentlichen Zyklus von einer Dimension >r geben kann, 
folgt aus dem Brouwerschen Invarianzprinzip und dem Uberfiihrungssatz 
ferner: 

4. Fiir jede abgeschlossene Menge F ist dim F>4(F)>4"(F) 
(dabei bedeutet dim F wie iiblich die Brouwersche Dimension von F). 

Man betrachte den Rand eines orientierten r-dimensionalen Simplexes T' 
und die Folge von algebraischen Zyklen, die durch sukzessive, unendlich fein 
werdende Unterteilung dieses Randes entsteht. Diese Folge kann bei jedem m 
als ein wahrer Zyklus betrachtet werden, der offenbar einerseits berandet. 
andererseits wesentlich ist (der Zyklus ist ja im elementar-geometrischen 
Rande von 7 total unhomolog Null). Daraus folgt unter Zuhilfenahme 
von 3 und 4: 

5. Fiir ein beliebiges Polyeder P ist jede der Zahlen 4(P), 4“ P) 
der elementar-geometrischen Dimension des Polyeders P gleich. 


42. Es soll jetzt folgender Satz bewiesen werden. 


2. Hauptsatz. Die Dimension nach variablem Modul stimmt fir 
jede abgeschlossene Menge F mit der Brouwerschen Dimension itiberein: 


A(F) = dim F. 


Dieser Satz, zusammen mit dem Uberfiihrungssatz und dem Hauptsatz 
des § 1, liefert nach meiner Meinung die vollstandige Rechtfertigung des 
Brouwerschen Dimensionsbegrifies vom Standpunkte der inneren (gestalt- 
lichen) Eigenschaften der abgeschlossenen Mengen. Eine Rechtfertigung vom 
Standpunkte der Lageeigenschaften bleibt dem nachsten Paragraphen dieser 
Arbeit vorbehalten. 


“!) Fir die Brouwersche Dimension beweist man dieses Invarianzprinzip in 
wenigen Worten (vgl. meine unter ') zitierte Annalenarbeit). 


13* 
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Dem Beweise dieses Satzes lassen wir folgende Bemerkung vorangehen. 
Wenn man in der Dimensionsdefinition von Nr. 40 nur solche Zyklen 
Z’~*=(2;-",25 *,...,2m y---) zur Konkurrenz zulaBt, deren Elemente 
algebraische Zyklen nach von Null verschiedenen Moduln m, sind, erhilt 
man als Dimension eine Mengenfunktion, die ich fiir den Augenblick mit 
A” (F) bezeichnen will. Offenbar ist dim F>4(F)>4°(F). Wenn ich 
also zeige, daB 4°(F) > dim F ist, wird die Identitat 


A”"(F)= A(F) = dim F, 
also erst recht der 2. Hauptsatz bewiesen sein. 


43. Es handelt sich also darum, zu zeigen, dab es in jeder r-dimensio- 
nalen Menge F einen berandenden wesentlichen r — 1-dimensionalen Zyklus 


T1 rT-1 r-1 r-i1 ‘ 
Ome Ge pracgh gesal 


> 


gibt, wobei 2, * ein algebraischer Zyklus mod m, + 0 ist. 

Auf Grund des 1. Hauptsatzes existiert eine wesentliche Abbildung f 
von F auf eine r-dimensionale Vollkugel Z’, die wir uns als Einheitskugel 
denken. Es sei S der Rand von £’; wie iiblich bezeichnen wir mit ® die 
Originalmenge von S bei der Abbildung /. 

Es seien jetzt gegeben: eine nach Null konvergierende Folge positiver 
Zahlen 

By > Eg D> 0 Oy > oes 


die Folge der ihnen laut Nr. 12 entsprechenden 


6,>6,>...0,>..., limd,—0, 
und die Folge der Polyeder 
= ee ae 
in die sich F mittels der Abbildungen 
Pr» Par +++s Puree 


6,-iibertiihren laBt. Die. +, sollen so klein sein, da’ die zu ihnen ge- 
hérenden Abbildungen g,= 9, und f,=/f, =g,p, von Nr. 15 nach dem 
Satz von Nr. 16 saimtlich wesentlich seien. 


44. Es sei ®, die Originalmenge von S bei der Abbildung g,. Wir 
beweisen zunichst, daB es zu jedem « ein solches x gibt, da fiir alle k > x 
die Menge ®, in U(®,«) enthalten ist. Man wiahle in der Tat x so grol, 
daB 3, << und \ 

a f-*U(S, e,)¢ U(®, 5) 
ist. Es seien x irgendein Punkt von ®,, y ein Originalpunkt von z bei der 
Abbildung y,. Man hat dann 


f(y) =9,(2) C8, 
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folglich (da f, sich von f weniger als um ¢, unterscheidet) 


o(f(y), 8) <& < &> 
d. h. 


y Cf-*(U(S,4,)) CU(%, 5); 
da aber o(z,y) < 6,<5 ist, ist eC U(®,e), w.z.b. w. 


45. Wir wollen ferner beweisen, daf man zu jedem « ein solches x 
finden kann, daB fiir alle k >x die Menge ® in U(®,,«) enthalten ist. 
Zum Beweise erinnern wir uns zuerst daran, daB nach Nr. 15 (letzte Be- 
hauptung) bei jedem k 

f.(P) = 9.9,(P) CS 
ist. Wenn also y ein Punkt von @ ist, so gehért y,(y) zu ®,. Es sei x 
so groB, dab 6 <e ist. Da o(y, 9,(y))<4,<e ist, ist e(y,®,) <e, 
also y Cc U(®,, 2), w. 2. b. w. 

46. SchlieBlich beweisen wir noch folgendes. Zu jedem « gibt es ein 3 
derart, daB fiir ein hinreichend groBes k und alle Punkte x von P,, die 
weniger als um 5 von ®, entfernt sind (wir bezeichnen die Menge dieser 
Punkte mit U,(®,, 4)), 

9,(z) C U(S, e) 


Man wahle 6 so klein, daB 
f(U(®, 26) CU(S, 5) 
ist, und x so groB, daB e,< 5, 6,<6 und fiir alle k>x ®,C U(®, 6) ist. 
Wenn xCU,(®,,6) und y ein Originalpunkt von z bei ¢, ist, so ist 
y CU(®, 26), folglich f(y) CU(S,5) und 


9,(t) = f,(y) C U(S,e). 

Da durch die Abbildung g, das Polyeder P, wesentlich auf die Voll- 
kugel H” abgebildet ist, muB es (nach einem grundlegenden Satze von 
Hopf) einen Relativzyklus ¢j rel ®, modulo eines gewissen m, +0 ent- 
halten, dessen Bild g,(¢;) das Element 2’ mit einem (mod m,) von Null 
verschiedenen Grade bedeckt ‘*). Wir bezeichnen mit 2; * den Rand von ¢;. 
Da wir von vornherein annehmen konnten, daB die P, in Simplizialzer- 
legungen vorliegen, deren Eckpunkte simtlich zu F gehéren und deren 
Simplexe mit wachsendem & unendlich klein werden, ist 


pee | f—4 fi r—1 
Z = (2 » 2a peers SE pesap 


ein Zyklus in F, der dortselbst offenbar berandet. 


tat. 


“*) H. Hopf, Uber wesentliche und unwesentliche Abbildungen von Komplezen, 
Recueil math. Soc. Math. de Moscou 87 (1930), 8. 53. 








198 P. Alexandroff. 


Es sei jetzt U(S) eine feste Umgebung von S, die etwa aus allen 
Punkten von E” besteht, die auBerhalb der zu EZ” konzentrischen Voll- 
kugel e” vom Radius } liegen. Wir wiahlen ein solches 6 und betrachten 
von vornherein nur so groBe k, daB die U,(®,,64) mittels g, in U(S) 
abgebildet werden, 6, < 6 ist, gleichzeitig 

®, in U(%,5) und & in U(®,, 5) 
enthalten sind und folglich auch die zj~* in U(®, 0) liegen. 

Ich behaupte, daB kein z;* in U(®,4) homolog Null (mod m,) ist. 
Es sei in der Tat ein durch z;~* mod m, berandeter Komplex Q, in U(, 0) 
vorhanden; wir denken uns ihn sogleich in einer solchen Unterteilung, daB 
seine Simplexe saimtlich kleiner als 6 sind. Indem man jeden Eckpunkt 
von Q, durch einen der zu ihm am nichsten liegenden Punkte von F 
ersetzt, entsteht ein 34-Komplex Q; in F, der, da er aus Q, durch 6-Ver- 
schiebung entstanden ist, in U(#,36) liegt und ebenfalls durch zj~* be- 
randet ist. 

Durch die Abbildung p, wird Q; in einen 56-Komplex Q; in P, iiber- 
gefiihrt,. wobei z;~* festbleibt, da seine Eckpunkte Eckpunkte von P, sind. 
Q: liegt noch immer in U(®, 54), also in U,(®,, 66) **). Infolgedessen 
liegt g,(Q’) in U(S), also auBerhalb der Vollkugel e”. Folglich ist der Grad 
von g,(¢; — Qi) im gemeinsamen Mittelpunkte O von £” und e” mit dem 
Grade von g,(¢;) identisch, also von Null verschieden. Dies ist aber ein 
Widerspruch, denn ¢/—Q ist ein r-dimensionaler Zyklus mod m, und 
kann auf £’ nur mit dem Grade Null abgebildet werden. 

Durch eine unendlich kleine Verschiebung von Z’~* geht dieser Zyklus 


vermége Nr. 44 in einen Zyklus Z’-* in ® iiber, welcher offenbar in F 
berandet und nach dem soeben Bewiesenen in ® total unhomolog Null ist. 


Der Zyklus Z’~* ist also ein r — 1-dimensionaler berandender wesentlicher 
Zyklus in F, w. z. b. w. 


47. Bei der Aufstellung der Dimensionsbegriffe mod m (m => 0) haben 
wir nichts von der Konvergenz der in Frage kommenden Zyklen voraus- 
gesetzt. Nun folgt aber aus dem 1. Konvergenzsatz (auf den Fall eines 
konstanten Moduls m > 2) angewandt, dab, wenn man in F einen r —- 1- 
dimensionalen berandenden wesentlichen Zyklus mod mS 2 hat, es dort 
stets auch einen konvergenten Zyklus von der gleichen Eigenschaft gibt. 


"*) Zusatz bei der Korrektur. Es ware einfacher, Qj direkt dadurch zu 
definieren, daB man unter Festhaltung von z{~* jeden Eckpunkt von Q, in einen der 
von ihm am wenigsten entfernten Purikte von P, verschiebt; 5 muB iibrigens so klein 
sein, dab, wenn z das Geriist eines 54-Simplexes in U,(®,, 65) ist, man auf g, (2) 
ein in U(s) liegendes Simplex aufspannen kann. Sodann ist g,(Q’) als ein Polyeder- 
komplex in U(s) zu verstehen. 























Dimensionstheorie. 


199 


In der Definition der Dimension modm>2 kann man also, ohne das 
Resultat zu dndern, die Konvergenz der Zyklen voraussetzen und sagen, 
dag A™(F) die gréBte ganze Zahl r von der Eigenschajt ist, daB es in F 
einen wesentlich konvergenten berandenden r — 1-dimensionalen Zyklus 
mod m gibt. Wir wollen jetzt zeigen, daB dies auch fiir m = 0 der Fall ist. 


48. Zu diesem Zweck beweisen wir der Reihe nach die folgenden drei 
Behauptungen: 

I. Wenn A"(F) =r (m= 0) ist, so gibt es in F einen r-dimensionalen 
Relativzyklus (mod m), welcher in F total unhomolog Null ist. 

II. Wenn in F ein r-dimensionaler Relativzyklus Z’ rel F’ existiert 
und Z” in F nicht homolog Null rel F’ ist, so gibt es in F auch einen 
konvergenten Relativzyklus von der gleichen Eigenschaft. 

III. Wenn es in F einen konvergenten Relativzyklus Z” rel F’ gibt, 
und Z’ in F nicht homolog Null rel F’ ist, so existiert auch ein r — 1- 
dimensionaler wesentlich konvergenter in F berandender Zyklus. 

Dabei sind alle Zyklen bzw. Relativzyklen modm (m > 0) gemeint. 

Beweis. Es sei 
(1) a et re Bee 
ein in F berandender wesentlicher Zyklus mod m; F’ sei ein Trager, in 
dem Z’~* total unhomolog Null ist. Ferner seien die e,-Komplexe C;, 


Cr—-2;* in F, (lime, = 0), 
gegeben. Dann ist 
(2) A a a 
ein Zyklus Z’ rel F’. Er ist total unhomolog Null in Frel F’, denn aus 
Ky" arc Cr+ Or (Qi < F’), 


folgt (da c,C; + Q; ein Zyklus ist), daB c,C; und —Q; denselben Rand 
haben, daB also czx2;~* (der ja der Rand von ¢;, Cj ist) in F’ ,-homolog 
Null ist. 

Die Behauptung I ist hiermit bewiesen. Da (2) total unhomolog Null 
ist, gibt es ein « von der Art, daB kein Cj rel F’ e-homolog Null ist; auf 
Grund des 2. Konvergenzsatzes, den man fiir Relativzyklen wértlich wie 
in Nr. 27 beweist, ist bei hinreichend groBem k 


(3) Ci ~ Z' rel F’ mod m, 


wobei Z” ein konvergenter Zyklus rel F’ ist. Aus (3) folgt, daB Z” nicht 
~ 0 sein kann, also wesentlich ist. Dadurch ist auch die Behauptung II 
bewiesen. 
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Um III zu beweisen, betrachten wir die Rander z;* der Cj, in der 
Annahme, daB (2) jetzt ein konvergenter Relativzyklus ist. Sodann ist 


(4) Bont as (ah *, ft... of, ...) 


ein berandender wahrer Zyklus in F. Aus der Konvergenz von (2) folgt 
ferner fiir h >k die Existenz eines Cj’, 


Cri" = (cin Ce —CeaCr)+Q" (QC F’, limn,=0). 
—Q’ und cj, 0;—c;',Cx haben aber denselben Rand, und dieser ist 


1 


, @s ist folglich 


Cihaze | — Chaz 
Cate — Chath 0 in F’, 
k 
also konvergiert Z’~* in F’. 

Jetzt sind zwei Fille zu unterscheiden: entweder ist Z”~* in F’ nicht 
homolog Null — dann ist er wesentlich, und wir sind fertig; oder aber ist 
Qi— 2 * in F’; 

dann ist 


(5) 2 = (Cy — ¢,Q:), (Cy — ¢,Q:), eery (Cy — ce Qz), ven) 
ein Zyklus in F, und dieser ist total unhomolog Null (denn aus 
CE"* =» te( CE — ee Qi) 


folgt, da ¢,Q; < F’ ist, daB der Relativzyklus C; ~ Orel F’ ist). 

Genau wie beim Beweise der Behauptung II kénnen wir auf Grund 
des 2. Konvergenzsatzes Z” durch einen konvergenten Zyklus Zz’ ersetzen, 
der ebenfalls total unhomolog Null in F ist. Zu diesem gibt es nach dem 
1. Verschlingungssatz einen mit ihm verschlungenen z"~"~*, zu letzterem 
wiederum eine mit ihm verschlungene Teilmenge F” von F (nach Nr. 34). 
Wenn U(z) eine hinreichend kleine Umgebung eines Punktes x von F” 
und B die Begrenzung von U(z) ist, so ist keine der beiden abgeschlos- 
senen Mengen F,= U(x), F,= F” — U(x) leer, und 2"~"~* ist sowohl 
in R"— F, als auch in R*— F, homolog Null; da z*~"~* in R" — F” 
nicht homolog Null ist, enthalt B nach dem Phragmén-Brouwerschen Satz 
einen konvergenten Zyklus Z’~*, welcher in F, und F, berandet, und in 
B total unhomolog Null, also wesentlich ist. Die Behauptung III ist hier- 
mit bewiesen. 


49. Bemerkung. In den obigen Ausfiihrungen ist u. a. bewiesen: 


Wenn F einen Zyklus Z” mod m enthdlt, welcher nicht ~ 0 in F ist, 
so ist A"(F)>r. 
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Man beweist auch miihelos den entsprechenden Satz fiir die Brouwersche 
Dimension : 

Wenn F einen Zyklus Z’ (nach variablem Modul) enthdlt, welcher 
in F nicht ~ 0 ist, so ist dim Fr. 

Beweis. Man kann, wie schon 6fters friiher, annehmen, daB Z’ in F 
total unhomolog Null ist; nach dem 2. Verschlingungssatz (Nr. 31) gibt es 
Zyklen 2; "~* in R"— U(F), die mit den entsprechenden z; verschlungen 
sind; man fihre jetzt F innerhalb von U(F) in ein Polyeder P iiber. 
Dabei gehen die zj in 2,¢ P iiber, die noch immer mit den zf~"~’ ver- 
schlungen sind. Folglich muB C;~"—-zf~""* mit P gemeinsame Punkte 
haben. Wenn aber dim F< r—1 wire, kénnte man das Polyeder P eben- 
falls héchstens r — 1-dimensional wahlen; wenn man dabei die Cy~’ in 
allgemeiner Lage zu P nimmt, ist bei jedem & im Widerspruch zum 
soeben Bewiesenen der Durchschnitt von P und C;~” leer. 


50. Das Resultat der Nr. 48 kénnen wir wie folgt zusammenfassen **) : 

A™(F) (m=>0) kann als die gréBte Zahl r definiert werden, von 
der Higenschajt, daB es in F einen r — 1-dimensionalen wesentlich-kon- 
vergenten berandenden Zyklus mod m gibt. 

4™(F) kann auch als die gréBie Zahl r definiert werden, zu der es 
einen (konvergenten) r-dimensionalen Relativzyklus mod m gibt, welcher 
in F nicht homolog Null ist. 

Was die Brouwersche Dimension betrifit, so zeigt eine Uberlegung, 
welche sich von der obigen nur dadurch unterscheidet, daB alle Konver- 
genzbetrachtungen ausfallen, daf dim F als die gréBte Zahl r definiert 
werden kann, fiir die es in F einen r-dimensionalen Relativzyklus (nach 
variablem Modul) gibt, welcher nicht homolog Null ist. 

Im nachsten Paragraphen wird gezcigt werden, daB ein im Brouwer- 
schen Sinne r-dimensionales F stets einen wesentlichen berandenden Potenz- 
zyklus enthilt. 


Das ergibt zusammen mit den Uberlegungen der Nr. 48 folgendes 
Resultat: 


Die Brouwersche Dimension dim F ist die gréBte Zahl von der 
Eigenschajt, daB es in F einen r-dimensionalen relativen Potenzzykius 
gibt, welcher in F nicht berandet (oder, was hier dasselbe ist, nicht homo- 
log Null ist). 


>) Vgl. hierzu Lefschetz, Topology, 8. 334—335, wo der Verfasser zu Frage- 
stellungen kommt, die den Gegenstand der vorliegenden Untersuchungen nahe be- 
réibren. 
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§ 4. 
Allgemeine dimensionstheoretische Satze. 

51. Wir beginnen mit einigen Hilfsbetrachtungen. 

Satz. Es seien: 

F eine abgeschlossene Menge des R”; 

U ein Kugelinneres des R"; 

S"~* sein Rand; 

z"~"~* ein in U— F liegender algebraischer Zyklus mod m (m > 0) 
welcher in U—F nicht homolog Null ist, bzw. ein algebraischer Zyklus 
modulo Null, welcher in U — F nicht berandet. 

Dann existiert in F ein wesentlicher konvergenter berandender r — 1- 
dimensionaler Zyklus modm bzw. ein wesentlicher berandender Potenz- 
zyklus Z’~*. 

Beweis. Wir setzen F’ = F +S. Der Zyklus z"~"~* ist in R" — F’ 
nicht ~ 0 bzw. nicht ~ 0. Vermége des Satzes von Nr. 34 existiert eine 
Menge F” < F’, welche mit z"~”~* mod m bzw. einfach verschlungen ist. 
Die Menge F” kann unméglich zu U fremd sein, denn es ist ja z"~"-*~ 0 
in U. Es gibt also einen Punkt z< U-F”. Man betrachte jetzt eine Um- 
gebung V(x) von x (in bezug auf F”), die samt ihrer Begrenzung B in U 
liegt. Dann gilt die Zerlegung 

F” =V(z)+B+D, 


wobei D = F” —(V+ B) gesetzt ist. Wenn V hinreichend klein gewahlt 
war, ist D+0. Die abgeschlossenen Mengen F,=V+B, Fy, = B+ D 
haben den Durchschnitt B; es ist sowohl in R"— F, als anch in R" — FP, 


n-r-1 


z ~0O bzw. 2”~"*~0, 


folglich existiert in B ein dortselbst konvergenter Zyklus Z”~* mod m bzw 
ein Potenzzyklus Z’~*, welcher in B total unhomolog Null, aber in F, 
und in F, = V+ BC F berandet, w. z. b. w. 

Bemerkung. Dieser Satz und sein obiger Beweis gelten auch im Falle, 
wenn U = R” ist; es ist dann naturgema8 S"~*=0, F’ = F mu setzen, 
wodurch unsere Uberlegung nur noch an Einfachheit gewinnt. 


52. Definition. Fc R" und ein Punkt 2 F seien gegeben. Wir 
sagen da® F in der Nahe des Punktes z ein r-dimensionales Hindernis 
mod m (m= 0) bzw. ein einfaches r-dimensionales Hindernis bildet, wenn 
es ein e > 0 von der Beschaffenheit gibt, daB bei jedem noch so kleinen 6 
in U(z,6)— F ein n— r —1-dimensionaler Zyklus mod m bzw. mod 0 
liegt, welcher in U(z, e) — F nicht homolog Null ist, bzw. nicht berandet. 
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Wir sagen, dab F schlechtweg ein r-dimensionales Hindernis mod m 
(m>0) bzw. ein einfaches r-dimensionales Hindernis bildet (ohne daf 
dabei von einem bestimmten Punkt xz die Rede ist), wenn folgende Be- 
dingung erfiillt ist: 

Es gibt ein « >0 und beliebig kleine z"~"~*, mod m (m= 0) baw. 
mod in R"— F von der Beschaffenheit, daB bei beliebiger Wahl des zu- 
gelassenen Koeffizienten**) c aus 

P<" Kw wee r-1 
bzw. - Fe gh "3 vile esi 
folgt, daB 6(C”" ") je ist. 

53. Zunachst beweisen wir folgenden 

Satz. Wenn F schlechtweg ein r-dimensionales Hindernis ist, so gibt 
es einen Punkt 2, in dessen Nahe F ein r-dimensionales Hindernis bildet. 

Beweis. Man nehme an, F bilde in der Nahe keines seiner Punkte 
ein r-dimensionales Hindernis. Man wahle «> 0 beliebig und bestimme 
fiir jeden Punkt x von F ein 6,>0 von der Eigenschaft, daB aus 
2" *CU(x,d,)—F folgt, daB 2"~’~* in U(x, 5)—F homolog Null ist 
bzw. berandet. Man schlage um jeden Punkt z die Umgebung U(x) = U (2, “e) : 
Nach dem Borel-Lebesgueschen Oberdeckungssatz ist F in endlichvielen 
unter diesen Umgebungen, etwa in 

U(z,), U(x), -... U(2,) 
enthalten. Man bezeichne mit U(F) die Vereinigungsmenge dieser U(z;), 
mit 6 irgendeine positive Zahl, die kleiner ist als ro als alle ; 6,, und als 
o(F, R" — U(F)). Ich behaupte, daB es fiir jeden Zyklus z"~"~*, der 
kleiner als 6 ist, einen Komplex C””’ gibt, welcher kleiner als ¢ ist und 
der Relation : 
C"~"—»e2"""-* baw. C"~’-+2, C*-"C R°—F 

geniigt. Es sind in der Tat zwei Fille méglich: 


1. z"~"~* ist zu U(F) fremd. In diesem Falle beschreibe man um 
irgendeinen Eckpunkt von z"~’~* eine Kugel mit dem Radius 4; das 
Innere dieser Kugel enthilt z"~’~* und ist zu F fremd; folglich berandet 


n-—r-1 


z in diesem Kugelinnern, und die Behauptung ist bewiesen. 
2. Fiir ein gewisses 7 ist z"~’~*-U(z,) nicht leer; dann liegt aber 
z"-’~* in U(i, 4.,), folglich ist in U(2,, 3) — F. 


z"~"-*~0 baw. 2"°"'*30; 
w. z. b. w. 


*%) Ein zugelassener Koeffizient ist ein Element des jeweiligen Koeffizienten- 
ringes, welches von den Nullteilern des Ringes verschieden ist. 
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‘54. Satz Wenn 4"(F) =r (m=0) ist, so bildet F ein r-dimensio- 
nales Hindernis modm; wenn 4(F)=r ist, so bildet F ein einfaches 
r-dimensionales Hindernis. 


55. Der Beweis dieses Satzes beruht auf folgender 


Definition. Der algebraische Komplex K und eine positive Zahl « 
seien gegeben. Unter einer e- Modifikation von K versteht man eine Ab- 
anderung dieses Komplexes, die im folgenden besteht: jedes Grund- oder 
Nebensimplex z* von X wird durch einen algebraischen Komplex y? ersetzt, 
und zwar so, daB die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 

a) wenn z}—+c/z}-* ist, so ist auch y’—+ c/y?-?; 

b) wenn h=0 (d.h. z* ein Eckpunkt ist), so ist 29 = y®. 

c) die Vereinigungsmenge von z* und allen Simplexen von y? ist in 
einer Kugel vom Durchmesser « enthalten. 

(Aus der letzten Bedingung folgt tibrigens, daB «-Modifikationen nur 
bei solchen Komplexen in Frage kommen, deren Simplexe kleiner als « sind.) 

Bemerkung. Die soeben definierten e-Modifikationen diirften als ein- 
fache e- Modifikationen bezeichnet werden; wenn man die Berandungsrela- 
tionen in a) mod m (m> 2) versteht, erhalt man «-Modifikationen mod m; 
wenn schlieBlich als die y* beliebige Komplexe mit rationalen Koeffizienten 
zugelassen sind, liegen e-Modifikationen modulo Null vor. 


56. Wir fangen an mit folgendem 

Hilfssatz I. K’ sei eine e-Modifikation von K; bei jeder e-Verschie- 
bung f von K’ in K, bei der ein Eckpunkt von y* stets in einen Eck- 
punkt von x? abgebildet wird, ist (im algebraischen Sinne) 

f(K’) = K, #*) 

Der Satz ist trivial, wenn die Dimensionszahl von K Null ist, denn 
in diesem Falle ist die Abbildung f die Identitét. Man nehme an, daB 
unser Hilfssatz fiir alle n — 1-dimensionalen Komplexe bewiesen ist, und 
beweise ihn fiir die Dimensionszahl n. Es geniigt offenbar zu zeigen, daB 
f(y?) =} ist. Mittels f wird der Komplex y? jedenfalls in x? simplizial 
abgebildet, so daB f(y)—tx) ist, wobei ¢ eine (eventuell verschwin- 
dende) ganze Zahi ist; da aber durch f der Rand y? von y in den Rand <} 
von x* abgebildet wird — und zwar unter Geltung unserer Voraussetzun- 
gen —, gilt (da wir uns jetzt im Fall n — 1 befinden) 

f(¥!) = 4}, 
folglich (da andererseits f(y) = ¢%? ist) t =1, w. z. b. w. 


“**) Vgl. wegen der folgenden Beweismethode Alexander, Combinatory Analysis 
Situs, Trans. Amer. Math, Soc. 28 (1926), 8. 328. 
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Im Hilfssatz I ist enthalten 

Hilfssatz Il. Wenn z ein Zyklus und 2’ seine e-Modifikation **) ist, so 
berandet z— 2’ einen Komplex, welcher in der e-Umgebung von z liegt. 

Denn, wenn man jedem Eckpunkt von y/ irgendeinen Eckpunkt von 
a; entsprechen la8t, entsteht eine simpliziale Abbildung f von z’ in z und 
offenbar berandet z’— f(z’) einen in der e-~Umgebung von z liegenden 
Komplex; da aber nach dem Hilfssatz I f(z’) ist, ist unsere letzte 
Behauptung mit der des Hilfssatzes II identisch. 
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57. Jetzt gehen wir zum eigentlichen Beweis des Satzes von Nr. 54 iiber. 


Es sei FC R, 4(F’) bzw. 4"(F) =r. Man betrachte: einen berandenden 
wesentlichen r — 1-dimensionalen Zyklus 


(1) Pan ae, .. Gh 


in F, einen Trager F’< F von Z’~*, in dem dieser Zyklus total unhomolog 
Null ist, und eine Folge von Zyklen 


(2) at 6G ~otaeete vaaens 


die alle auBerhalb einer gewissen Polyederumgebung V von F’, aber inner- 
halb eines hinreichend groBen Wiirfels W liegen, aus Simplexen einer festen 
Simplizialzerlegung 8 dieses Wiirfels aufgebaut und der Reihe nach mit 
den Zyklen zj~* verschlungen sind. Indem man endlich viele Elemente 
der Folgen (1) und (2) wegliBt, darf man schlieBlich voraussetzen, 
daB alle 2j~* in einer Polyederumgebung UCV von F’ liegen, wobei 
o(U, R® —V) = 2e>0 ist. Die Simplizialzerlegung 8 wahlt man iiberdies 
so, daB keiner ihrer Eckpunkte zu F gehért. 

Nachdem die Zahl « festgelegt ist, waihle man ein beliebiges kleines 6, 
welches jedenfalls kleiner als }¢ sein soll. 

Nach dem Satz von Nr. 51 ist eine Menge, die ein A-dimensionales 
Hindernis bildet, mindestens h-dimensional. Folglich bildet F bei keinem 
h>vr ein h-dimensionales Hindernis. Da dies insbesondere fiir h =r +1 
gilt, laBt sich ein d, <d, 6 bestimmen, so daB aus z"~’~*C R" — F, 
d(2"""~*) <d, die Existenz eines Komplexes 0*~’~* c R" — F mit 

1 


Orta OH che 


folgt. Man nehme an, daB die Zahlen d, >d,>... >d;_, (t<n—r) 
schon konstruiert sind und wihle d;>0 (d;<d,_,) so klein, dab 


**) Die e-Modifikationen mod 2 wurden (im Rahmen der Dimensionstheorie mod 2) 
bereits im ,Di ionsproblem“, § 5, behandelt. Dort findet sich ein Beweis des 
Rechtfertigungssatzes mod 2, der sich von dem hier gegebenen allgemeinen Beweis 
nur wenig unterscheidet. 
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aus 2"~"-‘CR"—F, 4(z"-"~')<d, die Existenz eines Komplexes 
o*-"-'**¢ R* — F mit : 


orne~ tet geet a(0°-"-"*) < 54, _, 
folgt. Auf diese Weise erhailt man der Reihe nach die Zahlen 
d,>d,>...>4,_,= 


Man unterteile jetzt die Simplizialzerlegung 8 so fein, daB samtliche 
Simplexe dieser Unterteilung kleiner als d sind, und sorge dabei dafiir, da 
keiner der neu hinzugetretenen Eckpunkte zu F gehért. Diese Unterteilung 
soll 8’ heiBen. Fiir jedes Simplex von 3’ wihle man eine bestimmte 
Orientierung als die positive. 

Man betrachte zunichst alle eindimensionalen Elemente x; von 3; 38 
die beiden Endpunkte von z; einen nulldimensionalen Zyklus 4, C R" — F 
bilden, der kleiner als d,_. ist, - es einen 


-Fr 


yi}, 3(y}) < la y, CR’ — F. 


9 n-r-1> 
Dabei sind die Eckpunkte von z} 
halten. 
Es seien die y; bereits konstruiert und den x; eineindeutig zugeordnet. 
Dabei wird vorausgesetzt, daB 


; unter den Eckpunkten von y} ent- 


1. d(yj{)<3d 


2. yCR"—F, 
3. ig Eckpunkt von x; zugleich Eckpunkt von y; 


ist. Wenn 2, "' ein beliebiges (nach unserer er parser: bereits orientiertes) 
+ 1-dimensionales Element von 3’ und c’ z; sein Rand ist, so ist wegen 3. 
der Durchschnitt zweier y;, die Seiten von at entsprechen, nicht leer, 
folglich wegen 1. 
3(¢7 yj) < dais 
es gibt somit einen 
y" +e’ y', ater eg .. F, 8(y"**) < 5 de-1-1-1, 


und da jeder Eckpunkt von zj*+' Eckpunkt eines in ¢j+!=c/ x} vor- 
kommenden 2}, also auch eines in ¢/ y; = 9,*? vorkommenden y}, somit 
auch ein Eckpunkt von yj** ist, gilt auch die Bedingung 3. 

Auf diese Weise entsteht eine d,- Moditikation des n — r — 1-dimensionalen 
orientierten Randkomplexes der Simplizialzerlegung 8’ des Wiirfels W, ins- 
besondere auch des n—r—1-dimensionalen Randkomplexes eines jeden 
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der Zyklen zj~".“**) Es sei jetzt 2)" ein m —r-dimensionales Simplex 
von 3’, 4 
ae~" _ ci — 4 

der Zyklus c/ y"~’~* ist kleiner als 24; er berandet in W einen Komplex y!~’, 
der ebenfalls kibiner als 26 ist. Indem wir auch saimtliche n — r- -dimensionale 
Simplexe z*~’ von 3’ durch die entsprechenden y*~’ ersetzen (die natiirlich 
im allgemeinen mit F gemeinsame Punkte haben), entsteht eine 26-Modi- 
fikation eines jeden Zyklus zj~"=t}2j~": die modifizierten Zyklen sind 
eben die Zyklen t}y*-". Da (nach Hilfssatz IT) 


th yp rw th xe -r 


in einer e-Umgebung von thas’, also auBerhalb von U ist, stehen 
die t! yx" zu den z,~* in denselben Verschlingungsverhiltnissen wie die 
urspriinglich gegebenen Zyklen tf z"~". Von nun an bezeichnen wir mit 2, ~" 
nicht die urspriinglich gegebenen Zyklen ti xi ~", sondern die modifizierten: 


n-r —. gh gn-r 
G -sa 


Wir wahlen schlieBlich eine solche Unterteilung 4 von 3, daB alle y?~’ 
Teilkomplexe von 4 sind. 


58. Man wahle die Komplexe 
Ci—2, in F 
in allgemeiner Lage zu der Simplizialzerlegung 4, folglich zu allen Zyklen z; ’ 
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf man annehmen, daB fiir alle k 


x(Cp a" )= Sh x(Cp yy") +0 


ist. Da es nur endlich viele y*-’ gibt, mu8 mindestens ein y"~’ existieren 
wir bezeichnen es einfach mit y"~” —, so da fiir unendlich viele k 


(3) te x(Cr, y"") + 0 


(dabei bezeichnet ¢, den Koeffizienten ¢?, mit dem y*-’=y;~ in 2f~’ 
auftritt). Indem man die Folgen (1) und (2) — Nr. 57 — durch Teilfolgen 
ersetzt, kann man voraussetzen, daB die Relation (3) fiir alle & gilt. 

Wir bezeichnen jetzt mit z"~”’~* den Rand von y"~’. Der Durch- 
messer des Zyklus z"~”~* ist kleiner als 5, und er liegt im R"— F. Ich 
behaupte — und mit dieser Behauptung wire der Satz der Nr. 54 be- 


“*®) Unter dem s-dimensionalen Randkomplex eines r-dimensionalen Komplexes 
K(r=8) ist hier der algebraische Komplex 5S xz, verstanden, wobei die x, die irgend- 
wie orientierten s-dimensionalen Simplexe von K sind. 
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wiesen —, daB es keinen in R" — F liegenden Komplex 0"~” —-2"~’~* 4») 
gibt, der einen Durchmesser < « hat. 

Man nehme im Gegenteil an, es gabe einen solchen C"~’, und konstruiere 
die Zyklen - 


ao a= (= = thy”’) dnt oO". 


@—f 


Da z;-’~zf~” in U(zf~’, e), also erst recht in R" — U ist, ist bei 
jedem k 


(4) v(ze, 25") = (ef, ar’), 
folglich auch 
(5) x(2e-", Ch) = x(ze”, Ci). 


Andererseits ist aber 


r 


u(ze", Ce) =tez(yt ', Ce) +x(zr ’ — thy” ”, Ce), 
u(r, Cr) = tez(Cr’, Cr) + a(a” a ao Cr), 


was im Widerspruch zu (5) steht, denn es ist t,7(y; °,Cz) +0 und 
z(Ce", Cy) = 0. 
Unser Satz ist hiermit vollstindig bewiesen. 


59. Aus den Satzen der Nr. 51 und 54 folgt ohne weiteres 


38. Hauptsatz. (Allgemeiner dimensionstheoretischer Recht- 
fertigungssatz.) Hine abgeschlossene Menge FC R” ist dann und nur 
dann r-dimensional modulo m (m=>0), wenn sie in mindestens einem 
Punkte ein r-dimensionales Hindernis modulo m und in keinem Punkte 
ein ebensolches Hindernis héherer Dimension bildet. 

Die Menge F ist dann und nur dann r-dimensional im Brouwerschen 
Sinne, wenn sie in mindestens einem Punkte ein einfaches r-dimensionales 
Hindernis und in keinem Punkte ein einfaches Hindernis héoherer 
Dimension bildet. 

Eine unmittelbare Folge dieses Satzes ist: 

Korollar I. Ee ist (fiir FC R") dann und nur dann dim F =n — 1 
bzw. fiir irgendein m 

A"(F)=n—1, 
wenn F ein Gebiet des R” zerlegt. 

Daraus wiederum: fiir Fc R” folgt aus 4" (F) = n —1 fiir irgendein m 
dieselbe Gleichung fiir alle m >0 und iiberdies die Gleichung dim F =n — 1; 


>) des jeweiligen Koeffizientenringes, der hier im Falle m=0 der Kérper der 
rationalen Zahlen, im ,einfachen“ Falle (d. h. im Falle der Brouwerschen Dimension ) 


der Ring der ganzen Zahlen und im Falle m>2 natiirlich der Restklassenring 
modulo m ist. 
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umgekehrt folgt aus dim F = n — 1, daB fiir alle m>0 
A4"(F)=n—1 
ist. 
Und endlich: 
Korollar Il. Wenn FC R°* ist, so ist fiir jedes m>0 


4” ( F) = dim F. *°) 


Neben diesen Resultaten ist in den Satzen der Nr. 51 und 54 
enthalten, daB, wenn 4(F) =r ist, in F ein r — 1-dimensionaler wesent- 
licher berandender Potenzzyklus vorhanden ist. Somit ist auch die 
sich auf die Brouwersche Dimension beziehende Behauptung der Nr. 50 
bewiesen. 

Der ‘soeben festgestellte Sachverhalt veranlaBt uns schlieBlich zu 
folgender 


Definition. Es sei dim F = r; die Menge aller natiirlichen Zahlen s 
von der Eigenschaft, daB es in F einen r — 1-dimensionalen wesentlichen 
berandenden Potenzzyklus mit der Dominante s gibt, heiBt die dimensionelle 
Dominante von F. 


Hieran schlieBt sich folgende ungeléste Frage an: 


Problem I. Unter welchen Bedingungen tritt eine gegebene Menge 
natiirlicher Zahlen als die dimensionelle Dominante irgendeiner r-dimensionalen 
abgeschlossenen Menge auf? 


60. Aus den Betrachtungen von Nr. 57 folgt, daB jeder hinreichend 
fein unterteilte, héchstens n—r— 1-dimensionale Komplex (bei be- 
liebigem ¢) sich von Punkten der r-dimensionalen Menge F mittels einer 
e-Modifikation befreien laBt. Andererseits ]aBt sich der n — r-dimensionale 
Randkomplex der Simplizialzerlegung 3 (Nr. 57, SchluB) bei dem in Nr. 58 
vorkommenden ¢ durch keine ¢-Modifikation von den Punkten von F be- 
freien; eine solche e-Modifikation wiirde namlich die Zyklen z;~" in Zyklen 
z,"-" =t* y,"~" verwandeln, die zu den 2{~* in denselben Verschlingungs- 
verhaltnissen wie die z; ' stehen; ahnlich wie in Nr. 58 wiirde man dar- 
aus auf die Existenz eines y’"~-’ schlieBen, welches unendlich vielen C; 
schneidet und folglich mit F gemeinsame Punkte hat, w. z. b. w. 


**) Das Korollar I ist fiir » >4 und die Brouwersche Dimension zum ersten Mal 
von Frankl, Math. Annalen 103 (1930), S. 784; das Korollar IT fiir m= 2 (also auch 
das Korollar I fiir n=3 und die Brouwersche Dimension) auf einem ganz anderen 
Wege (unter wesentlicher Benutzung eines Knotensatzes) von Frankl und Pontrjagin, 
Math. Annalen 102 (1930), 8S. 785 bewiesen. Fir n=2 und dim F wurde ein ele- 
mentarer Beweis noch von Urysohn gegeben. 

Mathematische Annalen. 104. i4 
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Mit anderen Worten: 


1. Zusatz zum Rechtfertigungssatz. Hs ist dann und nur dann 
A"(F)=r, m=>0 bew. A(F) =r, wenn man bei beliebigem « jeden (hin- 
reichend fein unterteilten) hdchstens n — r —1-dimensionalen Komplex 
(des R", in dem F liegt), jedoch bei hinreichend kleinem « nicht jeden 
n — r-dimensionalen Komplex von Punkten der Menge F mittels einer 
e-Modifikation des Komplexes befreien kann. 


61. Unter einer e- Modifikation einer abgeschlossenen Menge F versteht 
man eine sukzessive Ausfiihrung der folgenden beiden Operationen: einer 
e-Uberfiihrung von F in ein Polyeder und einer ¢-Modifikation des durch 
eine geniigend feine Unterteilung dieses Polyeders gewonnenen Komplexes. 
Somit folgt aus dem 1. Zusatz der 

2. Zusatz. Wenn F, und F, im R" gelegen sind und dim F, + dim F, <n 
ist, so lassen sich die gemeinsamen Punkte der beiden Mengen bei will- 
kiirlichem « durch eine e-Modifikation einer beliebigen unter ihnen be- 
settigen. 

Im Wortlaut dieser Behauptung kann man im allgemeinen die e-Modi- 
fikationen nicht etwa durch e-Uberfiihrungen ersetzen, wie das Beispiel 
der Antoineschen Menge im R®* zeigt. 


62. Es ist bekannt und leicht beweisbar, daf F dann und nur dann 
r-dimensional (im Brouwerschen Sinne) ist, wenn man bei beliebigem « 
jeden héchstens n — r — 1-dimensionalen, aber nicht jeden n — r-dimensio- 
nalen Komplex von Punkten von F durch eine e- Deformation dieser. Menge 
befreien kann**). Wenn man dies mit dem Ergebnis der Nr. 57 vergleicht, 
erhalt man folgenden Satz, in dem von einem allgemeinen Dimensions- 
begriff iiberhaupt nicht die Rede ist: 

Dimensionstheoretischer Reziprozitatssatz. Wenn FCR ist 
und jeder s-dimensionale Komplex bet jedem « durch eine #- Deformation 
von F von Punkten dieser Menge befreit werden kann, so kann man das- 
selbe bei jedem « auch durch eine #-Modifikation des Komplexes erreichen 
und umgekehrt. Dabei ist s eine beliebige ganze Zahi zwischen 0 und n. 


63. Wir geben jetzt eine zweite Charakterisierung der (im Brouwer- 
schen Sinne) r-dimensionalen F< R", welche nur den Begriff der stetigen 
Deformation und keinerlei Begriffe der kombinatorischen Topologie benutzt. 

Sie beruht auf folgender 

Definition. Die abgeschlossene Menge FcR”, das Kugelinnere U 
mit dem Rande S*"~* und das Polyeder PC U—F seien gegeben. Unter 


*) ,Dimensionsproblem*, Satz VII. 
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einem Auseinanderziehen von F und P in U versteht man eine gleich- 
zeitige stetige Deformation von F und P, bei der die Punkte von F—U 
die ganze Zeit fest, die Mengen F und P in jedem Augenblick zueinander 
fremd bleiben, wihrend P niemals aufhért, innerhalb von U zu liegen und 
schlieBlich auf einen einzigen Punkt zusammengezogen wird. 

Sodann gilt folgender 


2. Rechtfertigungssatz fiir die Brouwersche Dimension. Wenn 
dim F=r, FCR" ist, so gibt es ein Kugelinneres UCR" und ein 
n —1r—1-dimensionales Polyeder P"~’~*CU—F derart, daB F und P 
in U nicht auseinandergezogen werden kénnen, wahrend bei jeder Wahl 
von U < R" und des héchstens n — r — 2-dimensionalen Polyeders PC U—F 
das Auseinanderziehen von F und P in U stets méglich ist. 

Nahezu denselben Satz kann man auch so aussprechen. Man sagt, 
daB FcR” ein r-dimensionales Homotopiehindernis in der Nahe des 
Punktes 2 bildet, wenn ein « > 0 gefunden werden kann, so da8 bei jeder 
Wahl von 6>0 in U(2z,6)—F ein solches »— r—1-dimensionales 
Polyeder P;'~"~* liegt, daB F und P;~’~* in U(x, ¢) nicht auseinander 
gezogen werden kénnen. Dann gilt: 

FcR" ist dann und nur dann r-dimensional im Brouwerschen 
Sinne, wenn F in der Nahe mindestens eines Punktes ein r-dimensionales 
Homotopiehindernis und nirgends ein Homotopiehindernis hdherer Di- 
mension bildet. 


64. Beweis. Wir zeigen zunichst, dab, wenn dim F=r ist, Fin der 
Nahe mindestens eines Punktes ein r-dimensionales Homotopiehindernis 
bildet. 

Nach dem Rechtfertigungssatz von Nr. 59 bildet F in der Nahe eines 
Punktes z ein einfaches r-dimensionales Hindernis. Man wihle ein be- 
liebig kleines 5 und ein z”” "-2- U (a, 6)— F, welches in U(z,e)—F 
nicht berandet; S"~* sei der Rand von U(z, ¢). Dann ist nach dem 5. Ver- 
schlingungssatz (Nr. 37) 2"~"~* mit einem Zyklus Z’< U(z, e)- Frel S"~* 
verschlungen. Wenn 


Z’ = (Ci, Cf, ..., Of, «--) 


ist, so bleiben bei einem Auseinanderziehen von F und z"~"~* in U die 
Rander der CO; in S"~* fest, sind also wihrend des ganzen Deformations- 
prozesses zu z"-"-! fremd. Daraus folgt (genau wie in Nr. 33), daB die 
Verschlingungsverhiltnisse zwischen z"~’~* und Z’ sich wahrend unseres 
Deformationsprozesses nicht andern, so daf z"~-"-* und FP unmdéglich in 
U(a,e) auseinandergezogen werden kénnen. F bildet also in der Nahe 
von zx ein r-dimensionales Homotopiehindernis. 
14* 
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65. Jetzt beweisen wir, daB, wenn FCR", dimF=r, PCU-—F 
ein s-dimensionales Polyeder und s< n—r —1 ist, P* und F in U stets 
auseinandergezogen werden kénnen. 

Es sei p der Mittelpunkt, a der Radius von U. Das Polyeder P” liegt 
in U, also, als abgeschlossene Menge, in einem U(p,d), (0<d<a). Man 
wihle eine Zahl d’ unter der Bedingung d < d’ < a und ein 6 > 0, welches 
kleiner als d’—d und als 9(F,P") ist. Man betrachte ferner eine 5-De- 
formation g,(x) (0<t<4), welche U(p,d’)-F in ein r-dimensionales 
Polyeder Q 4-iiberfiihrt. Wahrend dieser Deformation bleibt die zu de- 
formierende Menge U(p,d’)-F zu P* fremd und die auf dem Rande S’ 
von U(p,d’) liegenden Punkte von F dringen nicht in U(p,d) hinein. Wir 
erweitern die Deformation g, von U(p,d’)-F stetig zu einer gleichnamigen 
Deformation von U(p,a) und wahlen d”>d’ so nahe zu d’, daB die 
erweiterte Deformation g, iiberall in U(p,d”) eine 6-Deformation bleibt 


und folglich keinen zu F gehérenden Punkt von U(p,d"”)—U(p,d’) in 
U(p,d) eindringen laBt. Jetzt definieren wir die Deformation /,(z) 
(xc F,0<t<34) folgendermaBen. Wenn xc F—U(p,d”) — also erst 
recht wenn zC F —U(p,a) — ist, setzen wir fiir alle ¢ 


f(z) =z. 


Wenn x¢(U(p,d”) —U(p,d’)) F ist, so verbinden wir die Punkte x und 
g,(z) = 2’ geradlinig und wahlen fiir f(z) denjenigen Punkt y der 
Strecke xz’, welcher durch die Proportion 


o(y,x):9(2',2)=(d” — @(z,p)):(d” — d’) 


bestimmt ist. Wenn schlieBlich 2 < U(p,d’)- F ist, so setze man f(x) =-g,(z). 
Bei der Deformation f,(x) dringt kein Punkt von F—U(p,d’) in U(p,d), 
hinein, so daB U(p,d)-f,(F) eine Teilmenge des Polyeders Q” ist. 

+ I 


Man setze jetzt fiir }<t<1 und jeden Punkt rc PF 
f(x) = f, (2) 

und gehe zur Erklarung der Deformation f,(x) des Polyeders P” iiber. 

Zunachst setze man fiir alle rc P* und O0<t<} f(x) =z. Um 
f,(~) fir $< t<1 zu definieren, lasse man alle Punkte von P” wahrend 
des Zeitintervalls |< t<1 geradlinig und gleichférmig in einen Punkt 
q © U(p,d) — F gleiten, wobei der Punkt g so zu wiahlen ist, daB das 
durch die soeben genannte Deformation von P* erzeugte Polyeder Q**’ 
sich zu Q’ in allgemeiner Lage befindet, d. h. in unserem Falle mit Q’ 
keinen gemeinsamen Punkt hat. Die simultane Deformation f, (0 <t<1), 
von F und P” ist offenbar eine Auseinanderziehung von F und P* in 
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U(p,a) =U, wie wir sie haben wollten. Alle Behauptungen der Nr. 63 
sind hiermit bewiesen. 

Bemerkung. Wie das Beispiel der Antoineschen Menge lehrt, gibt 
es schon im R®* nulldimensionale abgeschlossene Mengen F und einfache 
geschlossene Polygone P’* in R* — F von der Eigenschaft, daB es unter Fest- 
haltung aller Punkte von F unméglich ist, das Polygon P* auBerhalb von F auf 
einen Punkt stetig zusammenzuziehen. Die Forderung der gleichzeitigen 
Deformation von F und P ist also wesentlich. 


Ich glaube im iibrigen, daB der soeben bewiesene zweite Rechtfertigungs- 
satz neben dem Uberfiihrungssatz und dem 1. Hauptsatz durchaus geeignet 
ist, dem Brouwerschen Dimensionsbegriff eine Sonderstellung unter allen 
iibrigen Dimensionsbegriffen zu sichern, wahrend es im Rahmen der reinen 
Homologietheorie schwer fallen diirfte, insbesondere zwischen den einfachen 
Hindernissen und den Hindernissen modulo Null, also zwischen der 
Brouwerschen Dimension und der Dimension modulo Null, eine entscheidende 
Wahl zu treffen, und den einen der beiden Dimensionsbegriffe als den 
unserer Anschauung einzig entsprechenden zu erklaren. 


66. Satz. Wenn dim F=r ist, so gibt es unter den wesentlichen 
berandenden r—1-dimensionalen Potenzzyklen in F solche mit einem 
r — 1-dimensionalen Trager. 

Beweis. Die Menge B in Nr. 51 kann n— 1-dimensional gewahlt 
werden, woraus die Behauptung folgt. 

Bemerkung. Bei 4"(F)=r kann man nur behaupten, dap der ent- 
sprechende Trager in F nirgends dicht ist. 


67. Eine unmittelbare Konsequenz des Satzes der vorigen Nummer ist der 

Zusatz zum Brouwerschen Invarianzprinzip. Wenn dim F=r 
ist, so gibt es eine r —1-dimensionale Menge F’ < F von folgender Eigen- 
schaft: durch keine stetige Abbildung y von F, welche auf F’ eineindeutig 
ist, kann die Dimension von F erniedrigt werden. 


Insbesondere gilt unser Zusatz, wenn die Abbildung p saimtliche Punkte 
von F’ festlaBt. Auch fiir solche Abbildungen y, die auf F’ nicht mehr 
eineindeutig sind, jedoch die Punkte vun F’ weniger als um ein gewisses 
e > 0 verschieben, gilt offenbar die Behauptung des Zusatzes. Mit dieser 
Bemerkung ist der Zusatz als eine Verscharfung des Brouwerschen Invarianz- 
prinzips zu betrachten. 


68. Wir gehen jetzt zu weiteren allgemeinen Eigenschaften verschie- 
dener Dimensionsbegriffe iiber und fiihren zunachst folgende Definition ein: 
es sei A"(F) =r (m=0) baw. dimF=r. Ein Punkt z von F heibt 
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direkter Kernpunkt von F modm bzw. ein einfacher direkter Kernpunkt, 
wenn die Begrenzung B jeder hinreichend kleinen Umgebung U(z) von z 
einen r — 1-dimensionalen Zyklus mod m bzw. einen r — 1-dimensionalen 
Potenzzyklus enthalt, welcher in U(x)-+-B berandet, wahrend er in B 
total unhomolog Null ist und — im Falle modm — konvergiert. 

Wenn zx direkter Kernpunkt einer r-dimensionalen abgeschlossenen 
Menge F’< F ist, so ist er definitionsgema8 ein (im allgemeinen indirekter) 
Kernpunkt von F. 

F soll eine Kernmenge heiBen, wenn es eine aus lauter direkten Kern- 
punkten von F bestehende, in F offene Menge G gibt, deren abgeschlossene 
Hiille mit F zusammenfallt. Wir unterscheiden dabei wieder Kernmengen mod m 
und einfache Kernmengen‘*’). 


Sodann gilt folgender 


4. Hauptsatz. Wenn A"(F)=r bzw. dimF=r ist, so enthalt F 
eine r-dimensionale Kernmenge mod m bzw. eine einfache r-dimensionale 
Kernmenge 


F’=G (G besteht aus lauter direkten Kernpunkten von F’). 


Die. Menge F’ ist dabei eine r-dimensionale Cantorsche Mannig/altigkeit 
mod m bzw. eine einfache Cantorsche Mannig/faltigkeit**); sie geniigt so- 
gar folgender schdrferen Bedingung: wenn eine Zerlegung in disjunkte 
Summanden 

F’=A+B+D 


vorliegt, wobei B abgeschlossen, A und D offen sind, so enthdlt B einen 
r —1-dimensionalen konvergenten Zyklus rel(F’—G) modm bzw. einen 
r — 1-dimensionalen Potenzzyklus rel (F’ — G), welcher in A+ B und B+ D 
berandet und in B total unhomolog Null ist. 


Beweis. Nach dem Rechtfertigungssatz gibt es eine Sphire S"~*, in 
deren Innern U ein zu F fremder algebraischer Zyklus z"~"~* liegt, welcher 
in U—F unhomolog Null ist bzw. nicht berandet. Nach Nr. 34 enthalt 
F eine Teilmenge F’, mit der z*~’~* in U verschlungen ist. Es sei G 


*”) Den Fall mod 2 findet man im ,Dimensionsproblem“, Anhang. 

“) Ein Kontinuum F heift eine r-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit 
mod m (m= 0) bzw. eine einfache Cantorsche Mannigfaltigkeit (Urysohn), wenn 
A"(F)=r bzw. 4(F)=r ist und bei jeder Wahl der (im entsprechenden Sinne) 
héchstens r—2-dimensionalen Menge F’ C F die Menge F—F’ zusammenhingend 
ist. Der Satz, daB jede im Brouwerschen Sinne r-dimensionale abgeschlossene Menge 
eine r-dimensionale (einfache ) Cantorsche Mannigfaltigkeit enthalt, wurde zum ersten- 
mal auf einem komplizierten mengentheoretischen Wege von Hurewicz und Menger 
einerseits (Proceed. Akad. Amsterdam 30 (1927), 8. 705) und Tumarkin andererseits 
(Comptes Rendus 186 (1928), 8. 420) bewiesen. 
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der Durchschnitt von F’ und U. Offenbar ist z"~"~* mit G in U ver- 
schlungen. Es sei ferner x ein beliebiger Punkt von G; man betrachte 
irgendeine abgeschlossene Menge BC F’, welche die Menge F” zerlegt: 


F’=A+B+D 


(A und D sind dabei zueinander und zu B fremde offene Mengen). Nach 
dem Phragmén-Brouwerschen Satz fiir Relativzyklen (Nr. 37) folgt, daB B 
einen r—1-dimensionalen Zyklus relS"~* (also rel(F’—G)) enthilt, 
welcher in A+B und B+D berandet und in B unhomolog Null ist 
(alles rel S*~*). 

Wenn B die Begrenzung der hinreichend kleinen Umgebung V(x) = A 
eines beliebigen Punktes 2G ist (V(x) muB so klejp sein, daB V(x) in 
U liegt, also B zu S"~* fremd ist), ist der soeben erwahnte Relativzyklus, 
da er zu S"~* fremd ist, notwendig ein wahrer r — 1-dimensionaler Zyklus 
bzw. Potenzzyklus, welcher in A + B berandet, in B total unhomolog Null 
ist. Der Punkt 2 ist also ein direkter Kernpunkt von F’, und alles ist 
bewiesen. 


69. Wenn 4”(F) bzw. dim F gleich r ist und 
| Ke Ane (F< F) 


r-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeiten (einfache bzw. mod m (m > 0)) 
sind und F, die abgeschlossene Hiille von xP, ist, so ist, wie leicht er- 


k=1 

sichtlich, auch F., eine r-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit‘*). Dar- 
aus folgt, daB jede r-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit in F in 
einer mazimalen Cantorschen Mannigfaltigkeit enthalten ist. Die in der 
r-dimensionalen Menge F liegenden maximalen r-dimensionalen Cantorschen 
Mannigfaltigkeiten sollen kurz die dimenstonellen Komponenten von F ge- 
nannt werden. Es ist dabei klar, daB zwei verschiedene dimensionelle Kom- 
ponenten einer r-dimensionalen Menge F einen héchstens r — 2-dimensio- 
nalen Durchschnitt haben. 

Die Vereinigungsmenge X aller in F enthaltenen r-dimensionalen Cantor- 
schen Mannigfaltigkeiten ist mit der Vereinigungsmenge aller dimensio- 
nellen Komponenten von F identisch. Sie heiBt der innere dimensionelle 
Kern von F; die Menge K soll der abgeschlossene dimensionelle Kern von F 
heiBen. Die Menge F — K kann keine r-dimensionale abgeschlossene Menge 
enthalten. 

Selbstverstandlich ist eine dimensionelle Komponente stets in einer ge- 
wohnlichen (Zusammenhangs-)Komponente enthalten, denn jede Cantorsche 


*) Vgl. Tumarkin a. a. O. **). 
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Mannigfaltigkeit ist ja ein Kontinuum. Somit besitzt jede r-dimensionale 
F mindestens eine r-dimensionale Zusammenhangskomponente”’). 

All das gilt dabei ebensogut fiir die Dimensionen mod m (m= 0), wie 
fiir die Brouwersche Dimension. 

Durch diese Resultate ist die sogenannte ,,dimensionelle Struktur“ der 
abgeschlossenen Mengen auch vom mengentheoretischen Standpunkt aus 
wohl als hinreichend gekiart zu betrachten. Es mége allerdings auf folgende 
ungeléste Frage hingewiesen werden: 

Problem II. Kann man behaupten, daf im Falle, wenn F unab- 
zahlbar viele dimensionelle Komponenten besitzt, die Menge derselben not- 
wendig die Mdchtigkeit des Kontinuums hat? 

Bemerkung. Es kann vorkommen, daB eine dimensionelle Kompo- 
nente von F in der Vereinigungsmenge der iibrigen dimensionellen Kom- 
ponenten enthalten ist™*). Das folgende einfache Beispiel hierfiir wurde 
mir von Herrn A. Kolmogoroff mitgeteilt. Man betrachte das Produkt des 
Dreiecks T7'=|abc| mit der Cantorschen perfekten Menge /7: F’= T>< II. 
Die Teilmenge a >< JI/=JI' von F’ ist offenbar mit J] homéomorph. 
Man bilde jetzt J/’ stetig auf ein Dreieck 4 ab und identifiziere jeden 
Punkt von JJ’ mit seinem Bildpunkt in 4. Durch diese Identifikation 
wird F’ mit 4 zu einem zweidimensionalen kompakten metrischen Raum F 
zusammengeschmolzen, dessen dimensionelle Komponenten die zweidimen- 
sionalen Elemente 4 und (7’>< x) sind, wobei x ein beliebiger Punkt von J7 
ist. Offenbar ist 4 in der Vereinigungsmenge aller (7' >< x) enthalten. Durch 
Verdichtung der Singularitéten wird man wohl erreichen kénnen, daB jede 
dimensionelle Komponente einer Menge F in der Summe der iibrigen 
dimensionellen Komponenten enthalten ist. 


70. Aus dem 4. Hauptsatz folgt miihelos der 
Summensatz™), Wenn F= SF, und A"(F)=r (m=>0) bew. 


dim F= r ist, so ist mindestens jar in k A"(F,) =r bzw. dim F,=r. 


Beweis. Es sei F’=G eine in F enthaltene r-dimensionale Kern- 
menge. Die Mengen F; = F;,-F’ kénnen nicht alle in F’ nirgends dicht 
sein, es existiert infolgedessen eine offene Teilmenge G’ von G, die in 
einer unter der Menge F, — etwa in Fy — enthalten ist. Da aber jeder 
Punkt von @’ Kernpunkt der r-dimensionalen Menge F ist, ist auch F, 


r-dimensional, w. z. b. w. 


%) Far die Brouwersche Dimension zum erstenmal von Tumarkin (Proceed. 
Akad. Amsterdam 28 (1925), 8. 1000) bewiesen. 


*) Selbstverstindlich mu8 dabei F unabzihlbar viele dimensionelle Kompo- 
nenten besitzen. 


%°>) Fir die Brouwersche Dimension bewiesen zuerst von Urysohn und Menger. 
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71. Dimension der im kleinen kompakten Riume. Es sei G 
ein im kleinen kompakter topologischer Raum, welcher sich in einen R” 
einbetten 148t. Durch Hinzufiigung eines Punktes & geht bekanntlich G 
in einen kompakten Raum F=G-+-£ iiber®*), welcher auf Grund des 
Mengerschen Einbettungssatzes®') wiederum einer Menge eines Euklidischen 
Raumes homéomorph ist. Es gilt dabei folgendes: 


A™(F) = Max 4"(F’), 
dim F = Max dim F’, 


wobei F’ eine beliebige in G enthaltene abgeschlossene (kompakte) Menge ist. 


Es sei in der Tat 4"(F) =r bzw. dim F=r. Dann enthilt F eine 
r-dimensionale Kernmenge 
F’=G'; 


wenn x ein von & verschiedener Punkt von G’ und U(z) eine hinreichend 
kleine Umgebung von z ist, so ist die abgeschlossene Menge U (x) r-dimensional 
und in G enthalten, w. z. b. w. 


72. Hieran schlieBt sich natiirlicherweise folgende Definition an: 

Es sei M irgendeine Punktmenge (irgendein separabler metrisierbarer 
Raum, der einer Teilmenge eines R" homdomorph ist). Das Minimum 
aller Zahlen A™(F) bzw. A(F), wobei die abgeschlossene Menge F die 
Menge M topologisch enthdlt, heiBt die obere Dimension (mod m) bzw. 
die obere Dimension nach variablem Modul von M und wird mit 4™(M) 
bzw. 4(M) bezeichnet. In analoger Weise ist die untere Dimension von 
M, .i"(M) bew. A(F), als das Maximum von A™(F’) bzw. dim F’ definiert, 
wobei F’ eine beliebige abgeschlossene (kompakte) Teilmenge von M ist. 

Nur im Falle, wenn 4”"(M)= 4"(M) bzw. 4(M) = A(M) ist, sollte 
man eigentlich von der Dimension der nicht abgeschlossenen Menge M 
sprechen und sie als 


4"(M)=4"(M)=A"(M) bzw. 4(M) = 4(M)=4(M) 
definieren **). 


%*) Vgl. P. Alexandroff, ,Metrisation der im kleinen kompakten Raume“, Math. 
Annalen 92 (1924), 8. 294. 

51) Vgl. Menger, Proceed. Akad. Amsterdam 29 (1926), S. 482; Jahresber. d. D. 
M. V. 35 (1926) u. 86 (1927), S. 149 bzw. 12; Wien. Akad., Akad, Anzeiger, Nr. 1, 
Sitzg. d. math.-nat. Kl., 12. Jan. 1928; ,Dimensionstheorie“, Leipzig, Teubner 1928, 
S. 287—308. Ein vollstandiger und allgemein giiltiger Beweis des Satzes ist jedoch 
erst von Nobeling, Math. Annalen 104 (1930), S. 71 und Pontrjagin, Math. Annalen 
105 (1931), 8. 754, erbracht worden. 

%®) Ubrigens ist bekanntlich 4(M)=dim M (Einbettungssatz von Hurewicz). 
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In diesem Sinne haben alle im Kleinen kompakten Raume (d. h. alle 
offenen Teilmengen abgeschlossener Mengen) eine Dimension — sowohl mod m 
als auch schlechtweg. 

Auf weitere Betrachtungen beziiglich nicht abgeschlossener Mengen 
wollen wir hier nicht eingehen. 


§ 5. 
Dimension und Geschlossenheit. 


73. Die Beziehungen zwischen Dimension und Geschlossenheit sind be- 
reits durch die zweite Form unserer Dimensionsdefinitionen (Nr. 50) klar 
genug angegeben; man kann sagen, daB die beiden Begriffe dieselbe an- 
schauliche Grundlage haben und da8 der Dimensionsbegriff durch _,,Rela- 
tivisierung“ des Geschlossenheitsbegrifies entsteht. Obwohl dieser Sachver- 
halt jedem aufmerksamen Leser der grundlegenden Brouwerschen topo- 
logischen Arbeiten von Anfang an in die Augen springen sollte, ist er bei 
dem bisherigen Aufbau der Dimensionstheorie gar nicht beriicksichtigt worden. 
Er wird insbesondere auch durch unseren Rechtfertigungssatz (3. Haupt- 
satz) entachieden bestatigt: dieser Rechtfertigungssatz ist ja nichts anderes 
als eine ,,Relativform“ des Alexanderschen Dualitatssatzes, angewandt aller- 
dings z. T. auf eine neue Art von Zyklen bzw. Relativzyklen (ich meine 
die Zyklen nach variablem Modul). 

Die Beziehungen zwischen Dimension und Geschlossenheit sollen hier 
weiter verfolgt werden; sie werden uns u. a. zum Begriff der geschlossenen 
Cantorschen Mannigfaltigkeit fiihren. 


74. Es sei 4"(F) =r (m=>0) baw. 4(F) =r; F heiBt eine modulo m 
bew. einfach zyklische Menge, wenn es in F einen r-dimensionalen (kon- 
vergenten) Zyklus mod m bzw. einen Potenzzyklus Z” gibt, welcher in F 
nicht ~ 0 ist. 

Wir beweisen leicht folgenden 

Satz. Die Menge Fc R", A”(F) =r (m= 0) baw. 4(F) =r ist dann 
und nur dann modm bzw. einfach zyklisch, wenn es in R" — F einen 
algebraischen Zyklus z"~"~* modm bzw. mod0 gibt, welcher in R"—F 
nicht ~ 0(modm) ist bzw. nicht berandet. 

Die erste Behauptung des Satzes (der Fall der modulo m zyklischen 
Mengen) ist im 1. und 3. Verschlingungssatz (Nr. 31) enthalten. Die Tat- 
sache, daB, wenn z"~"~* in R"— F nicht berandet, F zyklisch ist, bildet 
den Inhalt des 4. Verschlingungssatzes. Nur folgendes bleibt also noch m 
zeigen: wenn F einfach-zyklisch ist, so gibt es in R"” — F einen dortselbst 
nicht berandenden z*~"~*. 
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Zuniachst schlieBen wir nach dem 2. Verschlingungssatz auf die Existenz 
einer Folge von algebraischen Zyklen 


n-r-1 —r-1 n-T-1 
zy 7 peces Zk 9 eeey 


die alle auBerhalb einer gewissen Polyederumgebung U(F) liegen und der 
Reihe nach mit 


7 ey ae 
verschlungen sind (dabei ist wie iiblich 
Zl = (25, 255 +++) Bhs ++) 


der r-dimensionale Potenzzyklus in F, welcher dort nach unserer Voraus- 
setzung konvergiert und nicht ~ 0 ist). Wir diirfen ferner annehmen, 
da8 simtliche zf~’~* innerhalb eines Wiirfels W liegen und aus Simplexen 
einer festzudenkenden Simplizialzerlegung 8 dieses Wiirfels aufgebaut sind. 
Die z{~’~* beranden in W: 

a ed 


wobei C;" aus Simplexen derselben Zerlegung 8 aufgebaut sind. 

A4(F)=r ist, kénnen wir — genau wie in Nr. 57 — durch eine 
e-Modifikation des n—r—1-dimensionalen Randkomplexes von § er- 
reichen, da8 saimtliche héchstens n — r — 1-dimensionalen Simplexe a; der 
Zerlegung 8 durch zu F fremde ,,Bausteine“ y? ersetzt werden. SchlieBlich 
fiihren wir nach dem genauen Vorbild der Nr. 57 noch die n — r- dimensio- 
nalen Bausteine y;'~” ein, die aber im allgemeinen mit F gemeinsame Punkte 
haben. Durch diese Abanderung gehen die Zyklen 


— ; n-r-— 
s  ‘=c2;"" 


in Zyklen ci y}~"~*, die Komplexe 


Cr’ = qi xt a 


in Komplexe 


ay cys * 


iiber; dabei liegen die cj y?~’~* (wenn « hinreichend klein war) auBerhalb 

U(F), sind also - bg entsprechenden 2; verschlungen. Die Komplexe 
elyf"* baw. giy " bezeichnen wir abermals mit 2 "* bzw. Ce 
da es nur endlich viele a} in 8, , blglich auch nur endlich viele y;' gibt, 
kénnen wir annehmen, daB alle y;’, folglich auch alle (abgednderten) C;~’ 
und zj " * Teilkomplexe einer festen Unterteilung 3 der Simplizialzerlegung 8 
von W sind. Indem wir eventuell mit Z” eine unendlich kleine Verschiebung 
vornehmen, diirfen wir schlieBlich voraussetzen, daB die z; sich zu 4 in all- 
gemeiner Lage befinden. 
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75. Aus unseren Voraussetzungen folgt, daB 
x(z, Cr") = Saiz(zi,yi ") +0 (mod m,) 


ist. Da es nur endlich viele y;"~" gibt, mu8 mindestens ein y;'~’ existieren 
- wir bezeichnen es einfach mit y" " —, so daB fiir unendlich viele k 


nz, y" “) +O 


ist (dabei bezeichnet g, den Koeffizienten, mit dem y" "= yj’ in den 
entsprechenden C;'~” auftritt). Mit anderen Worten: der Rand z"-”~* von 
y"” ist mit unendlich vielen z; verschlungen. Daraus folgt, daB ein be- 
liebiger Komplex C"~"-—-z"~’~’ mit unendlich vielen z;, folglich auch 


mit F, gemeinsame Punkte hat, w. z. b. w. 


76. Es sei ® irgendeine abgeschlossene Teilmenge der Menge F< R”"; 
da G = F—® im kleinen kompakt ist, gibt es eine F’c R” und in ihr 
einen Punkt £, so daB G und F’—é homéomorph sind. Dabei ist F’ als 
topologischer Raum eindeutig bestimmt: diesen topologischen Raum erhalten 
wir namlich dadurch, daB wir dem Raum G einen neuen Punkt é hinzu- 
fiigen und erklaren, & sei Haufungspunkt jeder Menge MCG, die einen 
zu ® gehérenden Haufungspunkt hatte. Man kann den topologischen Raum F” 
offenbar auch so definieren: man ersetze in F die Menge ® durch einen 
Punkt £ und erklare die Umgebungen von & folgendermafen: 


U(g) = +[U(®) — 9), 


wobei U(®) eine beliebige Umgebung {in F) der Menge @ ist ™*). 

Wir sagen, daf F’ aus F dadurch enisteht, dak man die Teilmenge P 
von F auf einen Punkt ¢ (abstrakt) zusammenzieht. Dabei ist dieses Zu- 
sammenziehen eine eindeutige (abstrakt-)topologische Operation. 

Zuniachst ist klar: Die Dimension von F (nach einem beliebigen, auch 
variablen Modul) kann durch Zusammenziehen keiner Teilmenge ® von F 
erhéht werden. 

Es sei in der Tat 4”(F’) bzw. 4(F’) gleich r; dann enthilt F’ eine 
r-dimensionale Kernmenge F”; x sei ein von & verschiedener Punkt der- 
selben, U(2) eine samt ihrer Begrenzung zu & fremde Umgebung von 2; 
U (a) ist r-dimensional und in @G< F enthalten; folglich ist F mindestens 
r- dimensional. 


77. Es gilt folgender 

Satz. Jede r-dimensionale abgeschlossene Menge (und keine Menge 
ntedrigerer Dimension) kann durch Zusammenziehung einer nirgends dichten 
abgeschlossenen Teilmenge in eine zyklische Menge derselben Dimension 
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iibergefiihrt werden. Hierbei ist die Dimension (und auch der zyklische 
Charakter der Menge) nach einem beliebigen Modul oder auch im einfachen 
( Brouwerschen) Sinne zu verstehen. Im letzteren Fall kann man sogar die 
Menge ® unter den n —1-dimensionalen Teilmengen von F wahlen. 


Beweis. Fc F sei eine r-dimensionale Kernmenge, 
Pr" = G . 


x sei ein Punkt der (aus lauter direkten Kernpunkten bestehenden) offenen 
Menge G, U(x) eine hinreichend kleine Umgebung von zx, B die Be- 
grenzung von U(z), 


rfl PO te | r-1 rT-i 
O  @ele 8 pits ek 


, 


unhomolog Null in B, berandend in U(x). Man bilde die Menge F’ durch 
abstraktes Zusammenziehen von B auf den Punkt ¢< F’ und bezeichne 
mit f die topologische Abbildung von F”—B auf F’— £, mit U eine Um- 
gebung von B, in welcher Z’~* nicht homolog Null ist, mit V, >V,>...>V;,>... 


eine sich auf B zusammenziehende Folge von Umgebungen dieser Menge, 


von denen bereits , in U, und allgemein V,,, in V;, liegt, mit 
U’, Vi, Vz, ..., Vi, ... die entsprechenden Umgebungen von &, mit d, eine 


so kleine positive Zahl, daB je zwei Punkte von F’— Vj, deren Abstand 
kleiner als d, ist, durch f auf Punkte von F”—V, abgebildet werden, die 


: 
voneinander weniger als um : entfernt sind, wobei « < 0(V,, R"— U) und 
sonst beliebig ist. 


78. Es seien ferner die Komplexe 


Cr zy 
in U(x) gegeben. Dann ist (Nr. 48) 
(1) (OF, Cf, ..., Cf, ...) 


ein Zyklus rel B in F”, welcher in F” nicht homolog Null (rel B) ist. 
Wenn man 2; = f(C;) setzt, so ist 


fy r Tr r a” 
(2 me (2), 2g, +5 Spy +++) 


ein wahrer Zyklus in F’, welcher in F’ nicht homolog Null sein kann. 
Um das zu beweisen, schalten wir zuerst folgende kurze Hilfsbetrachtung ein. 

O; sei ein Teilkomplex von C;, von dem nur vorausgesetzt wird, dab 
er alle auBerhalb von V, liegende Simplexe von C; enthilt. Dann ist zu- 
nichst leicht ersichtlich, da® bei hinreichend groBem k der Rand 2;~' 
von Oj innerhalb von U liegt: jedes Randsimplex von Ci gehért in der 
Tat notwendig zu einem Simplex von C;, welches mindestens einen Eck- 
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punkt in V, hat; wenn also & so groB ist, daB der Feinheitsgrad von Cj 
kleiner als 9(V,, R"—U) ist, so liegt 2;-* in U. Wir nehmen an, da8 
dies schon fiir k 1 der Fall ist; dann ist 


(Of, Of, .... OF «..) 
ein Zyklus rel U; wir beweisen, daB er rel U unhomolog Null ist. Es sei 
in der Tat 
Ky** — oj Cy + Qi (Q’< 0). 
Da Cr + Qj ein Zyklus ist, haben c, Cr und Qi bis auf das Vorzeichen 
denselben Rand ¢,2;~*, welcher somit in U homolog Null ist. Da andererseits 
Of — Of + 2g — 35" (Of — Of <0). 


ist, ist 2{ *~z,~* in U, so daB auch z;~* in U homolog Null sein miiBte, 
was der Definition von U widerspricht. Unser Hilfssatz ist hiermit be- 


wiesen. 
79. Wir nehmen jetzt an, daB Z’ (Nr.78) in F’ homolog Null ist, 
und betrachten die Komplexe 
Op ** = ce2e in F’ (lim ¢, = 0). 
Wir bezeichnen ferner mit Qj** den aus allen in F’ — V; liegenden Sim- 
plexen von €;** gebildeten Komplex. Indem man die Folgen (1) und (2) 


(Nr. 78) wenn nétig durch Teilfolgen ersetzt, kann man annehmen, daB «, 
kleiner als d, und als die Entfernung zwischen V; und F’ — V;_, ist, so daB 


Qi +a Qi+a. 
wobei Qj aus allen auBerhalb von V, gelegenen Simplexen von z; besteht, 
wihrend gj innerhalb von U’ und auBerhalb von V; liegt. Ferner ist 
Of** = ¢-(Qi**) ein ;~Komplex, welcher durch cf~*(Qi) + f~*(qz) 
berandet ist; dabei enthalt f~*(Qj) = Cj alle auBerhalb von V, liegende 
Simplexe von Oj, wiahrend f~*(g;) zu U gehért. Somit ist 

a Sa 


ein Zyklus rel U, welcher dort — im Widerspruch zum Hilfssatz der Nr. 78 — 
homolog Null ist. 


Unser Satz ist hiermit bewiesen. 


80. Da F’ zyklisch ist, gibt es in R” — F’ einen Zyklus z*~""’, 
welcher in R" — F’ nicht homolog Null ist bzw. nicht berandet®*); folglich 


%*) R* ist dabei irgendein Euklidischer Raum, in den sich F’ topologisch ein- 
betten 1&8t. 
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existiert auch eine mit z”~’~* verschlungene Menge F,< F’. Wir setzen 


G,=f~*(F,—&), 
G,= F,, F,—G,=OcB. 


Durch abstraktes Zusammenziehen von ® geht offenbar F, in F, iiber. 

Wenn. wir eine abgeschlossene Menge Fc R", zu der es einen mit ihr 
mod m bzw. einfach verschlungenen Zyklus z"-’"*c R"— F gibt, als ein 
modulo m bzw. ein einfach geschlossenes Gebilde der Dimensionszahl r be- 
zeichnen, kénnen wir das soeben erhaltene Resultat folgendermaBen aus- 
sprechen : 

Satz. A™”(F) bew. A(F) ist die gréBte Zahl r von der Higenschajt, 
daB F eine Menge F,, enthdlt, welche durch Zusammenziehen einer nirgends 
dichten Teilmenge ® in ein modulo m bzw. einfach geschlossenes Gebilde 
von der Dimensionszahl r tibergeht. Im Falle A(F)=r darf man dabei 
vorausseizen, daB 4(®) << r—1 ist. 

Die topologische Invarianz der geschlossenen Gebilde mod m habe ich 
fiir den Fall m= 2 in ,,Gestalt und Lage“, S. 169—172, bewiesen. Mit 
nur geringen Abanderungen gilt dieser Beweis auch fiir ein beliebiges m > 0. 
Die Frage nach der Invarianz der einfach geschlossenen Gebilde bleibt 
dagegen unentschieden. 


81. Jetzt kommen wir zum wichtigsten Resultat dieses Paragraphen. 

Definition. Eine stetige Abbildung p einer abgeschlossenen Menge F 
auf eine Sphire S” heiBt wesentlich, wenn man durch stetige Abanderungen 
der Abbildung g keinen Punkt von S’ von p(F) befreien kann. 


5. Hauptsatz. Die (im Brouwerschen Sinne) r-dimensionale Menge F 
ist dann und nur dann (einfach) zyklisch, wenn sie auf die r-dimensionale 
Sphdre wesentlich abgebildet werden kann. 

Beweis. Es sei F eine r-dimensionale einfach-zyklische Menge im R”. 
Es gibt in F einen Zyklus nach variablem Modul 


(1) BS’ ax (85 ,'Syy «+2, Sey 02), 


welcher in einer U(F) total unhomolog Null ist und (nach Nr. 75) mit 
einem Zyklus z"~"~* c R"—U(F) verschlungen ist; dabei ist zj ein 6,-Zyklus 
mod m, > 2, limd, = 0. 

Wir bezeichien mit P ein simplizialzerlegtes Polyeder, in das sich F 
innerhalb U(F') mittels einer Abbildung / stetig tiberfiihren 148+; wir nehmen 
ferner an, daB die Feinheitsgrade 5, der zj; simtlich so klein sind, da8 im 
Laufe dieser Uberfiihrung alle z; innerhalb von U(F) bleiben und da8 
(bei beliebigem &) das Eckpunktgeriist eines jeden Simplexes x” von 2; in 
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ein Punktsystem iibergeht, welches innerhalb eines Sternes der gegebenen 
Simplizialzerlegung 3 von P liegt und folglich als das Eckpunktgeriist eines 
(eventuell singularen) Elementes (in P) betrachtet werden kann. Dieses 
Element bezeichnen wir mit f(x"). Wenn z; = cz; ist, so soll der singu- 


lare Zyklus \c'f(aj) mit f(zj) bezeichnet werden; z; laBt sich innerhalb 
w 


von U(F) stetig in f(z;) iiberfiihren. 


82. Mittels des bekannten Brouwer-Alexanderschen Verfahrens der Ver- 
schiebung der Eckpunktbilder geht f(z) in f,(z;) = qeyi — einen alge- 
braischen Teilkomplex der Simplizialzerlegung 3 — iiber (die y; sind dabei 
die r-dimensionalen Simplexe dieser Zerlegung). Da P ein r-dimensionales 
Polyeder und z” ein ebenfalls r-dimensionaler Zyklus (mod m,) ist, haben 
in den inneren Punkten von y; die Abbildungen f(z;) und f,(z;) den- 
selben Grad mod m,, und zwar den Grad q;. 

Da auch der Ubergang von /f(2;) zu f,(z;) sich innerhalb von U(F) 
volizieht, ist <*~"~* mit f,(z;) mod m, verschlungen. Der algebraische 
Zyklus f,(z;)=q:yi ist also gewiB von Null verschieden, so daB bei 
jedem & es mindestens ein 
(2) gi: + 0 (mod m,) 
gibt. Da in 8 nur endlich viele verschiedene Simplexe y; existieren, ist 
der Index 7 nur endlich vieler Werte fahig. Daraus folgt, daB es ein festes ¢ 
geben mu8 derart, dafi fiir unendlich viele k die Ungleichung (2) gilt. 
Wir behalten in der Folge (1) nur die Glieder, die mit den soeben er- 
wahnten & als Indizes versehen sind, und gelangen — indem wir die so ge- 
wonnene Teilfolge an Stelle der ganzen Folge treten lassen — zu folgendem 
Resultat: 

Der Zyklus Z" kann so gewahit werden, daB in einem und demselben 
Simplex y/=< 7” von P bei simtlichen k der Grad der Abbildungen f(z; ) 
mod m, von Null verschieden ist. 


&3. Wir schlieBen jetzt 7” zu einer S’ dadurch ab, daB wir den Rand 
von 7” auf einen Punkt § von S’ zusammenziehen. Die so gewonnene 
Abbildung g von 7” auf S” erweitern wir zunachst zu einer gleichnamigen 
Abbildung des ganzen Polyeders P” auf S”: dies geschieht einfach dadurch, 
dal wir allen iibrigen nicht in 7” enthaltenen Punkten von P den Punkt é 
entsprechen lassen. Ich behaupte nun, dafi die Abbildung 


p = 9(f(F)) 
eine wesentliche Abbildung von F auf S’ ist. 


Es sei in der Tat mp, (0 <t<1) eine stetige Schar von Abbildungen 
von F auf 8", wobei gy, mit ¢ identisch ist, waihrend m, die ganze Menge F 
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auf den einzigen Punkt é abbildet. Es sei 5 so klein, daB zwei beliebige 
Punkte von F, die voneinander weniger als um 6 entfernt sind, bei jedem 
p, (0<t<1) in Punkte von 8’ abgebildet werden, deren Winkelentfernung 


kleiner als > ist. Man lasse in Z" nur solche z; bleiben, deren Feinheits- 
grad 6,< 4 ist, deren Simplexe folglich bei simtlichen g, in sphirische 
Simplexe abgebildet werden, die kleiner als + sind. 


Der Grad von y(z;) mod m, ist offenbar derselbe wie der Grad mod m, 
von f(z) in 7”, also von Null verschieden. Nun werden aber die Simplexe 
von y(z;) durch gy, in ¢ zusammengezogen, so daB der Grad von ¢,(z;) 
Null ist; dies ist aber unméglich, denn y,(z;) geht aus p(z;) durch stetige 
Abanderung hervor. 


84. Um die zweite Hialfte des Satzes zu beweisen, betrachten wir eine 
r-dimensionale F< R", die sich wesentlich auf die S” abbilden laBt. 


Ahnlich wie in Nr. 12 fiihren wir zunachst den allgemeinen Begriff der 
simplizialen Approximation einer beliebigen stetigen Abbildung f von F 
auf §” ein. 

Es sei e > 0 beliebig klein, jedenfalls kleiner als > Man bestimme 6 
so, daB aus 9(x, 2’) < 26 (in F) folgt, daB o(f (x), f(x’)) <= ist. P sei 
ein Polyeder, in welches F mittels einer + - Uberfihrung gy tbergeht; man 


kann annehmen, da8 P in Simplexe zerlegt ist, die simtlich kleiner als 6 
sind und deren Eckpunkte zu F gehéren. Jedem Eckpunkt a von P ent- 
spricht ein Bildpunkt f(a) in S’, jedem Simplex 7” entspricht ein sphari- 


sches Simplex f(7'), das eventuell ausartet, aber jedenfalls kleiner als ; ist. 


Die so gewonnene simpliziale Abbildung von P in S” bezeichnen wir mit g 
und setzen fiir zc F 


f,(z) = 9 p(2). 
Wortlich wie in Nr. 12 beweist man, da8 fiir jeden Punkt rc F 


a 


(1) o(f (2), f(x) <e<Z 


ist. 

Eine stetig Abinderung von g erzeugt eine solche von f, und von /, 
denn wegen der Ungleichung (1) kann ja f in f, stetig iibergefiihrt werden. 
Insbesondere, wenn man durch stetige Abainderung von g erreichen kénnte, 
daB die ganze Bildmenge g(P) aus einem Punkte & bestehe, wiirde das- 
selbe auch von f,, folglich auch von f gelten. Somit wird das Polyeder P 
mittels g wesentlich auf S” abgebildet. 

Mathematische Annalen. 106. 15 
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85. Man betrachte jetzt eine Folge von Polyedern 
a ae 


sowie die entsprechenden Folgen der 4,- Uberfiihrungen von F in P (lim 6, =0) 
und der zugehérigen wesentlichen Abbildungen g, von P, auf S’. Nach 
wie vor nehmen wir an, daB P, in 46,-Simplexe zerlegt ist und daB die 
Eckpunkte dieser Simplexe zu F gehéren. In diesen Eckpunkten stimmen 
dabei die Abbildungen g, saimtlich mit / iiberein. 

Auf Grund eines Satzes von Hopf**) gibt es in jedem P, einen alge- 
braischen Zyklus z; mod m,, welcher mittels g,, also (nach der soeben ge- 
machten Bemerkung) mittels f auf S’ mit einem von Null verschiedenen 
Grade (mod m,) abgebildet wird. Nach derselben Bemerkung ist 


BP wx (85, Bgy +05 Bes ++) 
ein wahrer Zyklus in F. Ich behaupte, da er in F total unhomolog Null ist. 
Es sei in der Tat 7 eine positive Zahl von der Eigenschaft, daB aus 
o(z,2’)<» (in F) folgt, dab o(f (x), f(2'))<F ist. Man nehme an, 


r+1 


daB ein 7-Komplex C;** in F durch den Zyklus z; mod m, berandet sei. 
Dem Eckpunktgeriist eines jeden Simplexes von C;** entspricht ein Eck- 
punktgeriist eines (eventuell ausartenden) spharischen Simplexes auf 8’, 
so daB eine simpliziale Abbildung von Cj*’ auf einen Komplex f(Cj**) 
in 8” entsteht; dabei ist 

f(Ci**)—+ f(z) mod m,, 


was unmdglich ist, denn f(zj) hat einen mod m, von Null verschiedenen Grad. 

Nach Nr. 74 ist somit F zyklisch, w.z. b. w. 

Korollar I. Wenn die r-dimensionale Menge F sich wesentlich auf S” 
abbilden laBt, so gibt es ein « >0 derart, daB dasselbe auch von jeder 
r-dimensionalen Menge F’ gilt, die aus F durch eine e-Uberfiihrung her- 
vorgeht. 


Bemerkung. Die Frage, ob die Behauptung des Korollars I auch ohne 
die Voraussetzung iiber dim F und dim F’ gilt, bleibt unentschieden. 


Korollar Il. Eine n—1-dimensionale Fc R” zerlegt den R" dann 
und nur dann, wenn sie sich wesentlich auf die S"~* abbilden la8t*), 


*) A.a.O 4), 


“*) Zusatz bei der Korrektur. Das Korollar Il gilt ohne jede Voraussetzung 
iiber die Dimension von F, denn eine héchstens n — 2-dimensionale F kann weder den 
R* zerlegen, noch auf die S*~* wesentlich abgebildet werden, wahrend eine n-dimen- 
sionale abgeschlossene Menge, die den R” zerlegt bzw. nicht zerlegt, in eine n —1- 
dimensionale Menge von der gleichen Eigenschaft deformiert werden kann (vgl. ,,Ge- 
stalt und Lage“, Kap. III, Nr. 10). 
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86. Definition. Hine (tm Brouwerschen Sinne) r-dimensionale ab- 
geschlossene Menge F heift irreduzibel-zyklisch, wenn sie zyklisch ist und 
keine echte zyklische Teilmenge von der gleichen Dimension (wie F’) enthdlt. 

Man kann natiirlich wiederum von einfachen irreduzibel-zyklischen 
Mengen und von irreduzibel-zyklischen Mengen modulo m sprechen. Diese 
Mengen sind unter allen Mengen ihrer Dimension dadurch charakterisiert, 
da8 es in ihrem Komplementirraum Zyklen z"~"~* gibt, welche dort — im 
Falle des mod m — nicht homolog Null sind, im ,,einfachen“ Falle nicht 
beranden, wahrend bei jeder Wahl der echten Teilmenge F’ c F alle Zyklen 
z"-"-*c R*— F’ in R"— F’ homolog Null sind bzw. beranden. Daraus 
folgt, daB alle irreduzibel-zyklischen Mengen Cantorsche Mannigfaltigkeiten 
(im Sinne der entsprechenden Dimensionsdefinition) sind. Insbesondere wollen 
wir die einfachen irreduzibel-zyklischen Mengen als geschlossene Cantorsche 
Mannig/altigketten bezeichnen; sie kinnen nach dem soeben bewiesenen auch 
folgendermaBen definiert werden: eine r-dimensionale geschlossene Cantorsche 
Mannigfaltigkeit ist eine (im Brouwerschen Sinne) r-dimensionale abge- 
schlossene Menge, welche wesentlich auf die S’ abgebildet werden kann und 
welche keine echte Teilmenge von der gleichen Eigenschaft enthdlt. 

Bemerkung. Da die im R” gelegenen n — 1-dimensionalen zyklischen 
Mengen nach irgendeinem Modul m, sowie die nm —1-dimensionalen ein- 
fachen g zyklischen Mengen des R” identisch sind mit denjenigen F, welche 
den R” zerlegen, sind die n—1-dimensionalen irreduziblen zyklischen 
Mengen, sowie die n — 1-dimensionalen Cantorschen Mannigfaltigkeiten des R" 
nichts anderes als absolute Gebietsgrenzen, d. h. solche Kontinua, welche 
den R” in mindestens zwei Gebiete zerlegen und die gemeinsame Begrenzung 
aller dieser Gebiete bilden. 


87. In jeder einfach-zyklischen Menge F, insbesondere also in jeder 
geschlossenen Cantorschen Mannigfaltigkeit, gibt es Potenzzyklen von der 
Dimension von F, welche ia F nicht beranden. Die Gesamtheit der natiir- 
lichen Zahlen, die als Dominanten solcher Zyklen auftreten, bildet die 
Geschlossenhettsdominante von F; die Geschlossenheitsdominante ist eine 
echte oder unechte Teilmenge der dimensionellen Dominante von F. Ahn- 
lich wie in Nr. 59 kommen wir hier zu folgendem 


Problem I’. Wassind die Mengen natiirlicher Zahlen, welche als Geschlos- 
senheitsdominanten geschlossener Cantorscher Mannigfaltigkeiten auftreten? 
Des weiteren schlieBen sich an die Resultate dieses Paragraphen folgende 
ungeléste Fragen an, welche zeigen, wie weit die Theorie der allgemeinen 
geschlossenen Gebilde noch von ihrer endgiiltigen Erledigung steht. 
Problem III. Ist in jeder r-dimensionalen einfach-zyklischen Menge 
eine r-dimensionale geschlossene Cantorsche Mannigfaltigkeit enthalten? 
15* 
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Bemerkung. In analoger Weise kénnte man sich auch fragen, ob in 
jeder zyklischen Menge mod m eine irreduzibel-zykiische Menge nach dem- 
selben Modul enthalten ist. 


88. Problem IV. F und F’ seien homéomorphe Mengen des R”. 
Man beweise, daB die Bettischen Gruppen von R"— F den entsprechenden 
Bettischen Gruppen von R"— F’ isomorph sind. 

An dieses Problem schlieBen folgende speziellere Fragestellungen an: 

a) Sind die folgenden beiden Eigenschaften von FC R" Aquivalent: 

1. F enthalt einen nicht berandenden r-dimensionalen Zyklus nach 
variablem Modul; 

2. R" — F enthilt einen nicht berandenden z"~’~*? (Dabei werden 
keinerlei Yoraussetzungen iiber die Dimension von F gemacht.) 

b) Kann man aus einer der beiden letztgenannten Eigenschaften von F 
auf die Méglichkeit, F wesentlich auf die S” abzubilden, schlieBen? 

Bemerkung. Eine Menge F kann (im Falle dim F>r) wesentliche 
Abbildungen auf die S” zulassen, ohne einen nicht berandenden r-dimen- 
sionalen Zyklus zu enthalten und ohne in ihren Komplementarraum 2" — F 
einen nicht berandenden z"~"~* zu besitzen; das einfachste Beispiel hier- 
fiir ist durch die von Hopf entdeckten wesentlichen Abbildungen der S* 
auf die S* geliefert®). 

Die Gesamtheit der beiden Fragen a) und b) wollen wir als das 
Problem V bezeichnen. 


89. Wenn im R” eine abgeschlossene Menge F und ein zu F fremdes 
Polyeder P gegeben sind, so versteht man (analog wie in Nr. 63) unter 
einem Auseinanderziehen von F und P eine gleichzeitige stetige Defor- 
mation von F und P, bei der F und P in jedem Augenblick zueinander 
fremd bleiben und P schlieBlich auf einen Punkt zusammengezogen wird. 

Wenn F eine r-dimensionale einfach-zyklische Menge ist, so ist, wie 
leicht ersichtlich, durch den in R" — F nicht berandenden Zyklus 2"~"~* 
ein n —r—1-dimensionales Polyeder gegeben von der Eigenschaft, dab 
F und P nicht auseinandergezogen werden kénnen. Es entsteht die natiir- 
liche Frage: 

Problem VI Man nehme an, daB F und das n — r —1-dimen- 
sionale Polyeder PCR" —F nicht auseinandergezogen werden kénnen. 
Kann man daraus schlieBen, daB F einen wahren Zyklus enthilt, welcher 
in F total unhomolog Null ist? 


Schon die Lésung dieser Frage fiir den Fall dim F = r ware sehr interessant. 
%) Hopf, Math. Annalen 104 (1931), S. 637. 
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90. Satz. Wenn 4"(F)=r bew. A(F)=r ist, so existiert in F bei 
jedem s (0X s<r—1) ein s-dimensionaler wesentlich-konvergenter be- 
randender Zyklus mod m bzw. ein wesentlicher berandender Potenzryklus. 

Im Falle 4(F)=r folgt die Behauptung aus der Tatsache, daB F 
eine s + 1-dimensionale Menge F’ enthilt. 

Es sei 4"(F)=r; fiir sr —1 ist unsere Behauptung offenbar er- 
fiillt. Man nehme an, sie sei erfiillt fiir s — A +-1 und beweise sie fiir s = h. 
Es sei F’ ein Trager von zZ*** in welchem Z**? konvergiert und un- 
homolog Null ist. Es gibt sodann einen z"~*-* Cc R — F’, welcher dortselbst 
nicht ~ 0 ist; folglich existiert auch eine mit z”~"~* verschlungene Menge 
FP” <F’. Wenn U(x) eine hinreichend kleine Umgebung (in F”) eines 
Punktes « < F” und B die Begrenzung von U(z) ist, so enthalt B nach 
dem Phragmén-Brouwerschen Satz einen alle unsere Behauptungen er- 
fiilllenden Z”. 

Im Zusammenhang mit diesem Satz formulieren wir folgendes 


Problem VII. Es sei 4"(F) =r; gibt es zu jedem s <r eine F’C F 
mit 4"(F’)=s? 


91. Es sei 
(1) Z’~0O in PF, 


wobei Z ein wesentlich konvergenter Zyklus ist; F’ sei eine abgeschlossene 
Menge in F, welche zu einem Trager von Z fremd ist. Wir sagen, daf F’ 
die Homologie (1) im schwachen Sinne zerstért, wenn es in F — F’ keine 
abgeschlossene (kompakte) Menge gibt, in welcher Z” homolog Null ist. 

F’ zerstért die Homologie (1) im starken Sinne, wenn man in den 
topologischen Raum F— F’ eine solche Metrik einfiihren kann, da8 (1) 
in F— F’ nicht homolog Null ist **). 

Im iibrigen soll (1) — nach der Dimensionszahl des Zyklus Z’ — 
eine r-dimensionale Homologie heiBen. 

Bekannt ist nur folgendes: 


Es ist dann und nur dann dim F =r, wenn jede nulldimensionale 
Homologie in F durch eine hochstens r —1-dimensionale Menge im starken 
Sinne zerstért werden kann, wdhrend es andererseits nulldimensionale 
Homologien in F gibt, fiir die starke Zerstérungen durch eine hdchstens 
r —2-dimensionale Menge unmdglich sind. 

Es sei 


(2) B> wx: (65, ie + <n9 Seas) 


5®) Vgl. Nr. 39 und auch ,Dimensionsproblem“, FuBnote *). 
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ein nulldimensionaler Zyklus, welcher in seinem Trager F, konvergiert und 
nicht ~ 0 ist; ¢ sei so gewahlt, daB keiner der Zyklen zf in F, e-homolog 
Null ist. Indem man in (2), wenn nétig, endlich viele Glieder streicht, 
é 


;-homolog in F, sind. 


kann man voraussetzen, daB alle zj untereinander 3 


Man zerlege jet&t F, in ;-- Komponenten $7); 


Fi= F,+ F,+...+F,. 
Da in F, (¢=1,2,...,8) jeder nulldimensionale Zyklus mit verschwin- 
dender Koeffizientensumme 7 berandet, mu8 eine unter diesen Kompo- 


nenten, etwa F,, von Null verschiedene algebraische Anzahl von Punkten 
von z; enthalten®*). Dann muB aber bei jedem & auch der Zyklus zy eine 
von Null verschiedene algebraische Anzahl von zu F, gehérenden Punkten 


enthalten (denn sonst kénnten z) und zf untereinander nicht 57 homolog 
in F, sein). 

Es sei B eine héchstens r—1-dimensionale Menge, die in F die 
Mengen F, und F,+-...+ F, voneinander trennt **): 


F=A+B+D, FCA, Fy+..-+FCD, 


wobei A, B, D paarweise zueinander fremd sind, B abgeschlossen und jede 
der beiden Mengen A und D offen ist. Man fiihre in A+ D eine solche 
Metrik ein, bei der (A, D)>1 ist. Da F, in sich kompakt und in A + D 
enthalten ist, bleibt auch nach dieser Ummetrisierung Z° ein konvergenter 
Zyklus in A+ D. Ich behaupte, daS Z° in A+ D total unhomolog Null 
ist. Wenn in der Tat cj +z in A+ D ist, so mu8 — da in A eine von 
Null verschiedene algebraische Anzahl von Punkten von 2 liegt — min- 
destens eine Strecke des Komplexes Cj einen Endpunkt in A, den anderen 
in D liegen haben; folglich kann Cj kein e-~-Komplex mit «<1 sein. Die 
Homologie Z°~0 wird also durch die héchstens r — 1-dimensionale 
Menge B im starken Sinne zerstért. 


5”) Unter einer e«-Komponente des Punktes x in der Menge F verstehen wir 
nach Hausdorff die Gesamtheit aller Punkte von F, die sich in der Menge F durch 
e-Ketten mit dem Punkte z verbinden lassen. Bei jedem « zerfallt F in endlich 
viele disjunkte «- Komponenten. 

%*) Die algebraische Summe aller Koeffizienten, die bei einem nulldimensionalen 
algebraischen Komplex auftreten, wird gelegentlich auch als die algebraische Anzahl 
seiner Punkte bezeichnet. Bekanntlich kann ein nulldi ionaler Zyklus nur dann 
beranden, wenn die algebraische Anzahl seiner Punkte Null ist (Beweis: miihelos, 
durch Induktion nach der Anzahl der eindimensionalen Simplexe im berandeten 
Komplex). 

%) Hier wird die induktive Form der Brouwerschen Dimensionsdefinition benutzt. 
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92. Jetzt zeigen wir, daB, wenn jede nulldimensionale Homologie in F 
durch eine héchstens r — 2-dimensionale Menge zerstért werden kann, 


dim F<r—1 


ist. Es geniigt dazu, zu zeigen, daB unter unseren Voraussetzungen jeder 
Punkt x von F von jeder ihn nicht enthaltenden Menge F’ < F durch eine 
héchstens r — 2-dimensionale Menge getrennt werden kann). 


Es sei in der Tat y irgendein Punkt von F’. Die Homologie 
z—y~w~0O in F 


kann (wenn sie besteht) durch eine héchstens r — 2-dimension#le Menge B, 
im starken Sinne zerstért werden, woraus folgt, daB eine Zerlegung 


F=A,+8,+D,, tCA,, yCD, 


unter den iiblichen Bedingungen gefunden werden kann. Wenn man diese 
Zerlegung fiir alle y< F’ konstruiert, wird F’ von den offenen Mengen D, 
bedeckt. Nach dem Borel-Lebesgueschen Satz gibt es endlich viele D,, 


etwa D,, D,,..., D,, die dasselbe leisten. Die Menge D = =D,, ebenso 
i=1 


wie ihre Begrenzung B, enthalt den Punkt z nicht; es sei p irgendein 
Punkt von B; p gehért zu mindestens einem D,, aber nicht mu D,, folg- 
lich zu B,; somit ist BC SB,, also dimB<r— 2; die Menge B trennt 
xz von F’, w.z.b.w. 


Bemerkung. Aus unseren friiheren Uberlegungen folgt leicht, dab 
es in jeder r-dimensionalen Menge F Punktepaare gibt, die nur durch 
Mengen F’ getrennt werden kénnen, welche — falls sie hinreichend klein 
sind — notwendig r —1-dimensionale Zyklen enthalten, die in F’ nicht 
~ 0 sind. 


Problem VIII. Kann in einer (im Brouwerschen Sinne) r-dimensionalen 
Menge F jede r-dimensionale Hoqmologie (0< k<r—1) durch eine 
héchstens r — k — 1-dimensionale Menge (im starken bzw. schwachen Sinne) 
zerstért werden? Gibt es (immer in der Voraussetzung dim F=r) in F 
fiir jedes k (0 << k<r—1) k-dimensionale Homologien, die durch keine 
héchstens r — k—2-dimensionale Menge zerstért werden kénnen? 

Problem VIII’. Es sei bekannt, da8 fiir eine gegebene Menge F und 
ein bestimmtes k >1 jede k-dimensionale Homologie durch eine héchstens 
r — k —1-dimensionale F’ < F zerstért werden kann und da’ es mindestens 
eine k-dimensionale Homologie in F gibt, die sich durch héchstens 
r— k — 2-dimensionale Mengen nicht zerstéren la8t. Kann man daraus 
schlieBen, da8B dim F = r ist? 
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Analoge Fragen kann man natiirlich auch fiir Mengen stellen, die 
modulo m r-dimensional sind. Allerdings sei dabei auf folgende Tatsache 
hingewiesen: 

Bei jedem m= 0 gibt es Mengen F mit 4"(F) =1, in denen gewisse 
nulldimensionale Homologien durch nulldimensionale Mengen weder stark 
noch schwach zerstért werden kénnen. 


§ 6. 


SchluBbemerkungen. 


93. Unter einer topologischen Mengenfunktion verstehen wir eine solche, 
die fiir homéomorphe Mengen gleiche Werte hat. Wir wollen hier nur solche 
topologische Mengenfunktionen betrachten, deren Definitionsbereich die Ge- 
samtheit aller abgeschlossener Mengen Euklidischer Raume ist und die fiir 
jede nicht leere abgeschlossene Menge nicht negative ganzzahlige Werte an- 
nehmen. Eine solche topologische Mengenfunktion d(F) soll eine Dimenstons- 
funktion heifen, wenn sie folgende Bedingungen erfiillt: 

1. Fiir ein n-dimensionales Simplex 7” ist d(T") =n. 

2. Wenn F= F’-+ F” ist, so ist d(F’) = Max(d(F’),d(F”)). 

3. Zu jeder abgeschlossenen Menge F gibt es eine positive Zahl « =e, (F’) 
von der Eigenschaft, daB, wenn F’ aus F durch eine e-Uberfiihrung ent- 
steht, d(F’) > d(F) ist. 

Wir treffen schlieBlich noch die Verabredung, daB alle Dimensions- 
funktionen fiir die leere Menge den Wert —1 bekommen. 


Da die topologischen Mengenfunktionen dim F, 4"(F) (m=>0) den 
obigen Bedingungen geniigen, sind es Dimensionsfunktionen. Es gibt also 
unendlich viele verschiedene Dimensionsfunktionen ®). 

Satz. Es gilt ftir jede Dimensionsfunktion d(F) und jede ab- 
geschlossene Menge F 

d(F) < dim (F). 


Zunachst folgt aus der Bedingung 2., da8 fiir ein Polyeder P und 
eine beliebige Dimensionsfunktion d(F) stets d(P) = dim P ist. Man wihle 


®) Auch die folgendermaBen definierten Mengenfunktionen sind Dimensions- 
funktionen : 

Wenn dim F < k ist, so sei d,(F)=dim F; wenn dim F > k+1 ist, setze man 
d,(F)=dim F oder d,(F)=k, je nachdem F ein eindimensionales Element enthilt 
oder nicht. Dabei ist & irgendeine nichtnegative ganze Zahl. Es sei nebenbei be- 
merkt, da8 man zu keinen Dimensionsfunktionen gelangen wiirde, wenn man in der 


obigen Definition anstatt eindimensionaler Elemente Elemente héherer Dimension be- 
trachten wollte. 
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ein 6 < e,(F) und ein Polyeder P mit dim P = dim F, in welches F sich 
6-iiberfiihren l48t. Dann ist vermége der Bedingung 3.: 


d(P) 2 d(F) 
und andererseits 
d(P) = dim P = dim F, 
also dim F >d(F), w.z.b. w. 


Die Brouwersche Dimension ist also die gréfte unter allen Dimensions- 
funktionen. 


Problem IX. Gibt es unter den Dimensionsfunktionen eine kleinste? 
Wie groB ist die Machtigkeit der Menge aller Dimensionsfunktionen? 


Problem X. Durch welche innere topologische Eigenschaften werden 
die Mengen charakterisiert, die durch unendlich kleine Deformationen eines 
n-dimensionalen Elementes entstehen**)? 


Problem X’. Was sind die Mengen, die durch Deformationen eines 
n-dimensionalen Elementes entstehen, bei denen der Rand des Elementes 
punktweise fest bleibt bzw. unendlich kleine Abanderungen erleidet? 


94. Satz. Die Brouwersche Dimension ist die einzige Dimensions- 
funktion d(F), die folgender Bedingung geniigt: jede Menge F wird zerlegt 
durch mindestens eine Teilmenge F’ mit d(F’) < d(F). 

Es geniige d(F') den Bedingungen unseres Satzes. Man nehme an, dab 
fiir alle Mengen F, fiir welche d(F) < k ist, die Gleichung d(F) = dim F 
bereits bewiesen ist (fiir & << 0 folgt sie aus unserer Verabredung beziiglich 
der leeren Menge). 

Es sei jetzt d(F)=k, dimF=r=>k-+1; wir wollen diese An- 
nahme zu einem Widerspruch fihren. 

F enthalt eine (im Brouwerschen Sinne) r-dimensionale Cantorsche 
Mannigfaltigkeit F’; da F’< F ist, ist d(F’)<d(F) =k; es existiert also 
eine Menge F”< F’, welche das Kontinuum F’ zerlegt und der Bedingung 
d(F”) < k —1 geniigt. Aus dieser Bedingung folgt aber auf Grund unserer 
Annahme, daB dim F” = d(F”) <<k ~1< r—2 ist; die r-dimensionale 
Cantorsche Mannigfaltigkeit F’ lieBe sich also durch die héchstens r — 2-di- 
mensionale Menge F” zerlegen, was unméglich ist. 


*) Es handelt sich also um eine Charakterisierung aller Mengen F, die folgende 
Eigenschaft haben: Es gibt zu der Menge F ein n-dimensionales Element E” (ge- 
legen in irgendeinem R™) derart, daB man bei jedem ¢ das Element HZ" in eine Menge 
e-tiberfiihren kann, welche zu F homéomorph ist. 

Es wire auch interessant zu wissen, ob man dieselbe Mengenklasse bekommt, 
wenn man unter den Elementen 2” nur n-dimensionale Wirfel zulaBt. 
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Aus dem soeben bewiesenen Satz folgt: 

Zu jedem m => 0 gibt es abgeschlossene Mengen F von der Higenschajt, 
daB jede Menge F’< F, welche F zerlegt, dieselbe Dimension mod m hat 
wie die Menge F selbst. 


95. Wir wissen (Nr. 66), dab, wenn dim F=—r ist, F stets wesent- 
liche r — 1-dimensionale Zyklen enthalt, deren Trager r — 1- dimensional 
sind. Es entsteht nun die natiirliche Frage: Gibt es fiir alle m > 0 Mengen F 
von der Eigenschaft, daB 4”(F') =r und die Dimension mod m aller Trager 
von wesentlichen r — 1-dimensionalen Zyklen in F gleich r ist? 

Es liegt iiberhaupt die Vermutung nahe, da8 die Brouwersche Dimen- 
sion die einzige unter den ,,Homologiedimensionen* 4(F), 4”(F') ist, die 
sich durch Eigenschaften der (r-dimensionalen) Menge F in bezug auf ihre 
r —1-dimensionalen Teilmengen ausdriicken laBt. Diese Vermutung wire 
reichlich bestatigt, wenn bewiesen werden kénnte, daB es zu jeder Dimensions- 
funktion 4"(F) (vielleicht auch zu jeder von 4(F) verschiedenen Dimen- 
sionsfunktion iiberhaupt?) eine Menge F existiert, die keine Teilmenge F”’ 
mit A"(F’) = 4™(F) —1 (bzw. d(F’) = d(F) —1) enthilt. 


96. Unter den Dimensionen mod m (m > 0) sind zweifellos die beiden 
Dimensionsfunktionen 4°(F) und 4°(F) ausgezeichnet, und zwar durch 
ihre Beziehungen zu den einfachsten und anschaulichsten Gebilden der all- 
gemeinen Polyedertopologie — den Pseudomannigfaltigkeiten. Ich werde hier 
kurz diesen Zusammenhang fiir den einfacheren Fall, namlich den Fall mod 2, 
andeuten; der Fall modulo Null lat sich in analoger Weise behandeln, nur 
ist dann die Orientierbarkeit der in Frage kommenden Pseudomannigfaltig- 
keiten vorauszusetzen. 

Wir sagen, daB eine abgeschlossene Menge F sich durch r-dimensionale 
geschlossene Pseudomannigfaltigkeiten approximieren lat, wenn F als topo- 
logischer Limes einer Folge von geschlossenen Pseudomannigfaltigkeiten 
P,, P,,-.-, P,,.-. @ufgefaBt werden kann, wobei es eine positive Zahl « 
gibt, so daB keine P, der Rand einer Pseudomannigfaltigkeit ist, die in 
a-Simplexe mit zu F gehérenden Eckpunkten zerlegt werden kann. 

Sodann gilt folgender 

Satz. 4°(F) ist die gréBte ganze Zahl r von der Higenschajt, dap F 
eine Menge F’ enthalt, welche im allgemeinen nach abstraktem Zusammen- 
ztehen einer nirgends dichten Teilmenge durch r-dimensionale geschloesene 
Pseudomannigfaltigkeiten approximiert werden kann. 

Beweis. Bei dem Beweise der einen Halfte unserer Behauptung darf 
man (nach dem Satz von Nr. 80) voraussetzen, dab F ein r-dimensionales 
geschlossenee Gebilde mod 2 ist, welches in einem R" (n> 2r-+-1) liegt. 
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Man betrachte einen konvergenten Zyklus 


B" wx (85, Spy +0 +5 By 0s) 
welcher in F unhomolog Null ist. Es sei z"~’”-*c R"— U(F) ein mit Z’ 
und mit F verschlungener Zyklus. Durch eine elementare ,,Beseitigung der 
Singularitaten“ *) kann man erreichen, daB 


2p = 2° +...+ 2,” (mod 2) 
ist, wobei die z;’ geschlossene r-dimensionale Pseudomannigfaltigkeiten sind, 
die paarweise héchstens r — 2-dimensionale Elemente gemeinsam haben. 


Der Zyklus z2"~’~* ist bei jedem k mit mindestens einem z;,’, etwa mit z{” 
verschlungen, woraus folgt, da8 


(1) gh ae ee 

in F total unhomolog Null ist. Indem man (1) eventuell durch eine Teil- 
folge ersetzt, darf man annehmen, daB die Pseudomannigfaltigkeiten 2,” 
nicht nur einen konvergenten Zyklus bilden, sondern auch topologisch kon- 
vergieren; da aber z"-""* mit F verschlungen war, mu8 der topologische 
Limes von (1) mit F zusammenfallen. 

Damit ist die eine Halfte unseres Satzes bewiesen. Die zweite Hilfte 
folgt aus der einfachen Bemerkung, daB, wenn die Pseudomannigfaltig- 
keiten P, die Menge F approximieren, sie einen wahren Zyklus bilden, der 
in F nicht homolog Null ist (denn wenn C’**—-z” und z” eine Pseudo- 
mannigfaltigkeit ist, kann auch C”** durch ,,Beseitigung der Singularitaten“ 
in eine Pseudomannigfaltigkeit verwandelt werden). 

Man kénnte natiirlich auch direkt die Approximation der Menge durch 
berandete Pseudomannigfaltigkeiten einfiihren und dann beweisen, daB jede 
modulo 2 r-dimensionale Menge eine Teilmenge enthalt, welche sich durch 
r-dimensionale (berandete) Pseudomannigfaltigkeiten approximieren 1laBt. 
Dabei wiirde man sich der Relativzyklen zu bedienen haben. 

Wie bereits erwahnt, gelten genau dieselben Sitze fiir die Dimension 
modulo Null; nur soll man dabei unter ,,Pseudomannigfaltigkeit“ stets eine 
orientierbare Pseudomannigfaltigkeit verstehen. 


97. Bekanntlich gilt der sogenannte dimensionstheoretische Produkt- 
satz fiir die Brouwersche Dimension im allgemeinen nicht’); dagegen gilt 
er fiir die Dimension modulo Null und ebenso auch fiir die Dimension 
modulo einer beliebigen Primzahl p.*) Somit entsteht das 

Problem XI. Alle Dimensionsfunktionen d(F) aufzustellen, fir die 
der Produktsatz gilt (d.h. d(F’ = F”) =d(F’) + d(F”) ist). 


%) Vgl. z. B. Veblen, Analysis Situs, 2¢ edition, p. 96—97. 
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Insbesondere gilt es zu entscheiden, ob nicht 4°(F) bzw. A?(F) die 
einzigen Dimensionsfunktionen sind, die der Produktbedingung geniigen. 


Satz. Wenn dim F=—r und P ein s-dimensionales Polyeder ist, so ist 
dim (Fx P)=r-+s. 


Es geniigt offenbar, diesen Satz fiir den Fall, daB P ein s-dimensio- 
naler Wiirfel ist, zu beweisen. Dieser Spezialfall wird aber seinerseits er- 
ledigt, wenn wir zeigen, daB das Produkt von F mit der Einheitsstrecke J 
die Brouwersche Dimension r -+1 hat. 

Es liege F im Wiirfel W" des R”; dann liegt F =x J— F’ im Wiirfel 
w"** — W" > J des R"**; es gibt eine Vollkugel 7" < W", in deren Innern 
U" ein zu F fremder Zyklus z; "~* liegt, welcher in U"— F nicht be- 
randet. Wenn ¢ ein innerer Punkt von J, und zwar etwa der Punkt } ist, 
so berandet der Zyklus 

’ ” eialaeae t 
keinen im Zylindergebiet U">< J gelegenen, zu F >< J fremden Komplex 
c"~"; denn die Berandung 


Cc" +2"? in (U"x J) —(Fx J) 
wiirde ja durch Projektion in eine Berandung 
. 2 in U*—F 


iibergehen. Wenn [/"** die Vollkugel des R"** bezeichnet, die "> 1} 
fiir ihren Aquatorialschnitt hat, so berandet z~""* in U"*?— F erst 
recht nicht, woraus nach Nr. 51 folgt, daB dim F=J>r-+1 ist; daB 
dim F< J<r-+1 ist, ist aber lingst bekannt. Unser Satz ist hiermit 
bewiesen. 

Problem XII**). Durch welche innere topologische Eigenschaften 
sind die abgeschlossenen Mengen ® charakterisiert, die bei jeder Wahl der 
abgeschlossenen Menge F der Bedingung dim(® = F) = dim® + dim F 
geniigen? 


98. Definition. Ein Mengensystem © (bestehend aus abgeschlossenen 
Mengen) heiBt ein dimensioneller Ring, wenn es folgenden Bedingungen 
geniigt: 

1. Alle Simplexe gehéren zu ©. 


2. Wenn F zu © gehért, so gehért zu © auch jede Menge, die zu F 
homédomorph ist. 


*) Zu dieser und zur folgenden Fragestellung bin ich von Herrn A. Kolmogoroft 
angeregt worden. 
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3. Wenn F, und F, Mengen aus © sind, so gehért sowohl F, + F, als 
auch F, >< F, zu G, und es ist dabei stets dim (F, x F,) = dim F, + dim F,. 

Als Beispiele von Ringen kénnen etwa die Mengensysteme G‘” dienen, 
die aus allen Mengen F bestehen, fiir welche dim F = 4”(F') ist, wobei m 
Null oder irgendeine Primzahl ist. 


99. Die Vereinigungsmenge von zwei Ringen braucht kein Ring zu sein: 
so ist z.B. ©®+ 6™ kein Ring. Dagegen beweist man miihelos folgende 
Tatsachen : 

1. Wenn 

6,© G,¢c...CGE,c...cG,... 


eine wohlgeordnete Menge von wachsenden Ringen ist, so ist die Ver- 
einigungsmenge aller dieser ©, ebenfalls ein Ring. 

Daraus folgt (unter Anwendung des Woblordnungssatzes), daS jeder 
Ring in einem gréBten enthalten ist. 


2. Der Durchschnitt einer beliebigen Menge von Ringen ist ein Ring. 

Definition. Der Durchschnitt aller gréBten dimensionellen Ringe soll 
der absolute dimensionelie Ring heiBen. 

Problem XIII. Durch welche topologische Eigenschaften sind die 
Mengen charakterisiert, die den absoluten dimensionellen Ring bilden? 


100. Die letzten Fragen, die ich hier aufgestellt habe, sind nur als 
Ansatze zu der wichtigsten und allgemeinsten Fragestellung, die durch die 
neuere Entwicklung der Dimensionstheorie hervorgerufen ist, zu betrachten. 
Diese Fragestellung verlangt — in notwendigerweise etwas unpraziser Form —, 
unter allen abgeschlossenen Mengen diejenigen zu finden, die man mit Recht 
als ,,dimensionstheoretisch vollwertige Mengen“ betrachten sollte. Angesichts 
der Sachlage, daB es unendlich viele verschiedene Dimensionsbegriffe gibt, 
die alle eine ganze Reihe analoger Eigenschaften besitzen, und unter denen 
mindestens drei — namlich 4(F), 4°(F), 4°(F) — auch vom Standpunkt 
der unmittelbaren Anschauung in hohem Mafe gleichberechtigt sind, wird 
man wohl unméglich von einer ,,einzig verniinftigen* Lésung des Dimen- 
sionsproblems im Bereiche aller abgeschlossenen Mengen sprechen kénnen. 
Dieses negative Resultat wird nur noch betont dadurch, daB derjenige 
Dimensionsbegriff, den wir stets (auch in dieser Arbeit) als den Dimensions- 
begriff betrachten, im Bereich aller abgeschlossenen Mengen einer der natiir- 
lichsten Bedingungen, auf die man wirklich nur schwer verzichten kann, 
nimlich der Produktbedingung, nicht geniigt. 

Von den dimensionstheoretisch vollwertigen Mengen wird man also jeden- 
falls verlangen miissen, daB fiir sie die Gleichungen 4(F) = 4°(F) = 4°(F) 
(vielleicht auch allgemein alle Gleichungen 4(F) = 4"(F)) und somit der 
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Produktsatz gelten. Ferner sollte auch die allgemeine Fragestellung des 
»dimensionstheoretischen Verschlingungssatzes“ (Problem VIII, Nr. 92)- be- 
riicksichtigt werden. 

Vielleicht diirfte folgende Definition wenigstens provisorisch angenommen 
werden: 

Die im Brouwerschen Sinne r-dimensionale Menge F heiSt vollwertig 
r-dimensional, wenn in ihr jede s-dimensionale Homologie (nach jedem 
konstanten oder variablen Modul) durch eine (im Brouwerschen Sinne) 
héchstens r — s —1-dimensionale Menge zerstért werden kann, und es 
andererseits zu jedem m= 0, 2, 3,... und jedem s (0 < s <r —1) solche 
s-dimensionale Homologien mod m gibt, welche nur durch Mengen zerstért 
werden kénnen, deren Dimension mod m mindestens gleich r — s — 1 ist‘). 

Mit dieser Definition gelangen wir aber an die Grenze, wo die Dimen- 
sionstheorie endgiiltig in die allgemeine Theorie der Verschlingungs- und 
Dualitatskonstruktionen in abgeschlossenen Mengen miindet; von der Ge- 
staltung dieser Theorie hangt zweifellos die ganze weitere Entwicklung der 
Topologie der abgeschlossenen Mengen ab. 

Es sei zum Schlu8 noch bemerkt, daS alle abgeschlossenen Mengen 
des dreidimensionalen Raumes im Sinne der obigen Definition dimensions- 
theoretisch vollwertig sind. 


Géttingen, Mathematisches Institut, Winter 1930—31. 


*) Es sollte untersucht werden, ob die auf diese Weise definierten dimensions- 
theoretisch vollwertigen Mengen einen Ring bilden und in welchen Beziehungen sie 
zu der im Problem XII definierten Mengenklasse stehen. 


(Eingegangen am 23. 5. 1931.) 














Uber Schnitte der 7-dimensionalen Euklidischen Riume. 


Von 


Karol Borsuk in Warschau. 


In meiner Arbeit ,,Quelques théorémes sur les ensembles unicohérents“ 
in Fundamenta Mathematicae 17 (1931), 8. 171, habe ich eine Methode ent- 
wickelt und auf einige Probleme angewendet, wonach gewisse topologische 
Untersuchungen eines gegebenen Raumes R auf die des Funktional- 
raumes K¥ aller stetigen Abbildungen von R auf n-dimensionale Kugel- 
fliche K,*) zuriickgefiihrt werden. U. a. habe ich dort die Vermutung 
geiuBert, daB es auf diesem Wege vielleicht gelingt, einige Eigenschaften 
der Punktmengen zu fassen und zu charakterisieren, die bis jetzt vorwiegend 
der kombinatorischen Topologie unterlagen. 

Die vorliegende Arbeit enthalt ein neuerlich in dieser Richtung er- 
zieltes Ergebnis **), und zwar einen Beweis der Aquivalenz der Eigenschaft, 
den n-dimensionalen Euklidischen Raum R, zu zerschneiden, mit der rein 
punktmengentheoretischen Invariante (namentlich, unzusammenhingend zu 
sein) des obenerwahnten Funktionalraumes K**), wodurch insbesondere 
die Invarianz des n-dimensionalen Schnittes*) gegeben ist. 


*) Zusatz bei der Korrektur. Auf dem Boden der kombinatorischen Topo- 
logie wurde dieser Funktionalraum von H. Hopf, Math. Annalen 104 (1931), 8. 637, 
und von P. Alexandroff, Dimensionstheorie, Math. Annalen 106 (1932), 8. 161 ff., unter- 
sucht. 

**) Zusatz bei der Korrektur. Es JaBt sich aus den tiefliegenden, auf kom- 
binatorischem Wege erhaltenen Satzeu, die das Hauptresultat des § 5 der oben 
erwihnten Arbeit von P. Alexandroff (siehe 74. Satz und 81. Hauptsatz 5) in 
Math. Annalen 106 bilden, herleiten. 


1) Das Problem: ebene, die Ebene zerschneidende Kontinua auf einem solchen 
Wege zu charakterisieren, wurde mir von Herrn K. Kuratowski gestellt. 

*) Vgl. L. E. J. Brouwer, Comptes Rendus 154 (1912), 8S. 862 fir n=2 und 
P. Alexandroff, Comptes Rendus 184 (1927), 8.425 fir n>1, wo unter Benutzung der 
kombinatorischen Methode (Bettische Zahlen) sogar die Invarianz der Anzahl der 
Komplementiargebiete gegeben ist. 
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1. Die Ausdriicke: topologischer und metrischer Raum werde ich im 
Sinne von Hausdorff verstehen*). Das Wort ,,kompakt“ wird hier im Sinne 
von ,in sich kompakt“ gebraucht werden: eine zusammenhingende, kom- 
pakte Menge wird Kontinuum genannt. 9(z, y) bezeichnet die Entfernung 
zwischen den Punkten x und y eines metrischen Raumes (bei einer ge- 
gebenen Metrik). 

Sind a und b zwei Punkte des Euklidischen n-dimensionalen Raumes R, 


und a+b, so bezeichnet ab die Halbgerade von a durch b. 

Die Kugel (resp. offene Kugel, resp. die Kugelfldéche) in dem metrischen 
Raume M mit dem Mittelpunkte c und dem Radius r bedeutet hier die 
Menge der Punkte z€M, fiir welche o(c,z)<r (resp. o(c,2)<r, 
resp. o(c,x) =r) gilt. 

Mit K, bezeichne ich eine beliebige in R, liegende Kugelflache vom 
Radius r = 1. 

Sind p,, Py; --+> Pyaa (4 0) Punkte von R,, so nenne ich k-Simplex 
(oder einfach Simplex) die kleinste konvexe Teilmenge von R,, die alle 
diese Punkte enthalt. Die Punkte p,, p,,...,p,,, selbst, nenne ich Eck- 
punkte dieses Simplexes. 

Ist ein k-Simplex S im geometrisch-Euklidischen Sinne k-dimensional 
(wie es nur fiir k<n méglich ist), so heiBt S eigentlicher k-Simplezx. 
Eigentliche /-Simplexe, deren simtliche Eckpunkte zu der Menge der Eck- 
punkte eines eigentlichen k-Simplexes gehéren (woraus | < k& folgt), nenne 
ich Teilsimplexe von der Ordnung | von S. Insbesondere nenne ich die Teil- 
simplexe von S von der Ordnung k —1 ,,Seiten“ von S. Ist o(p;,, p;)=« 
fiir ¢ + 7 (also S regelmaBig mit Kantenlinge «), so nenne ich S ,e-regel- 
mapig*. 

Die Folge der Simplexe {S;} bildet ein e- Netz N, im Raume R,, wenn 
folgende Bedingungen erfiillt sind: 

= S; ist ein e-regelmaBiger n-Simplex, fiir i = 1, 2,..., 


2. R= 2 8» wo S;+ 8; fiir i+ j, 

3. S;-S; ist leer oder ein e-regelmaBiger /-Simplex (0 <1 <n). 

Summe von endlich vielen zu einem «-Netze N, gehérenden Simplexe 
wird elementare Figur genannt. Diejenigen Seiten der Simplexe des Netzes N,, 
welche in der Begrenzung B(A) einer elementaren Figur A enthalten sind, 
werde ich Seiten von A nennen. 


2. Definition. Ist f eine in einem topologischen Raume P definierte 
und stetige Funktion, so hei®t eine Funktion y Erweiterung von f auf 
Obermenge R von P reiativ zu Q, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 


*) Hausdorff, Mengenlehre, 8. 227 und 94. 
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1. Die Funktion wy ist in R definiert und stetig, 

2. y(R)cQ, 

3. p(x) = f(x) fiir jedes x € P. 

Wenn insbesondere P= Q ist und die im Raume P durch die Formel 
f(x) =a fiir jedes c€P 


definierte Funktion f eine Erweiterung auf die Menge R> P relativ zu Q 
hat, so hei®t P ein Retrakt*) von R. Die mit Retrakten des Fundamental- 
wiirfels®) Q,, des Hilbertschen Raumes homéomorphen Mengen heiBen abso- 
lute Retrakte*). 


3. Definition®). Ist P ein topologischer und Q ein metrischer kom- 
pakter Raum, so bezeichnet Q” den Raum, der als Elemente alle stetige 
Funktionen —, fiir die p(P) CQ ist, hat und der durch die Formel 


CaP (P,» P,) = Supely, (2), %,(2)], wo Pp ~,€Q” 
metrisiert ist. 
Ist P< R, 80 bezeichnet 11(Q”, R) die Menge aller Funktionen y € Q”, 
die eine Erweiterung auf R relativ zu Q haben. 


4. Hilfssatz.: Ist f€K7, wo Z eine abgeschlossene Teilmenge eines 
metrischen Raumes M bezeichnet, und ist K,—f(B(Z))+0, so hat die 
Funktion f eine Erweiterung auf M relativ zu K,,. 

Beweis. Sei p€ K, — f(B(Z)). Die Menge Q= XK, —(p) ist zum 
Raume R,_, homéomorph, also hat’) die Funktion f (nur auf der 
Menge B(Z) betrachtet) eine Erweiterung y auf dessen Obermenge M — Z 
relativ zu K,—(p). Setzen wir nun: 


y(z)=f(x) fir 2x€Z, 
y(z)=g(z) fir rEM—Z, 


so ist wy offenbar eine Erweiterung der Funktion f auf M relativ zu K,, 
w. z. b. w. 


5. Hilfssatz. Ist feK?, wo Z eine abgeschlossene Teilmenge eines 
metrischen Raumes M ist, so gibt es eine in M offene Obermenge U von Z, 
derart, daB f eine Erweiterung auf U relativ zu K,, hat. 

Beweis. Sei 7' die Kugel im Raume R, von Oberfliche K, und c 
ihr Mittelpunkt. Da 7 ein absoluter Retrakt ist*), so hat die Funktion 


*) Vgl. meine Note, Fund. Math. 17 (1931), 8. 158, 2 und 159, 15. 
5) Vgl. z. B. Menger, Dimensionstheorie, 8. 13—14, ,Grundquader*, 
*) Vgl. meine Note, Fund. Math. 17 (1931), S. 164, 23, 
) loc. cit. S. 158, 12, 
*) loc. cit. 8. 160, 17, Exemple. 
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eine Erweiterung py auf M relativ zu T. Sei 


U=_F,lo(2)+¢]*) und y(z)—ep(z)-K, 
fiir jedes 2 €U. 


Da ¢ eine stetige Funktion ist, so ist U eine offene Obermenge von Z 
und y eine stetige Erweiterung von g auf U relativ zu K,, w.z.b. w. 


6. Sei Q@ ein durch die Koordinatenbedingungen 
a) 2,20 fir *=—1,2,...,(&+1), 
b) 2 +2+.-.-+%,,=1 


gegebenes, in R, , , liegendes, k-dimensionales Kontinuum und S ein k-Simplex 
mit Eckpunkten p,, p,,---, P,,,- Einem jeden Punkte g = (z,, z,,...,2,4,) 
von Q, wobei also z,,2,,...,2%,,, seine Kartesischen Koordinaten be- 
zeichnen, sei nun der Punkt 


1 (9) = [ys %qs ++» Tega (Pr Par +++ Pear) 


von § zugeordnet, wo 2z,,2%4,.-.,2,,, die Massen bedeuten, die man in 
die Eckpunkte p,,p,,.-.,P,,, (mit gleichen Indexen) legen muB8, da- 
mit f(q) der Schwerpunkt von S sei. Bekanntlich hat die Zuordnung 
p =f(q) folgende Eigenschaften: 


1. £(Q)=S8, 

2. f ist eine in Q stetige Funktion, 

3. ist S ein eigentlicher Simplex, so ist f eine Homéomorphie, 
und also, umgekehrt, fiir jeden Punkt p€S sind die den Bedingungen a) 
und b) geniigenden Zalilen z,,72,,...,%,,, eindeutig bestimmt. Ist 
dies der Fall, so werden diese Zahlen, wie iiblich, ,,baryzentrische“ Ko- 
ordinaten des Punktes p in bezug auf Eckpunkte p,, p,,...,p,,, von S 
genannt. Bekanntlich, erfiillen diese Zahlen folgende Bedingung: 

(1). Ist p€T, wo T ein Teilsimplex von der Ordnung | eines eigent- 
lichen Simplezes S ist, so verschwinden diejenigen baryzentrischen Koordinaten 
von p, welche den zu T nicht gehérenden Eckpunkten von S entsprechen, 
und die tibrigen sind den im Simplexe T entsprechenden baryzentrischen 
Koordinaten des Punktes p gleich. 

7. Hilfssatz. Wenn f€K*, wo n>2 und E eine kompakte Teil- 
menge von R._, ist, so gibt es fiir jede positive Zahl n eine kompakte 
Menge Z und eine Funktion p€ KZ, fiir die 





% P By [] bedeutet (nach Lebesgue) die aus allen Punkten x von der Eigen- 
schaft [ ] bestehende Teilmenge von M. 
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olp(x),f(x))< fiir jedes x E, 


go fo 


gilt, 
Beweis. Da die Menge EZ kompakt ist,'so gibt es ein e > 0, der- 
art, dab 


(1) o(2, y)<3e impliziert o[f(z), f(y))< + Min (7,1) fiir alle z, y€ EZ. 
Sei 

(2) Z=8,+8,+...+8, 

die Summe von zu £ nicht-punktfremden Simplexen eines gegebenen Netzes N, 

in R,_,. Es folgt daraus die Formel 1. 


Seien: ferner p,, p,,..., p, alle Eckpunkte der Simplexe von Z, wobei 
D+ P; fir i+j. Wir ordnen jedem p, (fir #=1,2,...,7) einen 
Punkt q,*°) zu, so daB 


(3) o(p;,9,)Se und g,€f fir *+—1,2,...,r. 

Sind nun Dj,» Di» +++» Bi, die Eckpunkte von 8; (¢=1,2,...,1r), 80 
haben die Ungleichungen 1 << »< n und 1S uw<n die Ungleichung 
(4) 0(9;,>%,,) SO(%,> B,) +O (P,,, M,) + O(P,,,%,) S38 
zur Folge, woraus sich nach (1) 

l os 

(5) o[f(9,,)> £(%,)] S » Min (y, 1) 
ergibt. 

Der Durchmesser des (nm — 1)-Simplexes mit Eckpunkten 

f(q,,)> £(,,)> «++» £(9;,) 


ist, auf Grund von (5), <4; demnach enthalt er den Mittelpunkt ¢ der 
Kugel X,, nicht. 

Betrachten wir nun die Funktion gy, (p), die fiir alle Punkte 
p=(x\?), 2,..., 2” (p,, p,,---» p,,)) von S; folgendermaBen definiert ist: 


(6) pg, (p) =e [ afr, oP), ..., 2 (£(9,.)s £09)» «++» £(G,,))] * Kus 


so ist diese Funktion auf S, stetig und besteht nach 6. (I) fiir jedes 
pe S8;-8;, die Gleichheit 





Ps,(P) = Ps,(P)> 


wo S,; und §S; irgend zwei Simplexe von Z sind. 


10) Z.B. den Punkt mit lexikographisch kleinsten Koordinaten. 
16* 
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Die ,,zusammengesetzte“ Funktion g(p), welche fiir jedes p€ Z durch 
die Bedingung 
(7) P(p)=%,5,(p), wenn pes; 
definiert werden kann, ist infolgedessen auf der Menge Z stetig. 

Sei jetzt p€ HZ. Es existiert nach 1. und (2) ein Indexé (I<Si<r), 
so daB p€S;. Wir haben also nach (3) 

o(p,9,) So(p, M,) +e(P,,» 9%,) S2e < 3e, 

was nach (6) und (1) 


(8) elf(p), #(p,)]=elf(p) fa] S47 
ergibt. Ferner gilt nach (6) und (5) 
(9) ole (p,). (P)] <+n- 


Die Formeln (8) und (9) ergeben 


o(f(p), p(p)] Self(p), v(p,,)] + ele(p,), e(P)), 


woraus nach (8) und (9) die Formel 2. folgt. 

Sei endlich 7 eine Seite der elementaren Figur Z mit den Eck- 
punkten Dy,» Dis -++s Be: Aus der Definition der Funktion p ((6) und (7)) 
ergibt es sich, daB die Menge »(7') im Durchschnitte der Kugelfliche K, 
mit einem Euklidischem héchstens (n —1)-dimensionalen Raume liegt, 
der durch die Punkte c und f(q, ), f(9,,),---,f(q,_,) bestimmt ist**). Die 
Menge ¢(7') ist also offenbar in K, nirgends dicht. Danach bildet das 
Bild »(B(Z)) der Menge B(Z), die eine Summe von endlich vielen Seiten 
von Z ist, eine im KX, nirgends dichte Menge. Um so mehr ist also, 
fiir Z und q, die Formel 3. richtig, w. z. b. w. 


8. Hilfssatz. Ist E eine kompakte Teilmenge von R,_,, 80 ist jede 
Funktion f€K, einer Erweiterung auf R,_, relativ zu K, fahig. 

Beweis. Sei m eine Funktion, die in bezug auf f den Bedingungen 1., 2. 
und 3. des Hilfssatzes 7. geniigt. Nach 3. und nach Hilfssatz 4. hat also p 
(nur in £ betrachtet) eine Erweiterung auf R,_, relativ zu K,, woraus 


(1) ~€ II(Ky, R,_,) 
folgt. 

Ferner, nach 2., gilt es: 
(2) Oge(f, ?) S71. 


*) Unter einem durch die Punkte p,, p,, ..., P,,, von R, bestimmten Euklidischen 
Raume wird die kleinste Teilmenge von R, verstanden, die mit einem R, (wo 
0S!) isometrisch ist. 
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Die Formeln (1) und (2) implizieren (da » eine beliebige positive 
Zahl ist) die Formel 





fe (ke. R,_;)- 


Da aber die Menge JJ(K*, R,_,) abgeschlossen ist**), so erhilt man 
endlich f€ ]J(K*, R,_,), w.z.b.w. 

9. Hilfssatz. Sind A und U zwei den Raum R, nicht zerschneidende, 
aus Simplexen eines e-Netzes N, bestehende elementare Figuren in R,, 
wobes : 

a) A= A+S8,+8,+...4+8,, 

b) S, tst ein Simplex des Netzes N, fiir i=1, 2,...,t, 

c) 8;—-A+0 fir *=1,2,...,4, 

d) 5,45, fiir i+j, 
so gibt es eine endliche Folge A,, A,,...,A, von elementaren Figuren, 
die folgende Eigenschaften aufweisen: 

1. 4,—A, A,=4%, 

2. A; zerachneidet R, nicht fiir i=0,1,...,t, 

8. A,CA,,, und A,, ,—A,=S;,, wo 1 <j; <t fir i=0,1,...,(¢—1) 
tat. 

Beweis. Da A den Raum R, nicht zerschneidet, gibt es nach c) 
eine Seite von WY, die in A nicht enthalten ist. Sei S, der diese Seite 
enthaltende Simplex. Durch Spiegeln von S, in dieser Seite erhalt man 
einen Simplex, dessen Inneres im Gebiete R,—W liegt. Der voraus- 
gesetzte Zusammenhang des Gebietes R,—W hat also den des Gebietes 
R, —U—S, mur Folge, so daB die elementare Figur 


w=A-—S,—A+S8,4+8,+...+8,_, 
kein Schnitt von R,, ist. 

So ist der Beweis von ¢ auf den Fall von (¢—1) reduziert, was 
wegen der offenbaren Giiltigkeit der Behauptung fiir ¢ = 1 ihre allgemeine 
Giltigkeit ergibt. 

10. Satz. Hine kompakte Teilmenge E von R, (wo n=>2) zer- 
schneidet diesen Raum dann und nur dann nicht, wenn jede Funktion 
f€K* eine Erweiterung von E auf R, relativ zu K, hat. 

Beweis. Es sei erstens eine R, nicht zerschneidende kompakte 
Teilmenge EZ gegeben und f€K*. Nach 5. hat die Funktion f eine Er- 
weiterung relativ zu K, auf eine in R, offene Menge U> HZ. Zu Hund U 
gibt es offenbar eine den Raum R, ebenfalls nicht zerschneidende ele- 


12) Vgl. meine Note, Monatsh. f. Math. u. Phys. 88 (1981), 8. 382. 
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mentare Figur A, die aus hinreichend kleinen Simplexen eines ¢-Netzes N, 
besteht, damit ZC ACU sein kann *"*). 

Zu diesem Zweck wird z. B. die Summe © aller mit # nicht punktfremden 
Simplexe eines 2-Netzes, wo 14<o(E, B(U)) und also ECG—B(G6)CGCU ge- 
nommen; zerschneidet eventuell G den Raum R,, so werden die endlich vielen Kom- 
plementirgebiete von G miteinander auBerhalb E durch einfache Bégen L,, L,, ..., L, 
verbunden und die Summe 6’ aller mit denselben nicht punktfremden Simplexe 

v 
eines (durch Unterteilung des 4-Netzes) verfeinerten 4 -Netzes, wo < r ( Za ies E) 
ist, aus G entfernt und schlieBlich — 
A=6—6', «== 


k 
gesetzt. 


Es bleibt also, den Beweis nur fiir den Fall, wo Z eine elementare 
Figur eines Netzes N, ist, durchzufiihren. 

Es ist unmittelbar ersichtlich, daB man die elementare Figur Z in 
einen groBen, ebenfalls aus Simplexen von N, bestehenden regelmaBigen 
Simplex Y% einschlieBen kann. WY ist also kein Schnitt von R,. Nach 9. 
gibt es dann eine endliche Folge von elementaren Figuren A), A,, ..., A, 
mit den Eigenschaften 

1. A,=£E£, A,=4%, 

2. A; zerschneidet R, nicht (¢ = 0,1,..., t), 

3. A;C A,,, und A,, ,— A, ist ein Simplex von N, fiir = 0, 1,...,(#—1). 

Nun zeigen wir, daB jede Funktion p€ Ki‘ (wo 0 <i <t?) eine Er- 
weiterung auf die Menge A;,, relativ zu K, besitzt. 

In der Tat, nach 3. und 2. gibt es im Simplexe S = A,,,—A; 
mindestens eine Seite 7', die in A; nicht enthalten ist. Da die Menge 
M = B(S)—T m einer Kugel von R,_, homéomorph ist, so ist m (nur 
auf der Menge A;-M betrachtet) nach 8. einer Erweiterung auf M relativ 
zu K, fahig, und da M ein absoluter Retrakt ist**), so hat") p eine Er- 
weiterung @ auf die Menge S relativ zu K,. 

Die zusammengesetzte, durch die Formeln 


y(z)= g(x) fir xE€A,, 
y(z)=@(z) fir z€S 


definierte Funktion y stellt also eine Erweiterung der Funktion p von A, 
auf A;,, relativ zu K, dar. 


#28) Es ist zu bemerken, daB man im Falle eines auf der Ebene gegebenen Kon- 
tinuums E (also fiir n = 2) tiberdies verlangen kann, daB A eine topologische Kreis- 
scheibe sei. Dabei ist natirlich der Gebrauch von Simplexen iberflissig. 

*8) Als eine zu einer Kugel von R,_, homéomorphe Menge (vgl. Fund. Math. 17 
(1931), S. 160, 17, Exemple). 
*4) loc. cit., 8. 157, 10. 
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Es folgt daraus durch Induktion, daB die auf der Menge A,— EZ 
definierte Funktion f eine Erweiterung auf die Menge A, = % relativ zu K, 
besitzt, und da % ein absoluter Retrakt ist**), so hat f hiermit auch eine 
Erweiterung auf R, relativ zu K,*°). 


Sei zweitens Z ein kompakter Schnitt des Raumes R, und q, die 
durch die Formel 


p(t) =cx-K, fir x€Ek 


definierte stetige Funktion, wo ¢ den, iibrigens beliebigen, Punkt einer be- 
schrinkten Komponente von R,, — E bezeichnet, der als Mittelpunkt von K, 


gewahit ist. Die Funktion gy, ist dann keiner™*) Erweiterung auf R, 
relativ zu K, fahig. 


1l. Satz. Hine kompakte Teilmenge E von R, zerschneidet diesen 
Raum dann und nur dann nicht, wenn der Raum K? zusammen- 
hdangend ist. 

Beweis. Es sei erstens Z eine FR, nicht zerschneidende kompakte 
Teilmenge EZ gegeben und f€K. Nach 10. hat f eine Erweiterung p 


auf R, relativ zu K,. Sei p ein beliebiger (aber fester) Punkt der 
Menge R, — E£ und 


f.(z)=o(y,) fir x€#, OSts, 


wo y, den um t-o(p,x) von p entfernten Punkt der Halbgerade pr 
bezeichnet. 

Die so definierten Funktionen f, haben folgende Eigenschaften: 

1. £,€ Kz fiir jedes 0<t<1, 

2. Die Menge aller Funktionen f, (0 <t<1) ist ein Kontinuum, 
als stetiges Bild der Strecke [0,1]; denn ¢,—+¢ impliziert 


Sup [f,, (2), f,(#)] +0. 
z€Ez 


3. f, =f und f,(x) = y(p) = konst. 
Nach 1. bis 3. lat sich also jedes Element f des Funktionalraumes KE 
mit dem Element f, desselben durch ein aus entsprechend gewiahlten 


Elementen f, bestehendes stetiges Streckenbild verbinden. Damit ist der 
Zusammenhang von K¥ bewiesen. 


»*) Im Falle eines Kontinuums ZC R, sind also, auf Grund der FuBnote ***), 
die Uberlegungen von 5, bis 10. ganzlich und die von 10, teilweise unnétig, weil 
dieselben nur als Beweis der Erweiterungsfihigkeit der Funktion f von EZ auf einen 
absoluten Retrakt relativ zu K, (n >2) angegeben wurden. 

1®) Vgl. meine Note in Monatsh. f. Math. u. Phys. 88 (1931), S. 384 und 385. Der 
leichte Beweis ist dort mit Hilfe des Brouwerschen Fixpunktsatzes durchgefihrt. 
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Zweitens, da die Menge (Ke, R,,) zugleich nicht leer, abgeschlossen 
und offen**) in K® ist, so ergibt sich aus dem Zusammenhange von | -y 
die Gleichheit : 
Ky = [I( Kn, Rn), 


woraus wir nach 10. schlieBen, daB Z den Raum R, nicht zerschneidet. 


12. Korollar*’). Im Euklidischen Raume R,, ist jedes homdomorphe 
Bild eines kompakten Schnittes ebenfalls ein kompakter Schnitt. 

In der Tat, ist der Schnitt Z mit E’ homéomorph, so ist der 
(nach 11.) unzusammenhingende Funktionalraum K® wegen der Homéo- 
morphie von EZ und £’ mit dem Raume K* homéomorph"*), folglich eben- 
falls unzusammenhingend, also (wieder nach 11.) EZ’ ein Schnitt. 


1") Dieses Korollar enthalt den qualitativen Inhalt des Brouwer-Alexandroffschen 
Satzes (loc. cit.). 

1*) Auf Grund des allgemeinen Satzes: Ist X homéomorph zu X’ und Y zu Y’, 
so sind die Funktionalriume X* und X’*' homéomorph. Vgl. meine Note, Fund. 
Math. 17 (1931), 8. 167, 3. 





(Eingegangen am 12. 6. 1931.) 








Beitriige zur Theorie der Zerlegungsriume. 
Von 
Georg Aumann in Minchen. 





Einleitung. 

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit der Herstellung eines 
neuen topologischen Raumes')*) durch Zerlegung eines gegebenen topo- 
logischen Raumes T. Dabei geht man aus von einer Zerlegung von & in 
eine Menge von zueinander punktfremden Teilmengen Z von T. Den Teil- 
mengen £ ordnet man 1-1-deutig die Punkte einer Punktmenge & zu, 
wodurch eine eindeutige Abbildung A von & auf T zustande kommt’). 
Mit Hilfe der Umgebungsbeziehungen in T werden durch eine gewisse 
Umgebungsiibertragung vermége A in { Umgebungen definiert, d. h. wird 
T zu einem Raum (Umgebungsraum) erklirt. Mit der Erzeugung von 
solchen Zerlegungsrdumen & haben sich P. Alexandroff*), C. Kuratowski*) 
und andere Autoren*®) befaBt. Wahrend die Untersuchungen dieser Autoren 
sich auf kompakte Raiume beschranken, werden in den nachfolgenden Unter- 
suchungen im allgemeinen Kompaktheitseigenschaften nicht vorausgesetzt; 
die dabei verwendete Tietzesche Formulierung’) der Hausdorfischen Um- 


1) Topologischer Raum = Umgebungsraum, vgl. F. Hausdorff, Grundziige der 
Mengenlehre (1914), 8. 218. 

*) Siehe Enzykl. Ill Art. AB 18, H. Tietze und L. Vietoris, 8. 156. 

*) Der Bildpunkt des Punktes z von I vermége A ist derjenige Punkt von T, 
welcher vermége obiger 1-1-deutiger Zuordnung der den Punkt z enthaltenden 
Menge E entspricht. 

*) Uber stetige Abbildung kompakter Riume, Math. Annalen 96 (1926), S. 555. 

5) Sur les décompositions semi-continues d’espaces metriques compacts, Fund. 
Math. 11 (1928), 8. 169. Kuratowski definiert den Zerlegungsraum als Limesraum 
(siehe Fréchet, Rend. circ. mat. Palermo 22 (1904)). 

*) R. L. Moore, Proc. Nat. Ac. of Sc. 10 (1924), 8. 856. L. Vietoris, Amsterd. 
Proc. 29 (1926), S. 443. Siehe weitere Literatur in Enzykl. Art. III AB 138, 8. 178. 

”) H. Tietze, Beitrage zur allgemeinen Topologie I, Math. Annalen 88 (1923), 8. 295. 
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gebungsaxiome’) gestattet eine bequeme, sich auch fiir nicht kompakte 
topologische Raume bewahrende Umgebungsiibertragung. 

Der erste Teil behandelt die Frage: Wann liefert eine Zerlegung eines 
topologischen Raumes wieder einen ebensolchen? Nach einer Wbersicht 
iiber die grundlegenden Begriffe (1. bis 3.) werden die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dafiir aufgestellt, daB, wenn die Umgebungs- 
beziehungen des gegebenen Raumes T die Umgebungsaxiome eines topo- 
logischen Raumes erfiillen, dies auch fiir die im Zerlegungsraum T einge- 
fihrten Umgebungsbeziehungen der Fall ist (4. bis 8.). Die eine dieser 
Bedingungen ist damit gleichwertig, da8 die Umgebungen in T die ,,typische 
Umgebungseigenschaft“*) besitzen, d. h. das im folgenden (1.) genannte 
Axiom (C) erfiillen. Eine Zerlegung, welche diese Bedingung erfiillt, 
nenne ich eine allgemein-stetige Zerlegung. Es stellt sich heraus, daB 
der Begriff der allgemein-stetigen Zerlegung die beiden, hauptsichlich 
in der Literatur vorkommenden Begrifie von ,,stetigen“ Zerlegungen als 
Spezialfalle enthalt*). Ist der Zerlegungsraum ein topologischer Raum, so 
nenne ich die ihn erzeugende Zerlegung von T eine topologische Zerlegung. 
Die oben genannten Bedingungen werden auf ihre gegenseitige Abhangig- 
keit hin gepriift. Dabei zeigt sich, da8 im Falle bikompakter topologischer 
Raume der Begriff der topologischen Zerlegung gleichbedeutend ist mit dem 
der stetigen Zerlegung von Alexandroff*) (12. bis 14.). 

Die Untersuchungen des zweiten Teils haben zuniichst das Verhalten 
einer Zerlegung von T in Teilrdumen von T zum Gegenstand. Es wird 
eine Reihe von Siatzen bewiesen, welche nahere Auskunft geben iiber die 
Beschaffenheit einer Zerlegung von I auf Grund ihres Verhaltens in ge- 
wissen, in ihrer Gesamtheit den Raum T iiberdeckenden Teilraumen von T 
(15. bis 17.). Der Wunsch nach Verallgemeinerung dieser Sitze wird uns 
ganz von selbst dazu fiihren, Systeme von Zerlegungen von T zu _ be- 
trachten und die Zusammensetzung eines Systems von Zerlegungen von T 
zu einer einzigen Zerlegung von I zu definieren und zu untersuchen. Die 
Aufstellung von geeigneten Vertrdglichkettsbedingungen, welche die an der 
Zusammensetzung beteiligten Zerlegungen betreffen, sichert fiir alle praktisch 
vgorkommenden Systeme von topologischen Zerlegungen, daB die ,,zusammen- 
gesetzte“ Zerlegung auch topologisch ist (18. und 19.). 

Die als Heftungen bekannten Prozesse, welche bei Herstellung einer 
»im idealen Sinne“ geschlossenen Flache 32° aus einem Fundamentalpolygon 
(oder mehreren Polygonen) durch Rinderzuordnung, analog bei der Her- 
stellung einer 3-dimensionalen Mannigfaltigkeit 92° durch Zuordnung von 


*) Siehe H. Tietze, Uber Analysis Situs, Abh. math. Sem. Hamburg 2 (1923), 8. 38. 
*) Siehe ,stetige Zerlegung“ bei Alexandroff (siehe FuBnote *)), ,décomposition 
continue“ bei Kuratowski (siche FuBnote %). 
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Randpolygonen eines Fundamentalpolyeders (oder mehrerer Polyeder (Zell- 
aufbau!)) auftreten’®), lassen sich in die Lehre von den Zerlegungsriumen 
einordnen. Die bei Systemen von Heftungen gebriuchlichen Vertriglich- 
keitsbedingungen™) werden sich mit den in 18. aufgestellten als vdllig 
gleichwertig erweisen. Wie durch ein Beispiel gezeigt wird, sind die in 
19. gefundenen Ergebnisse auch auf jene allgemeineren Zellaufbauten an- 
wendbar, bei welchen es zugelassen ist, daB ein Punkt unendlich vielen 
Zellen der Mannigfaltigkeit gemeinsam ist (20.). 


I. Teil. 
Topologischer Raum und Zerlegungsraum. 


1. Nach F. Hausdorff*) heiBt eine Menge &T, deren Elemente man 


Punkte nennt, ein topologischer Raum, wenn Festsetzungen folgender Art 
getrofien sind**); 


I. Den Punkten x von T sind gewisse Teilmengen von T zugewiesen, 
»Umgebungen von 2“ genannt und mit U(x) bezeichnet**). 


II. Dabei sind folgende Forderungen (,,Umgebungsaxiome“) erfiillt: 
(A): a) Zu jedem Punkt x von TF gibt es mindestens eine U(z); 
b) jede U(a) enthalt z. 


(B): a) Jede eine U(a) enthaltende Menge & ist selber eine Um- 
gebung von 2; 


b) desgleichen der Durchschnitt U,(2)U,(a2) zweier Umgebungen von z. 


(C): Ist die Menge Ul eine Umgebung von z, so ist es auch die Menge 
aller inneren Punkte von U, d.h. aller jener Punkte y, fiir welche Ul eine 
Umgebung vori y ist. 


(D): Sind 2,, x, zwei verschiedene Punkte, so gibt es Umgebungen 
U(a,), U(2,) ohne gemeinsamen Punkt**). 


1) Siehe FuBnote *), S. 180, 189. 

11) Siehe FuBnote *), S. 52, die dort genannten Bedingungen erster Art; siehe 
FuBnote *), S. 181, 190. 

12) Siehe FuBnote ”), 8. 295 oder FuBnote *). Ich halte mich an die Umgebungs- 
axiome, wie sie H. Tietze eingefiihrt hat, die hinsichtlich der Abgrenzung des Begrifts 
topologischer Raum mit den Hausdorffschen Axiomen villig gleichwertig sind. 

1%) Im Bedarfsfalle ausfiihrlicher: ,Umgebung von x in T“: U(z/T). 

44) Die Umgebungen im Hausdorffschen Sinne (siehe FuBnote *)) bestehen aus 
lauter inneren Punkten. Diese Eigenschaft wird von den durch die oben angefiihrten 
Axiome definierten Umgebungen nicht gefordert (vgl. Axiom (C) bei L. Vietoris, 
Stetige Mengen, Monatsh. f. M. u. Ph. 31 (1921), 8.178); fiir die folgenden Untersuchungen 
bedeutet das eine groBe Bequemlichkeit. 
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Demnach gelten die Definitionen: 

Der Punkt p wird ein Haufungspunkt der in T gelegenen Menge I 
genannt, wenn jede U1(p/Z) unendlich viele Punkte von IM enthilt. Kine 
Menge heiBt abgeschlossen in IZ, wenn sie jeden ihrer Haufungspunkte 
enthalt, offen in &, wenn sie eine Umgebung jedes ihrer Punkte ist. 

Eine Teilmenge U1 von & wird eine Umgebung U(M/T) der Teil- 
menge I2 von T in T genannt, wenn WU eine Umgebung jedes Punktes x 
von WJ ist**). Aus letzterer Definition folgert man leicht: 

(A’) a) mit Hilfe von (A) a) und (B) a), daB es zu jeder Teilmenge M 
von & eine li (M/T) gibt; (A’) b) mit Hilfe von (A) b), daB jede U(M/T) 
die Menge I als Teilmenge enthilt; 

(B’) a) mit Hilfe von (B) a), daB jede Obermenge einer U (M/Z) 
wieder eine Umgebung von % ist; (B’) b) mit Hilfe von (B)b), da8 der 
Durchschnitt zweier Umgebungen von Jt wieder eine solche ist; 

(C’) mit Hilfe von (C), daB die Menge der Innenpunkte einer U1 (Mt/T) 
wieder eine Umgebung von Zt in T ist. 


2. Wir kommen zur Definition des Zerlegungsraumes, der zu einer 
Zerlegung eines topologischen Raumes gehért, und zu der damit verbun- 
denen Fragestellung. 

Die Ausgangsbasis unserer Betrachtungen ist der topologische Raum Tf, 
der also den Axiomen (A) bis (D) geniigt, und in welchen daher auch 
(A’), (B’), (C’) gelten. In & sei nun eine Zerlegung in zueinander punkt- 
fremde Teilmengen vorgenommen. Diese Teilmengen von {& nenne ich 
Elementarmengen**) (abgekiirzt: E.Mn., Einzahl: E.M.) und bezeichne eine 
solche mit Z. Dann ist T= SH, dh. T gleich der Vereinigungsmenge 
aller E.Mn., und der Durchschnitt 2, #,—0, wenn EZ, + E,*”). 

Jeder Punkt von I gehért somit einer und nur einer E.M. an. Nun 
ordne ich jeder E.M. E 1-1-deutig einen Punkt FE einer Punktmenge T 
zu; die obige Zerlegung nenne ich dann die Zerlegung(Z) von T. Ordne 
ich jetzt jedem Punkt z von & denjenigen Punkt Z=E von FT zu, 
welcher vermége obiger 1-1-deutiger Zuordnung derjenigen E.M. EZ ent- 


15) Siehe FuBnote ”), 8. 300. 

**) C. Kuratowski nennt sie tranches“, siehe FuBnote *), 8. 171. 

+”) Z. B. wird die Verheftung der kanonischen Zelle 8 einer geschlossenen Rie- 
mannschen Flache vom Geschlecht p (siehe L. Bieberbach, Funkt.-Theorie 2 (1927), 
8. 189), d. i. der der kanonischen Zerschneidung entsprechend umgekehrte ProzeB, 
auf die Herstellung eines Zerlegungsraumes zuriickgefiihrt, wenn man diejenige Zer- 
legung von § bildet, bei der jeder innere Punkt von 8, jedes Paar entsprechender 
Punkte im Innern entsprechender Seiten von §, und das System der 4 p Eckpunkte 
von § eine E.M. ist. Analog hat man beim Zellaufbau einer n-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit zu verfahren (siehe FuBnote *). 
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spricht, die den Punkt x enthilt, so habe ich eine eindeutige Abbildung 
von © auf fT, die zu (Z) gehorige Abbildung A. Durch die folgende Um- 
gebungsdefinition in & erklire ich die Menge T als Raum: 


Als Umgebung des Punktes EF von & bezeichne ich eine (echte 

(U): oder unechte) Teilmenge von & dann, wenn sie vermége A die 

") Bildmenge einer Umgebung U(Z/&) der dem Punkt FE ent- 
sprechenden E.M. Z in T ist. 


T hei®t dann der zur Zerlegung (TZ) gehdrige Zerlegungsraum**). 

Auf Grund von (U) gilt fiir die zur Zerlegung (&) von & gehérige 
Abbildung A der 

Satz. Die zur Zerlegung (Z) gehdrige Abbildung A ist stetig*). 

In der Tat, sei z ein Punkt von T, B(Z/T)—B eine Umgebung 
von {z},—Z=E in ET. GemiB (UV) gibt es eine Umgebung Ul (Z/T) =U, 
so daB U,—%. U ist nach Definition zugleich eine Umgebung des Punktes x 
von £, und es ist U,C %. A ist also stetig. 


Umgekehrt verursacht jede eindeutige, stetige Abbildung A eines 
Raumes & auf einen Raum &’ eine Zerlegung (£) von T: E.Mn. von (T) 
sind die Mengen {z’},_,, wobei x’ ein Punkt von {’ ist. Jedoch braucht 
in diesem Falle T mit T’ nicht topologisch gleichwertig zu sein *’), 

Wir fragen uns nun: Wann ist der Raum & ein topologischer Raum, 
d. h. wann erfiillen die durch die Umgebungsiibertragung (U) in & einge- 
fiihrten Umgebungsbeziehungen die Umgebungsaxiome eines topologischen 
Raumes? 


3. Fiir die Beantwortung dieser Frage sind die folgenden Begriffe 
von Nutzen: 

Es liege eine Zerlegung ({) von & zugrunde. Dann heiBe eine Menge M 
aus T**) vollstandig (bzgl. (T)), wenn jede E.M., die mit M einen Punkt 
gemein hat, Teilmenge von J ist. Jede Vereinigungsmenge von E.Mn. ist 
sonach vollstindig und umgekehrt. Die kleinste Obermenge einer Menge It 

aus T, die zugleich vollstandig ist, werde die vollstdndige Hiille von M 


18) Diese Umgebungsdefinition fir den Zerlegungsraum T ist mit der Alexandroff- 
schen Definition (siehe FuBnote *), 8, 557) nicht gleichwertig. Ich werde in 14, 
darauf zuriickkommen. 

1°) Die (ein- oder mehrdeutige) Abbildung A des Raumes &% auf den Raum 6 
heiBt stetig, falls es zu jedem Punkt z von & und jeder Umgebung 8 ({z},/8)=8 
eine Umgebung U(z/%) =U gibt, so daB U,& 8. Dabei bedeutet {2}, bzw. U, 
die Menge aller jener Punkte von 8, auf welche z bzw. die Punkte von U vermige 
A abgebildet werden. 

%°) Siehe FuBnote *), S. 556. 

%) ,Menge M aus T“ = ,Teilmenge M von T“. 
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genannt und mit YJ, bezeichnet. Sie existiert; denn nach Definition ist 
die vollstindige Hiille {x}, der nur aus dem Punkt z bestehenden 
Menge {x} aus T, die x enthaltende E.M. Fiir die Menge 1 = & {x} 
ist dann M, = 4. {x},,°*) d.h. M, ist die Vereinigungsmenge aller {z},, 
fiir welche zeW. Es gilt dann W,>M; und M,—M dann und nur 
dann, wenn YQ vollstandig ist. Entsprechend definiere ich als den voll- 
standigen Kern IN, der Menge I aus T die gréBte, zugleich vollstandige 
Teilmenge von Y. Sie existiert ebenfalls; denn sie l4Bt sich durch 
M, = M, — (M,, — M), darstellen, d.h. von der vollstaéndigen Hiille nimmt 
man das weg, was der Vervollstindigung bedurfte. Hier gilt I, ¢ M; und 
M, = M dann und nur dann, wenn Pi vollstandig ist. 
Weiter gelten die Beziehungen 


Mi=(M)=W; Ma.= (MN). = DM; 
Mi, =(M_), = Ms Me, = (M,), = M,**). 


Die Komplementarmenge einer vollstindigen Menge ist auch vollstandig. 
Die Mengenfunktion h ist monoton, d.h. mit MDM ist stets Mi, > N,. 
Wird mit  diejenige Menge aus T bezeichnet, auf welche die Menge IM 
aus & vermége der zu (ZT) gehérigen Abbildung A (siehe 2.) abgebildet 
wird, so gilt 22 — M,. Ohne zu MiBverstindnissen AnlaB zu geben, schreibe 
ich gelegentlich I, wenn ich irgendeine Menge aus & bezeichnen will; es 
ist dann unter J eine der méglichen Mengen aus T zu verstehen, die 
vermége A auf IN abgebildet wird. 

Von den obigen Beziehungen und Formeln, sowie von deren einfachen 
Folgerungen wird im folgenden stillschweigend Gebrauch gemacht. 


Anmerkung. Oben wurde auf Grund einer Zerlegung von T&T in 
punktfremde Teilmengen die vollstaindige Menge definiert. Statt von einer 
Zerlegung von I auszugehen, kénnte man von Anfang an von den voll- 
stindigen Mengen ausgehen, genauer gesagt, von einem in T vollstandigen 
K6rper. Daranter versteht man folgendes: 


**) Ich verwendete das Zeichen > bei der Bildung der Vereinigungsmenge ohne 
zu unterscheiden, ob die Mengen, iiber welche summiert wird, punktfremd sind oder 
nicht. Das von G. Peano eingefiihrte Zeichen « ist zu lesen: ,Punkt(Element) von“. 

*%) Mengenfunktionen, d. h. Operationen, bei welchen der Menge I% aus T als 
»Funktionswert“ eine Menge Mt, aus IT zugeordnet wird, und ihre Zusammensetzungen 
sind besonders von E. W. Chittenden (Amer. Trans. 31 (1929), 8.290) untersucht worden. 
Ich verwende im Anschlu8 an Hausdorff zur Bezeichnung des Funktionswertes die 
Indexschreibweise; sie ist bei Zusammensetzungen iibersichtlicher. Die Bezeichnungen 
,Hiille* bzw. Kern“ fiir kleinste bzw. gré8te Teilmengen gewisser Eigenschaften sind 
jetzt iiblich (,,Hiille* zuerst bei C. Caratheodory, Reelle Funktionen (1918), 8. 57). 
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Ein System f von Teilmengen von T&T heiBe ein in FT vollstandiger 
Korper, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 

1. Die leere Menge gehért dem System an; 

2. die Komplementirmenge (bzgl. T) jeder dem System angehdérigen 
Menge gehért wieder dem System an; 

3. die Vereinigungsmenge beliebig vieler Mengen des Systems gehért 
wieder dem System an**). 


Es 1a8t sich dann folgender Satz beweisen: 


Das System der Mengen eines in fT vollstandigen K6rpers ist mit dem 
System der vollstindigen Mengen einer gewissen Zerlegung von { in punkt- 
fremde Teilmengen identisch. 


Bei dieser Betrachtungsweise ist die vollstandige Menge das Urspriing- 
liche. Die E.M. ist die Hiille eines Punktes z im vollstaindigen Kérper f: 


{z},= site 3), d. h. der Durchschnitt aller Mengen @ des Kérpers, 


welche den Punkt x enthalten. Dieser Durchschnitt ist nach 2. und 3. 
eine Menge des Kérpers. 


4. Wir gehen jetzt daran, zu untersuchen, ob bzw. wann fiir dén 
durch (U) erklarten Raum &T die in 1. aufgestellten Umgebungsaxiome 
erfiillt sind. Die letzteren bezeichne ich, ausgesprochen fiir T, der Deutlich- 
keit halber mit (A);, (B)s, (C); und (D);. Nehmen wir sie der Reihe 
nach her und stellen wir ihre Giiltigkeit’ bzw. die Bedingung hierfiir fest: 

1. (A)z ist erfiillt. 

Beweis. a) Sei E ein Punkt von T, £ die E entsprechende E.M. 
in T. Nach (A’) a) gibt es eine Umgebung U(#£/Z) = U der Teilmenge £ 
von wt Gema8 (U)) ist dann Ul eine Unigebung von E in &. 

) Sei U(£/T) eine Umgebung von E in T. Dann gibt es nach (U) 
ein hy /<) =U, so daB M=U(2#/T); nach (A’) b) ist HC U. Daraus 
folgt a also Fe (E/T). 

(B)z ist erfiillt. 

Sent a) Sei B eine Obermenge von (H/T). GemaB (U) gibt 
es ein U(E/Z)—U mit W— U(#/T). Daher gilt 


¥,=B>u(#/T)=U=U,, also B,>u,>u; 


nach (B’) a) ist dann %,= U,(#/Z)—=—U,. GemaB (U) ist somit 
U, = B= eine Unpiiune von E in f. 





™*) Ein solches System hat auch die sonst (siehe FuB8note *), 8. 15) von einem 
Mengenkérper verlangten Eigenschaften. 
%5) Mit 4 bezeichne ich die Durchschnittsbild 
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b) Seien 11, = = ,(Z/Z) und und fl, = ,(Z/Z) zwei Umgebungen von EF 
in E. Dann ist ,U,—1,,0,,. Nach (B’) a) sind U,, und U,,, nach 
(B’) b) auch der Durchschnitt U,,Ul,,—U, eine Umgebung von £ in Tf. 
GemaS (U) ist 1,—U, U1, eine Umgebung von £ in Tf. 

Jeder Zerlegungsraum eines topologischen Raumes erfiillt also die 
beiden ersten Umgebungsaxiome eines topologischen Raumes. 


5. Ohne Hinzunahme neuer besonderer Bedingungen iiber T und die 
Zerlegung (&) miissen die Axiome (C); und (D); nicht erfiillt sein. Ich 
werde diese beiden Axiome als Forderungen in T formulieren und daraus 
dann notwendige und hinreichende Bedingungen fiir ihr Bestehen herleiten. 
Ich beschaftige mich zunichst mit (C);. Zu diesem Zweck will ich dem 
Axiom (C) eine andere Fassung geben als die in 1. Ist I irgendeine 
Menge aus TI, so bezeichne ich die Menge der inneren Punkte von J% in T 
(siehe 1.) mit M,. (C) sagt dann aus, daB Wt; fiir jeden ihrer Punkte 
eine Umgebung ist, oder anders gesagt, daB I, in I offen ist. Daher ist 
die Forderung (C) gleichbedeutend mit der Forderung, da8 fiir jede Menge IN 
aus { gilt: 

M;; = (M,), = M 
Man kann, wenn (C) erfiillt ist, DM; den offenen Kern von M in FT 
nennen**), 

Ist MM irgendeine Menge aus T, so bezeichne ich die Menge der 
inneren Punkte von I in T, dh. die Menge aller jener Punkte von M, 
fiir welche gemaiB (U) die Menge I eine Umgebung in & ist, mit (M),. 
Analog ist dann die Forderung (C); gleichwertig mit: 

Fiir jede Menge M aus T ist (W),, — ((M),), = (M),. Nun bestimme 
ich die Menge (M),, wenn M gegeben ist. Ist M eine Umgebung von FE 
in T, dann gibt es gemaB (U) eine Umgebung U(Z/T)=—U mit 
RN, = RN — T= t,, und daher M,—U,>U. Nach (B’)a) ist M, eine 
Ungubung von £ in fT. In £F entspricht also der Menge (M), von = die 
Vereinigungsmenge %& aller jener E. = E, fiir welche M, eine Umgebung 
in & ist. Offenbar ist WC(M,), = M,,. Da (M,;),— = Tye, die groBte 
in M,, enthaltene, vollstindige Menge it, be hat man M,,,— W und daher 

(J): (M), = Dy ine 
Gleichbedeutend mit (C); ist daher die Forderung: 

Fiir jede Menge It aus F ist (M,,,)ain = Deyiy Oder Misa sn = My ir- 
Mit der letzten Forderung ist wiederum, wie wir sogleich sehen werden, 
die folgende Bedingung gleichwertig: 

(8,): Fir jede Menge IQ aus TX ist M,,, offen in T. 


*) Siche F. Hausdorff, Mengenlehre (1927), S. 110. 
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Beweis. 1. Es sei jedes Mt, ;, offen; dann ist 
Mrins= Maser als0 My sree = Main: 


2. Es bestehe fiir jedes 92 die letzte Gleichung; angenommen, es gibe 
eine Menge m* aus T, fiir welche Mj;, nicht offen ist. Dann wire 
Mrieia < Miser Mkiy im Widerspruch mit der Voraussetzung; die Annahme 
war also falsch. 

Nachtriglich will ich noch die urspriingliche Formulierung von (C)=, 
die wir ja auch als Ausgangspunkt der obigen Betrachtungen hatten wahlen 
kénnen, als Aussage in { anfiihren. Sie lautet vermdge (J): 


Ist U eine Umgebung der E.M. Z in J, dann ist auch U,;, eine 
solche. 


Wichtig ist fiir uns noch eine gleichwertige Umschreibung von (§,), 
die man erhalt, wenn man zu den ,komplementiren“ Operationen iiber- 
geht. Als Erklarung mégen die zwei folgenden Hilfssiitze dienen: 

Hilfssatz (a). Ist T = M-+ M eine Zerlegung von T in zwei punkt- 
fremde Mengen, so ist auch T = Mi, + MN, eine solche. 

Beweis. Sei 2 ein Punkt von T. Dann gehért er entweder Yt, an 
oder nicht. Im ersten Falle ist die E.M. {x}, als Teilmenge von N, zu M 
und daher auch zu Yt, punktfremd: I, enthalt den Punkt 2 nicht. Im 
anderen Falle ist {x}, nicht mit allen ihren Punkten in 9 enthalten, hat 


also auch Punkte mit I gemein und ist somit ganz in i, enthalten: z ist 
Punkt von M,. 


Wegen Satz (a) heiBe ich die Operationen (oder Mengenfunktionen ) 
h und & zueinander komplementdr **). 

Dem zweiten Hilfssatz schicke ich eine Bezeichnung voraus: Ist 9 
irgendeine Menge aus T, so bedeute M, die abgeschlossene Hiille von 
in T, d. i. die Vereinigungsmenge von § und der Menge der Haufungs- 
punkte von ® in T**). 





*?) F. Hausdorff spricht von ,dual*, siehe FuBnote *), 8. 8, 228. 

**) Nenne ich mit Hausdorff, FuBnote *), 8S. 219, einen Punkt x von & einen 
Beriihrpunkt der Menge ® aus T, wenn fiir jede U1 (x/T) der Durchschnitt NU (xz/T) + 0 
ist, so folgt, daB in einem topologischen Raum & die Menge N, mit der Gesamtheit 
der Beriihrpunkte von ® identisch ist. Das letztere gilt bereits in einem Raum, der 
die Axiome (A), (B), (C) und statt (D) das schwachere Axiom (D,) (siehe (D’) bei 
Vietoris, FuBnote *), S. 174) befriedigt: 


(D,): { Zu zwei verschiedenen Punkten z und y von T 
ial \ gibt es eine U(x), ‘welche y nicht enthilt. 


(D,) ist damit gleichwertig, daB die Komplementarmenge (beziiglich T) jeder ein- 
punktigen Menge in T offen ist. 
Mathematische Annalen. 106. 17 
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Hilfssatz (b). Ist T — M+ M eine Zerlegung von T in zwei punkt- 

fremde Mengen, so ist auch 
T=M, +N, 
eine solche. 

Der Beweis folgt aus den Axiomen (A) bis (D)**). Die Operationen i 
und a sind zueinander komplementiar. 

Aus den Siatzen (a) und (b) folgt, daB die Operationsfolge h, i,k 
komplementar ist zur Operationsfoige k,a,h, d.h. es gilt: 

Ist T= M+ MN eine Zerlegung von T in zwei punktfremde Mengen, 
so ist auch T = M,,, + N,,, eine solche. 

Besteht (S,), dann ist M,,, in T offen, M,,, als Komplementar- 
menge einer offenen Menge aus T in TF abgeschlossen. Das Umgekehrte 
gilt auch. Daher haben wir fiir (S,) die gleichwertige Bedingung: 

(S,): Fiir jede Menge ® aus FT ist M,,, in XT abgeschlossen. 

Bedenkt man noch, daB jede Menge Xt, jede Menge I, sein kann, 
so laBt sich unser Ergebnis folgendermaBen zusammenfassen: 

Jede dér folgenden (fiinf) Forderungen ist notwendig und hinreichend 
fiir das Bestehen von (C);: 

(S,): Fiir jede Menge MN aus FT ist M,;, (oder Mt,;,) offen in T. 

(S,): Fiir jede Menge M aus T ist M,,, (oder Mt, ,,,) abgeschlossen in T. 

(S,): Ist U eine Umgebung der E.M. Z in &, dann ist auch 
eine solche. 

Diese fiinf Bedingungen zusammen, wovon jede eine Folge der anderen 
ist, nenne ich kurz die Bedingung (S). Ich werde eine Zerlegung (T) von T, 
welche die Bedingung (8S) erfiillt, eine allgemein-steiige Zerlegung nennen. 

Aus den letzten Betrachtungen geht hervor, da8 durch (U) in T die 
Mengen %,,, (oder W,,,) als die offenen Mengen erklirt werden; dabei 
bedeutet Wt irgendeine Menge aus Tf. 


hik 





6. Wir wenden uns jetzt der Untersuchung des Trennbarkeitsaxioms (D); 
zu. Gema8 (U) lautet (D); als Aussage in T: 

Sind £,, EH, zwei verschiedene E.Mn, so gibt es Umgebungen 
u(#,/T)=—U,, U(#,/T)—U,, so daB U,,U,, =O ist. Diese Existenz- 
forderung kann durch eine direkte Bedingung ersetzt werden. Ist 
=, AME Drax der Durchschnitt der Mengen U(Z/T),,,, gebildet 


fiir alle (H/T) der E.M: Z£, so gilt: 


%) Siehe FuGnote *), 8. 228. Hilfssatz (b) gilt bereits in einem Raum, der die 
Axiome (A), (B), (C) und (D,) (siehe FuB8note *) erfillt. Aus Hilfssatz (b) folgt 
z. B., daB die Komplementirmenge (beziiglich £) jeder offenen Menge aus I in TF 
abgeschlossen ist und umgekehrt. 
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Notwendig und hinreichend fiir das Bestehen von (D); ist das Erfiillt- 
sein der 


Bedingung (T): Fir jede E.M. 2 von (&) ist: Dg = ZL. 


Beweis. 1. Es sei (D); erfiillt. Seien Z und Z" zwei verschiedene E. Mn. 
Dann gibt es Umgebungen 1(£/T)=U, U(#’/T)—U' mit U, Uj —O0. 
Es sei © die Komplementérmenge zu U, in T, also T=—U,+C und 
U,€=0. Dann ist U;CC, also Z’CUA;CC; und nach Hilfssatz (b): 
T=U,,+6,, wobei U,,€;—0. Daher ist Z’ m U,,, also auch zu U,,, 
punktfremd. Zu jedem EZ’ + £ laBt sich sonach ein 11(Z/T) = Ui angeben, 
so daB U,,,2’=0. Da U,,,2UDE, so enthilt Dy die E.M. #, und 
wegen U,,, 2’ =0 keine weitere: Dg = EZ. 


2. Es sei Dg = H. Angenommen, (D); wire nicht erfiillt. Dann gibe 
es zwei E.Mn. E + EB’, so daB, wenn U(#/T) =U eine Umgebung von EZ 
in & ist, fiir jede U(#’/T) = UW’ von £’ in F, der Durchschnitt Ul, Uy +0, 
also auch U,U'+ 0. Das letztere besagt, da8 mindestens ein Punkt von EZ’ 
Beriihrpunkt **) von U, ist; wiirde namlich kein Punkt von £’ Berihr- 
punkt von Ul, sein, so lieBe sich zu jedem Punkt 2’ von Z’ eine Um- 
gebung &(2'/T) bestimmen, fiir welche U1, B(x’'/T)—0. Die Umgebung 
B(£'/T)=B=_ 2 B(zx'/T) von E’ in & hatte die Eigenschaft, dab 
Ul, 8 = 0, entgegen unserer Annahme. Also gibt es einen Punkt p’ von E£’, 
der Beriihrpunkt von U, ist; p’ ist in U,,, die E.M. {p’}, =’ in U,,, 
enthalten. Da WU jede beliebige Umgebung von £ in fF sein kann, enthilt 
jede U,,, die E.M. 2’. Es wire also Dg>H+ E’>E entgegen der 


Voraussetzung. Die Annahme, (D); ware nicht erfiillt, ist falsch. Damit 
ist aber alles bewiesen. 


7. Es ist klar, daB das Axiom (D); oder, was dasselbe ist, die Be- 
dingung (T) sicher nicht erfiillt sein kann, wenn es zu zwei verschiedenen 
E.Mn. keine punktfremden Umgebungen in f gibt. Um kurz auszudriicken, 
daB diese Vorbedingung fiir (T), namlich, daB es zu zwei verschiedenen E. Mn. 
der Zerlegung (&) punktfremde Umgebungen in & gibt, erfiillt ist, werde 
ich sagen: Die Zerlegung () von & ist trennbar. 

Zufolge dieser Definition gilt der 

Satz. Die E.Mn. einer trennbaren Zerlegung (E) von EX sind in T 
abgeschlossen. 

Beweis. Angenommen, EZ’ ist eine nicht abgeschlossene E.M. der Zer- 
legung (T). Dann gibt es einen Punkt p von T, der H,, aber nicht Z’ 
angehért. Da jede U({p},/Z) zugleich eine Umgebung von 7p ist, so ist 
nach Definition des Beriihrpunktes p von Z’ der Durchschnitt Ul ({p},/T) L’ +0. 
Fiir jede U(2’/Z) ist aber U(2’/E)>#’, daher ist fiir jedes Paar von 

17* 
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Umgebungen U({p},/Z) =U, U(#’/T) =U’ der Durchschnitt UU’ + 0. 
(Z) ist nicht trennbar. Daraus folgert man sofort die Behauptung. 

Jedoch ist die Abgeschlossenheit der E.Mn. einer Zerlegung nicht hin- 
reichend fiir deren Trennbarkeit. Vielmehr gibt es topologische Raume, 
bei welchen gewisse Paare von punktfremden, abgeschlossenen Teilmengen 
keine punktfremden Umgebungen besitzen*°), und in welchen man dann 
Zerlegungen in abgeschlossene Teilmengen konstruieren kann, wo ein solches 
Paar von punktfremden, abgeschlossenen Mengen unter den E.Mn. auftritt. 
Eine solche Zerlegung ist dann nicht trennbar. 


Immerhin ist es von Interesse festzustellen, was die Abgeschlossenheit 
der E.Mn. der Zerlegung ({) von TF fiir die Struktur des Raumes T be- 
deutet. Die Antwort hierfiir gibt der 


Satz 1. Der durch (U) definierte Raum & erfiillt dann und nur 
dann die Axiome (A), (B), (C) und (D,), wenn 

1. die zugehdrige Zerlegung (X) von X allgemein-stetig, und 

2. jede E.M. von (EZ) in & abgeschlossen ist*"). 

Beweis. Nach 4. sind die Axiome (A); und (B)= von selbst erfiillt, 
nach 5. ist die Allgemein-Stetigkeit von (=) mit dem Axiom (C)z= gleich- 
wertig. Ist die 2. Bedingung von Satz 1 erfiillt, dann ist jede Meuge Z 
in & abgeschlossen, daher I — E offen, und (T — £),;,,—I—E=TI—E 
eine fiir jeden Punkt Z von & in F offene Menge (siehe 5.). Daher er- 
fillt F das Axiom (Do)z (siehe FuBnote **)). Erfiillt umgekehrt T das 
Axiom (D,)=, so ist fiir jedes E die Menge T — E=I—E in TF offen, 
nach (U) also**) die Menge T — £ in TF offen, und daher Z in FT ab- 
geschlossen, fiir jede E.M. HZ. Satz 1 ist damit bewiesen. 

Andererseits ist z. B. jede endliche Zerlegung eines topologischen 
Raumes, d. h. eine solche, bei der jede E.M. aus nur endlich vielen 
Punkten besteht, eine trennbare Zerlegung. Wegen (D) und (B) lassen 
sich namlich in einem solchen Falle zu zwei punktfremden E.Mn. (das 


sind hier punktfremde, endliche Punktmengen) punktfremde Umgebungen 
konstruieren. 


®) Siehe das Beispiel von H. Tietze, FuBnote "), 8. 302. 

%*) Da Satz 1 auch dann gilt, wenn darin T nicht, wie es in dieser Arbeit stets 
stillschweigend vorausgesetzt wird, einen topologischen Raum bedeutet, sondern einen 
Raum, der die Axiome (A), (B), (C), (D,) erfiillt (siehe FuBnote *), so kénnte 
man dem Satz 1 nach dieser Richtung hin eine scharfere Fassung geben, in der ihm 
erst eine gewisse Vollstindigkeit zukommt. 

*) Ist [—E# far E’ mit B’ eT — EF eine Umgebung in T, so gibt es nach (U) 
eine U(E’/T) =U’ mit T—F=i1’. Dann ist T—H=Uf>u’. Nach (B’) a) ist T—E 
Umgebung jeder E.M. EZ’ in T mit E’<cT—E, also in T offen. 
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Trennbar ist eine Zerlegung (T) von T auch dann, wenn ihre E.Mn. 
in & abgeschlossene Mengen sind und auBerdem TF ein sogenannter normaler 
topologischer Raum ist. Normal hei®t dabei ein Raum, wenn er das Trenn- 
barkeitsaxiom (D,) erfiillt **). Dieses lautet: 


(D,): { 


8. Nach den Ergebnissen von 4., 5., 6. ist das gleichzeitige Bestehen 
von (8S) und (T) notwendig und hinreichend dafiir, daB der durch (U) 
definierte Zerlegungsraum ein topologischer Raum ist. Ich nenne deshalb 
eine Zerlegung (T) von &, fiir welche die Bedingungen (S) und (T) gleich- 
zeitig erfiillt sind, eine topologische Zerlegung. Ist (&) topologisch, so be- 


friedigt { das Axiom (D);, also erst recht das Axiom (D,);. Daher sind 


nach Satz 1 die E.Mn. einer topologischen Zerlegung () von & in T 
abgeschlossen **). Dies ergibt sich auch daraus, daB nach (T) Z = Dg als 
Durchschnitt der wegen (S,) abgeschlossenen Mengen U(H#/T),,,, wieder 
abgeschlossen ist. 


Die Allgemein-Stetigkeit einer Zerlegung (X) von T besteht nach (8, ) 
darin, daB die Anwendung der Operationsfolge h, i, k auf irgendeine 
Menge IN aus T eine in TF offene, vollstindige Menge liefert. Als Spezial- 
fille der Allgemein-Stetigkeit lassen sich diejenigen Fille bezeichnen, bei 
welchen bereits die Anwendung einer Teilfolge dieser Operationen auf ein It 
aus T stets eine offene, vollstindige Menge ergibt. Als solche Teilfolgen 
kommen nur h, ¢ und #, & in Frage. Demnach kann ich als speziell-stetig 
die folgenden Zerlegungstypen definieren: 

1. Eine Zerlegung (X) von & heiBe g-stetig™), wenn fiir jede 
Menge I aus T die Menge Mi, ; vollstandig ist. 

2. Eine Zerlegung (&) von T heiBe (schlechthin) stetig**), wenn fiir 
jede Menge I aus T die Menge M,, in TX offen ist. 


Zu irgend zwei punktfremden, abgeschlossenen Teilmengen von T 
gibt es stets punktfremde Umgebungen. 


8%) Das Axiom (D,) findet sich zuerst bei H. Tietze, FuBnote *), 8.301. Der Name 
,normal“ stammt von Alexandroff und Urysohn, Math. Annalen 92 (1924), 8. 263. 

%*) Eine Umgebungsdefinition in der Menge T, die sicher T zu einem topo- 
logischen Raume macht, sofern die E.Mn. in & abgeschlossen sind, wiirde man er- 
halten, wenn man die Menge & als Teilraum (siehe FuGnote ™)) desjenigen topo- 
logischen Raumes T* betrachtet, dessen Elemente (Punkte) die abgeschlossenen Teil- 
mengen von & sind (siehe L. Vietoris, Bereiche 2. Ordnung, Monatsh. f. Math. u. Ph. 
82 (1922), S. 258). Jedoch wire der so definierte Raum TF im allgemeinen von 
trivialem Charakter. 

%) Diese Bezeichnung, weil die G-Stetigkeit eine typische Eigenschaft der durch 
eine Gruppe von topologischen Selbstabbildungen von & verursachten Zerlegung ist 
(siehe 10.). 

%) In sachlicher Ubereinstimmung mit Alexandroff (siehe 14.). 
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9. Beschaftigen wir uns zunichst mit den g-stetigen Zerlegungen. Fiir 
sie gilt der 

Satz 2. Jeder der folgenden sechs Forderungen ist notwendig und 
hinreichend dafiir, dap die Zerlegung (X) von T g-stetig ist. Fiir jede 
Menge MQ aus FT ist 


1. M,, vollstandig, 2. M,,; vollstandig, 
3. M,, vollstandig, 4. M,, vollstandig, 
5. M,, in TX offen, 6. M,, in X abgeschlossen. 


Beweis. Die erste Forderung ist Definition. Aus den Hilfssaitzen (a) 
und (b) und daraus, daB jedes Wt, jedes N, sein kann, folgt die Gleich- 
wertigkeit der 2., 3., 4. mit der 1., und der 6. mit der 5. Forderung. Es 
bleibt also nur noch zu zeigen, daB die 1. Forderung mit der 5. gleich- 
wertig ist. 

1. Sei fiir jede Menge 9% aus IT cie Menge Wi,,; volistandig. Ist 
dann § irgendeine Menge aus T, EZ eine E.M. der vollstandigen Menge %,,, 
se gibt es einen Punkt z von H, der %;, und wegen N;CMN;,,; auch der 
nach Voraussetzung vollstandigen Menge X;,; angehért. Somit ist Z = {x}, 
in der Menge ®,,; enthalten, also ist N,,,>;,. Da aber stets (M;,), OC N;,> 
so ist (M;,); = N,,, dh. N,, in TX offen. 

2. Sei fiir jede Menge I aus XT die Menge M;,, offen in T. Ist 
dann §® irgendeine Menge aus T, z ein Punkt von %,;. so enthalt MN, ,, 
die E.M. {x}, — Z, und ist nach Voraussetzung in T offen. Da N, > M,,;,, 
so ist nach (B’)a) die Menge %,, nach (C’) auch ®,, eine Umgebung 
von £ in T. Nach (A’)b) ist dann EC%,,, dh. N,; ist vollstandig. 
Satz 2 ist bewiesen. 

Aus der 5. Forderung von Satz 2 ergibt sich der 


Satz 2a. Die Zerlegung (X) von X ist dann und nur dann g-stetig, 
wenn fiir jeden Punkt x von X und jede U(x/T) =U die Menge Ul, eine 
Umgebung von {x}, in & sat. 


Beweis. 1. Ist (X) g-stetig und U eine Umgebung von z in T, dann 
ist UDU,, also U,DU;,. Nach (C) und (A) enthalt Ul, den Punkt z, da- 
her U,, die E.M. {xz},. Da nach Satz 2 (5.) U,, in & offen ist, so ist U,,, 
und nach (B’) a) U, eine Umgebung von {zx}, in Tf. 

2. Ist fiir U(x/T) =U die Menge U, eine Umgebung von {zx}, in T, 
so ist fiir irgendeine Menge 3% aus I die Menge M,, Umgebung fiir 
jedes {x}, mit re M,, dh. Umgebung jedes Punktes von {x},, also jedes 
Punktes von IM,, selbst. WM;,, ist offen, (£) dann nach Satz 2 (5.) 
g-stetig. 
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Fiir das Spitere bendtige ich des dfteren den Begriff des oberen ab- 
geschlossenen Limes eines Systems von Méngen aus £. Ich betrachte ein 
System {M!,}..s von Mengen IM, aus T, wobei die Menge der auftretenden 
Indizes o (iiber deren Miachtigkeit nichts. weiter vorausgesetzt wird) mit 3 
bezeichnet werde*’), Ich verstehe nun unter dem oberen abgeschlossenen 
Limes AI, des Systems {M.}oes in T die Menge aller jener Punkte y 
von {, fiir welche es zu jeder U(y/Z) unendlich viele verschiedene o 
mit o’¢8 gibt, so daB der Durchschnitt U(y/T)M, +0 ist *). 

Nun beweise ich den 

Hilfssatz (c). Fiir das System {M,},., von Mengen WM, aus TF gilt 

(=, M,)a — x (Me + AM,. 


Ist insbesondere I, — M fiir alle oe% und 8 eine unendliche Menge, dann 
gilt M, = A M,. 

Beweis. 1. Sei 6 = 2M, und z ein Punkt von ©,, aber kein Punkt 
einer Menge (¥t,),. Angenommen, z ist kein Punkt von A, M,. Dann 
gibt es eine Umgebung U(2/T)—=— UU", so daB fiir alle o mit Ausnahme 
der endlich vielen o,,0,,...,0, der Durchschnitt U"I,—0. Nun laBt 
sich, da x kein Punkt von (M,,), ist (y»=1,2,...,m), eine Umgebung 
U,(z/Z) =U, angeben, fiir welche U,M,,—0. Fiir die Umgebung 
B=" 4 U, des Punktes x in T (nach (B)) ist dann BM,—O fiir alle 
oe8, also auch VBG=—0, dh. x ist kein Punkt von ©,, im Widerspruch 
mit Voraussetzung. Obige Annahme ist falsch, und es gilt: ce AM,, also 
S.C 2 (M,).+ AM,. Nun gilt aber auch: (2 M,),2 > (M,), und 
(2 M,),2 AM,, also 6,2 2 (M,), + AM. Aus beiden Ungleichungen 
fiir ©. folgt die erste Behauptung. 

. Sei M,— Mi fiir alle o aus 3 und 8 eine unendliche Menge. Ist 


Po: x ein Punkt von I,, dann ist UM — UM, + O fiir alle U—U(2z/T) 
und fiir jedes, also fiir “unendlich viele o aus 8. Daher ist I oS AM. 


Aus der bereits oben verwendeten Ungleichung (= M,).2 AM, folgt in 
unserem Falle: I, > AM. Aus beiden Ungleichungen fiir Wt, folgt die 
zweite Behauptung von Satz (c). 


87) Diese Bezeichnung werde ich auch spiterhin fiir Systeme von Mengen*(oder 
anderen Dingen) beniitzen. 

5%) Ist 3 abzihlbar, dann stimmt on Begriff dem Namen und der Sache nach 
mit dem Hausdorffschen iiberein (siehe FuBnote *), 8. 236). H. Hahn (Theorie der 
reellen Funkt. (1921), 8. 74) sagt ,,obere Naherungsgrenze“. Fiir unabzihlbares 3 
vgl. L. Zoretti, Journ. d. Math. (6) 1 (1905), 8. 8. 
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Fiir g-stetige Zerlegungen gilt nun der 

Satz 2b. Die Zerlegung (X) von I ist dann und nur dann g-stetig, 
wenn fiir jedes System {E,}o., von E.Mn. E, der Zerlegung (ZX) die 
Menge A. E,, vollstandig ist. 

Beweis. 1. Es sei fiir jedes System {Z,},,; von E.Mn. 2, der Zer- 
legung (X) die Menge A E, vollstindig. Ich zeige vorerst, da® fiir jede 
E.M. E von (Z) die Menge E£, vollstindig ist. Zu diesem Zweck setze 
ich E,—=E, wobei o die Menge 3’= {1, 2, 3,...} durchlauft. Nach Hilfs- 
satz (c) (2. Aussage) ist dann Z,= A £,, also £, nach Voraussetzung voll- 


stindig. Ist nun WY irgendeine Menge aus T, so kann ich Mt, auffassen 
als die Vereinigungsmenge des Systems {Z,},.s aller H,, die in MM, ent- 
halten sind: I, = = E,. Dann ist nach Hilfssatz (c) (1. Aussage): 


Myo Be (=, E,),.= 4, (E,). + AY. F 


Es ist (Z,),, wie oben gezeigt wurde, fiir jedes o aus 8, daher auch 
= (E,)4 vollstandig. Wt, ist als Vereinigungsmenge zweier nach Voraus- 


setzung vollstandiger Mengen vollstindig; nach Satz 2 (4.) ist (TX) g-stetig. 
2. Sei (EX) g-stetig, {£,}..s irgendein System von E.Mn. £, der Zer- 


legung (). Ist 2 kein Punkt von AZ dann gibt es eine Umgebung 


U(2/Z)—U, mit der nur endlich viele Z, Punkte gemein haben. Dann 
hat auch die Menge Ul, mit nur endlich vielen Z, (namlich mit denselben 
wie U1) Punkte yemein. Wegen der G-Stetigkeit von (&) ist nach Satz 2a 
die Menge Ul, eine Umgebung jedes Punktes von {z},. Daher ist kein 
Punkt von {x}, in AZ, enthalten. Also ist die Komplementiirmenge von 


A E, und daher auch A E£, selbst vollstindig. Damit ist Satz 2b bewiesen. 


Um einen weiteren Satz iiber g-stetige Zerlegungen aussprechen zu 
kénnen, mu8 ich eine Definition vorausschicken: 

Ein Raum Tf heiBt reguldr, wenn er das Trennbarkeitsaxiom (D,) er- 
fillt. Dabei lautet 


(D,): j Ist UM eine abgeschlossene Menge aus T, x ein zu YM fremder Punkt 
*”" \von &, so gibt es punktfremde Umgebungen U(%), U(zx).**) 


In einem Raum Tf, in welchem die Axiome (A), (B), (C), (D,) be- 
stehen, ist das Axiom (D,) gleichwertig mit der folgenden Forderung: 

Zu jeder Umgebung U (x/T) = U gibt es eine Umgebung B(2/T)=¥B 
mit Bo. Cu. 


*) Als Axiom steht (D,) im wesentlichen zuerst bei L. Vietoris, siehe FuBnote **); 
die Bezeichnung regular“ ist von Alexandroff und Urysohn, siehe FuBnote **). 
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In der Tat: Gelten die Axiome (A), (B), (C) und (D,) und ist 
U(2/Z) =U irgendeine Umgebung von z in T, dann ist T—U;— A eine 
abgeschlossene, den Punkt xz nicht enthaltende Menge aus T. Es gibt 
punktfremde Umgebungen &(2/T)=B% und U(U/T)=—W. Dann folgt 
mit Hilfssatz (b): B,W,—=0, also auch BW = 0, daher BCU;CU. Die 
Umgebung &% von 2 geniigt obiger Forderung. 

Sind andererseits die Axiome (A), (B), (C),(D,) und die obige Forde- 
rung erfiillt, dann ist, wenn x ein zur abgeschlossenen Menge 9% fremder 
Punkt ist, l= T— W eine offene, x enthaltende Menge, also eine Um- 
gebung von x in T. Es gibt dann eine Umgebung %(2/T)=—% mit 
B.cu. Dann ist T—B,—®W eine offene, MW enthaltende Menge, eine 
Umgebung von & in T, und es ist: WB, = 0, also auch WY = 0; (D,) 
besteht. Der angekiindigte Satz lautet nun: 

Satz 2c. Der Zerlegungsraum & einer g-stetigen Zerlegung (X) eines 
topologischen Raumes & ist dann und nur dann ein reguldrer, topologi- 
scher Raum, wenn 1. jede._E.M. von (Z) in E abgeschlossen ist; 2. es 
zu jedem Punkt x von ZT und jeder Umgebung U(2/T)=—U eine Um- 
gebung B(x/X) = VCU gibt, so dag B, in I abgeschlossen ist. 

Beweis. 1. Die beiden Bedingungen sind hinreichend. Zufolge der 
G-Stetigkeit von (T) und wegen 1. erfiillt nach Satz 1 der Raum T die 
Axiome (A), (B), (C), (D,). Um in & das Bestehen von (D,) nachzu- 
weisen, ist daher nur zu zeigen, daB es zu jeder Umgebung 11(£/T) eine 
in U(£/T) enthaltene, in T abgeschlossene Umgebung B(H/T) gibt. 
Sei gemaB (U) U(Z/T)—=—U mit U=U(E/T). Wegen 2. gibt es zum 
Punkt x von £ und zur Umgebung Ul von z in £ (Ul ist nach Definition 
Umgebung von x) eine Umgebung @CU, so dab &, eine abgeschlossene 
Menge aus T ist. B,=% ist eine in T abgeschlossene Menge. Wegen 


der G-Stetigkeit von ({) ist nach Satz 2a ¥B, eine Umgebung von £ in 
ZT, nach (U) B eine Umgebung von EZ in T. AuBerdem ist BCU; 
BY =B(E/T) hat die verlangten Eigenschaften. 


2. Die beiden Bedingungen sind auch notwendig. Sei & ein regularer, 
topologischer Raum. Da die E.Mn. einer topologischen Zerlegung abge- 
schlossene Mengen sind, so ist 1. erfiillt. Sei U(2/T)—U irgendeine Um- 
gebung des Punktes z in T. U, ist nach Satz 2a eine Umgebung von 
{x},=. Wegen der Regularitaét von FT gibt es zur Umgebung u,=u 
von E in & eine in & abgeschlossene Umgebung %(Z/T)CU. Gemab 
(U) sei @ (#Z/T) = BW mit W = W(L/T). Dann ist W, eine abgeschlossene, 
volistandige Umgebung von Z in fT, und es ist W,Cu,. Setzt man 
B= BW, U, dann ist SCU und B, = B,. Die Bedingung 2. wird durch 
B erfiillt. Satz 2c ist damit bewiesen. 
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10. Die g-stetigen Zerlegungen spielen bei Gruppen von topologischen 
Selbstabbildungen*®) und bei der Faktorenzerlegung eines Raumes T eine 
bedeutende Rolle. 

Sehen wir uns das erstere kurz an. Sei G eine Gruppe von 1-1-deutigen 
Abbildungen I" eines topologischen Raumes Tf auf sich“). Die Gruppe © 
erzeugt eine Zerlegung (T) von T, wenn man festsetzt, daB eine Menge M 
aus T dann vollstandig heiBen soll, wenn sie gegeniiber G invariant, d. h. 
durch jede Abbildung I" von & auf sich selbst abgebildet wird. Das System 
aller bzgl. © invarianter Teilmengen von T stellt einen in T vollstandigen 
Kérper dar (siehe 3.). In der Tat: 

1. Die leere Menge ist invariant; 

2. wird eine Teilmenge von T durch jedes I’ auf sich abgebildet, so 


wird wegen der Eineindeutigkeit der T auch die Komplementarmenge durch 
jedes I” auf sich abgebildet; 


3. die Vereinigungsmenge beliebig vieler invarianter Mengen ist wieder 
invariant. 

Bezeichne ich die Bildmenge einer Menge Yt aus T vermége der Ab- 
bildung IT aus © mit Mtr, dann gelten, wie man ohne weiteres einsieht, 
die Formeln: 


(G): Mr = = Mr, Me = 4 Mr. 


Es sei noch bemerkt, daB sich jede Zerlegung von T in punktfremde Teil- 
mengen erzeugen la8t durch eine Gruppe von 1-1-deutigen Selbstab- 
bildungen von f& **). 


Mit Hilfe von (G) folgt sofort der 


Satz 2d. Die durch eine Gruppe & von topologischen Selbst- 
abbildungen I’ von & erzeugte Zerlegung ist g-stetig. 

Beweis. Sei § irgendeine Menge aus T. Dann ist, da die I" topo- 
logische Abbildungen sind, nach (G): 


N,, = 2, (Ror= (Rr): 


“) Eine Abbildung hei®t nach L. E. J. Brouwer topologisch, wenn sie 1. um- 
kehrbar eindeutig (1-1-deutig) und 2. umkehrbar stetig ist. 

“\) @ hei8t eine Gruppe, wenn sie 1. zu je zwei ihrer Abbildungen I, I’ auch 
die zusammengesetzte J’, 2. zu jeder ihrer Abbildungen I auch die zu I" inverse 
Abbildung I’~* enthilt. 

“) Um zu einer beliebig vorgegebenen Zerlegung (XI) von T in punktfremde 
Teilmengen eine solche Gruppe zu konstruieren, verfahre man z. B. folgendermaBen: 

Zu jedem Punktepaar z,y aus einer und derselben E.M. E von (T) bilde man 
diejenige 1-1-deutige Selbstabbildung I°,,,, welche die beiden Punkte miteinander 
vertauscht, im iibrigen jeden Punkt von I —({z} + {y}) identisch abbildet. Durch 
endliche Zusammensetzung dieser [’,,, erhilt man eine Menge von 1-1-deutigen 
Selbstabbildungen J’, die eine Gruppe der gesuchten Art darstellt. 
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N,, ist als Vereinigungsmenge von in [T offenen Mengen in T&F offen. Aus 
Satz 2 (5.) folgt die Behauptung von Sata 2d. 

Ich komme auf das zweitgenannte Vorkommen der g-stetigen Zer- 
legungen zu sprechen. Der Produktraum‘**) T = € =< % zweier topologi- 
scher Raume € und % ist folgendermaBen definiert: 

Punkte von & sind die geordneten Paare x =(e,f), wobei ee € und 
fe%. Ist ECE, FCF, dann verstehe ich unter der Produktmenge ©’ =< F’ 
die Menge aller jener Punkte x’=(e’,f’) mit e’eG€’ und f’e%’. Um- 
gebung Ul (2z/T) des Punktes x= (e,f) in T nenne ich dann jede Menge 
aus &, welche eine Menge U(e/€) =< U(f/) als Teilmenge enthilt. Es 
laBt sich zeigen, dab T — E€ =< F ein topologischer Raum ist. 

Die punktfremden Teilmengen ¥ = {e} =< % von I mit ee€ sind die 
E.Mn. einer Zerlegung (T*) von &. Entsprechend bestimmen die punkt- 
fremden Mengen F = € x {f} von T mit feF eine Zerlegung (T*) von T. 
Mittels Satz 2a laBt sich ohne Schwierigkeit der Satz beweisen: 

Satz. Die Zerlegungen (E*) und (X*) des Prodtuktraumes I = E < F 
der beiden topologischen Réume € und % sind g-stetig**). Der Raum T° 
ist zu ©, der Raum T* zu § homédomorph**). 

Bei dem Problem der Faktorenzerlegung eines topologischen Raumes 


handeit es sich also um die Auffindung gewisser g-stetiger, topologischer 
Zerlegungen. 


11. Sehen wir uns jetzt die stetigen Zerlegungen an. Es gilt der 


Satz 3. Jede der folgenden beiden Higenschaften ist notwendig und 
hinreichend dafiir, dab die Zerlegung (Z) von & stetig ist: Fiir jede 
Menge M aus T ist 1. M;, in TI offen, 2. M,, in XT abgeschlosgen. 

Beweis. Die 1. Eigenschaft ist Definition, die 2. ist auf Grund der 
Hilfssitze (a) und (b) (siehe 5.) mit der 1. gleichwertig. 

Eine Folge von Satz 3(1.) ist der 


Satz3a. Ist die Zerlegung (I) von I stetig, so ist fiir jede voll- 
stdndige Menge N aus ZT und fiir jede U=—U(N/T) die Menge U, eine 
Umgebung von N in T. 


4%) Siehe ”), S. 298. 

“*) DaB diese Zerlegungen nicht immer stetig sein miissen, ersieht man aus 
dem Beispiel: R*= R*>< R*. Dabei ist R* die (&)-Gerade, — eine reelle Zahl. Offene 
Mengen in ®* sind-im gewéhnlichen Sinne verstanden. Umgebung eines Punktes (&) 


ist jede Teilmenge von fi', welche eine offene, den Punkt (&) enthaltende Menge 
enthalt. 


R* ist die Euklidische (£, 7)-Ebene. 
*’) Zwei Raume heiSen nach H. Poincaré zueinander homéomorph, wenn der 
eine vermége einer topologischen Abbildung auf den anderen abgebildet werden kann. 
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Ist umgekehrt fiir jede E.M. E der Zerlegung (Z) und jede UU (E/T) 
die Menge Ul, eine Umgebung von E in T, dann ist (E) stetig. 

Beweis. 1. Sei (2) stetig. Ist dann U(R/Z) =U irgendeine Um- 
gebung der vollstiindigen Menge ®, dann enthalt (nach (C’) und (B’)a)) U, 
und daher auch U;, die Menge %. Da nach Voraussetzung und Satz 3 (1.) 
U,, offen ist und N enthalt, so ist U,,, und wegen U,, CU, (mach (B’) a)) 
auch Ul, eine Umgebung von § in T. 

2. Sei fiir jede U=U(#/T) die Menge U, eine Umgebung von £Z in 
IZ. Ist dann M irgendeine Menge aus T, dann ist die Menge Wt; Um- 
gebung jedes ihrer Punkte, insbesondere jeder in ihr enthaltenden E.M. Z£. 
Nach Voraussetzung ist dann I;, eine Umgebung von EZ, wobei E£ jede 
in M,, enthaltende E.M. sein kann. Also ist M;, in T offen, die Zer- 
legung (&) nach Satz 3 (1.) stetig. 

Aus Satz 3 (2.) folgt der 

Satz 3b. Die E. Mn. einer stetigen Zerlegung (X) von X sind in T 
abgeschlossen. 

Beweis. Sei zeH. Nach Satz 3 (2.) ist die Menge {x},, = {z},=Z 
in T abgeschlossen. 

Weiter gilt der folgende 

Satz 4. Jede trennbare, stetige Zerlegung (I) von T ist topologisch. 


Beweis. Nach 8. erfiillt jede stetige Zerlegung die Bedingung (S). 
Um auch das Bestehen von (T) oder, was dasselbe ist, von (D) = nach- 
zuweisen, betrachte ich zwei verschiedene E. Mn. E, E’ von (Z). Wegen der 
vorausgesetzten Trennbarkeit gibt es punktfremde Umgebungen Ul (£/T) =U, 
u(2’/Z) =U’. Nach Satz 3a sind die Mengen Ul, und Ul; Umgebungen von 
E und £’; da diese beiden Mengen auBerdem punktfremd und vollstandig 
sind, ist damit das Bestehen von (D); nachgewiesen. 

Aus den Bemerkungen in 7. und aus den Sitzen 3b und 4 ergeben 
sich unmittelbar die Satze: 


Satz 4a. Jede endliche, stetige Zerlegung eines topologischen Raumes 
ist topologisch. 

Satz 4b. Jede stetige Zerlegung eines normalen, topologischen Raumes 
ist topologisch**). 

Fiir endliche Gruppen von topologischen Selbstabbildungen eines topo- 
logischen Raumes gilt 


) Es gilt sogar: Der Zerlegungsraum & jeder stetigen Zerlegung (TZ) eines 
normalen topologischen Raumes Tf ist normal topologisch. Man beweist dies genau 
so wie Satz 4. 
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Satz 5. Jede endliche Gruppe © von topologischen Selbstabbildungen I" 
eines topologischen Raumes T erzeugt eine g-stetige, stetige und topo- 
logische Zerlegung (Z). 

Beweis. GemaS der Formeln(G) ist nach Voraussetzung die Zer- 
legung (&) endlich. Daher geniigt es, wegen der Sitze 2d und 4a die 
Stetigkeit von (T) zu zeigen. Sei N irgendeine Menge aus ZT. Dann ist, 
da die I von & topologische Abbildungen sind, nach (G) (von 10.): 


Nin —_ A,(%r= Ag (Bri: 


®,, ist als Durchschnitt von endlich vielen, in I offenen Mengen in T 
offen. Aus Satz 3 (1.) folgt dann die Stetigkeit von (T). 

In Bezug auf die zu einer stetigen Zerlegung (&) von T gehérige Ab- 
bildung A (siehe 2.) gilt der 

Satz 6. Die Umkehrung A~* der zur Zerlegung (X=) von E gehérigen 


Abbildung A ist dann und nur dann stetig, wenn (ZX) stetig ist**). 


Beweis. Ist E ein Punkt von T, dann ist {E}..=E Ist nun 
Uu(E/Z) =U eine Umgebung von £ in J, so ist, wenn ({) stetig ist, 
nach Satz 3a auch die Menge Ul, eine solche. Gema (U) ist U, eine Um- 


gebung von £ in f&, und es ist: 
(Uy) =U, CU. 
Das bedeutet aber die Stetigkeit von A~* (siehe 2.). 

Sei andererseits A~* stetig. Ist dann ll=1U(E/Z) irgendeine Um- 
gebung von E= {E},-: in T, so gibt es wegen der Stetigkeit von A~* 
ein B(E /T)—B, wobei gemiB (U) die Menge 8 eine Umgebung von Z 
in & ist, derart, dab B, =(B)a-. CU ist. Da nun YC B,C U, ist, so ist 
nach (B’) a) die Menge Ul, eine Umgebung von Z in &, nach Satz 3a 
also (ZT) stetig. 


12. Die Abhangigkeit der Bedingungen (S) und (T) voneinander. Ohne 
Hinzunahme von Kompaktheitseigenschaften sind, auch bei Giiltigkeit héherer 
Umgebungsaxiome, etwa des Hausdorfischen 2. Abzaihlbarkeitsaxioms (F) 
und des Tietzeschen 4. Trennbarkeitsaxioms (D,) **), die Bedingungen (3) 
und (T) voneinander unabhingig. Dies mégen die folgenden zwei Bei 
spiele bestitigen **): 

Beispiel 1. (S) ist erfiillt, aber (T) nicht. 

Es sei 9” die Euklidische (£, 1)-Ebene (siehe FuBnote **) und 10.). 


**) Siehe *), 8S. 557 bzw. 559 die Satze 1 und II. 

**) Siehe fiir (F) FuBnote *), 8. 230, fiir (D,) FuBnote *), 8S. 310. 

**) In beiden Beispielen erfiillt der Raum T die Axiome (F) und (D,), weil dies 
zugleich mit R* auch jeder Teilraum von R* tut. 
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sei Teilraum von f° °°) und bestehe aus der Gesamtheit aller Punkte (£, 7) 
mit || <1, |y»|<1. In & betrachte ich die folgende Zerlegung (T). 
E.Mn. von (©) sind: a) jeder Punkt (,7) von T mit &y = 0; b) jedes 
Punktepaar (f,7), (—&,) aus T mit §>0 und 7» +0. Da diese Zer- 
legung (T) g-stetig ist, so besteht (S). Hingegen ist nicht fiir jede E.M. 
die Bedingung (T) erfiillt. Z.B. enthalt jede U(Z/T),,, der nur aus dem 
Punkt (4, 0) bestehenden E.M. Z stets auch die nur aus dem Punkt (—},0) 
bestehenden E.M. von (T). 

Beispiel 2. (T) ist erfiillt, aber (S) nicht. 

¢—MR*. In TF betrachte ich die Zerlegung (T), deren E.Mn. die 
folgenden Mengen sind: a) jeder Punkt (£, 1) mit 7 + 0; b) die Mengen £., 
wobei 0 <¢<1 und £, aus allen Punkten (£, 0) besteht, worin f=(+-», 
ven und n= {..., —2, —1, 0, +1, +2,...} ist. An den zwei méglichen 
Fallen von verschiedenartigen E.Mn. priift man leicht das Bestehen von 


(T) nach. Fiir die Menge U = U,, wobei U, aus der Gesamtheit der 

Punkte (£,7) besteht, fiir welche (¢ — »)"+ »?< aa ist, besteht (S,) 

nicht; denn U,,,—=,, also gewiB keine offene Menge. 
Nun werden wir aber (siche 13.) beweisen: 


Satz 7. Hat die Zerlegung (X) und der Raum & die Higenschajt, 
dap 1. zu jeder E.M. E eine volistandige Umgebung von E in & existiert, 
deren abgeschlossene Hiille bikompakt®') ist, und 2. die Bedingung (T) 
erfiillt ist, so ist (EZ) stetig. 

Da jede stetige Zerlegung allgemein-stetig ist, so folgt aus Satz 7 un- 
mittelbar der Abhangigkeitssatz 


Satz 8. Gibt es bei einer Zerlegung (EX) von T zu jeder E.M. E eine 
vollstandige Umgebung von E in &, deren abgeschlossene Hiille bikompakt 
ist, dann folgt das Bestehen von (S) bereits aus dem Erfiillisein von (T). 


Nun ist der erste Teil der Voraussetzung von Satz 7 sicher erfiillt, 
wenn { bikompakt ist®*). Daher gilt der 


Satz 9. Erfiillt eine Zerlegung eines bikompakten topologischen Raumes 
die Bedingung (T), 8o ist sie stetig und daher auch topologisch. 


%) Es wird eine Teilmenge T eines Raumes ® durch die Umgebungsdefinition 
U(2/Z) = U(2z/R) T zu einem Raum (Teilraum von ®) erklirt. I ist ein topologischer 
Raum, wenn es & ist (siehe FuBnote '), Relativbegriffe, S. 240). 

“*) Em Raum § hei8t nach P. Alexandroff und P. Urysohn (Math. Annalen 92 
(1924); S. 259, 260) bikompakt (nach L. Vietoris, Mon.-Hefte f. M. u. Ph. 31 (1921), 
S. 187 ,,liickenlos* ), falls er die Eigenschaft hat, da8 allemal, wenn die Vereinigungs- 
menge eines Systems von offenen Mengen aus ® den Raum & enthilt, er bereits in 
der Vereinigungsmenge von endlich vielen Mengen dieses Systems enthalten ist. 

5) Jede abgeschlossene Teilmenge eines bikompakten Raumes ist bikompakt. 
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Da jede topologische Zerlegung die Bedingung (7’) erfiillt, so folgt aus 
Satz 9 der 

Satz 10. Jede topologische Zerlegung eines bikompakten topologischen 
Raumes ist stetig. 

Umgekehrt gilt, da jeder bikompakte topologische Raum normal ist **), 
zufolge Satz 4b der 

Satz 11. Jede stetige Zerlegung eines bikompakten topologischen Raumes 
ist topologisch. 

Durch die Saétze 10 und 11 kommt zum Ausdruck, daB die Begriffe 


der topologischen und der stetigen Zerlegung in bikompakten topologischen 
Raumen zusammenfallen **). 


13. Ich hole nun den Beweis von Satz 7 nach. Seien die beiden Vor- 
aussetzungen von Satz 7 erfiillt. Angenommen, die Zerlegung (T) ist nicht 
stetig, d. h. es gibt eine abgeschlossene Menge UM aus T, fiir welche YW, 
nicht abgeschlossen ist. Es existiert dann ein Punkt x von Tf, der in Y,,, 
aber nicht in YM, enthalten ist. Die E.M. {x}, —Z ist alsdann mu 4, 
punktfremd. Nach Definition ist fiir jede U(x/E) der Durchschnitt 
U(x/T)A, +0, also auch fiir jede U(H/T)—U der Durchschnitt 
U,A%,2UA,+0. Daher ist U,W+0, und erst recht U,, W= Qu+0. 
Der Durchschnitt endlich vieler solcher Qy ist nicht leer; denn ist 
U, (Z/T) = U,, U, (B/T) = U,, so ist U,,, Uy,, 2 (U,, Uy,), = Uy... Wobei 
wegen (B) U,U,CU,,U,,=U,(#/T)—U,—U,,. Daher ist Ju, Ju, 
=U,,, U,,, & > Ju, D 0. Damit ist auch der Durchschnitt von endlich vielen 
Xu stets gréBer als ein gewisses anderes %, > 0, also nicht leer. Ich be- 
trachte die Menge § = 4 Su (den Durchschnitt der Qu, gebildet fiir alle 
u(#/Z)=—U von £). Nach Voraussetzung gibt es eine Umgebung 
u*(£/T) =U", so daB Uy, bikompakt ist. Es gilt dann: J = 4 Ju Uy, 

Une WraA, also YD J uu"), Y= 4 Ue A = 4 Sw = &*, wobei der 
letzte Durchschnitt fiir alle U1’ zu bilden ist, fiir die U’ = U’(#/T) CU". 
Die Sy bilden ein System abgeschlossener Mengen des bikompakten Raumes 
R= Uy, U von der Art, daB allemal der Durchschnitt von irgend endlich 
vielen Mengen des Systems nicht leer ist. Daher®*) ist s* + 0, also auch 
3+ 0. Ist 2’ ein Punkt von %, so enthilt jede U(H/T),, den Punkt 2’, 





58) Siehe Alexandroff und Urysohn, FuBnote ™), 8. 263. 

%) Vgl. P. Alexandroff, FuBnote ‘), 8. 562. 

55) Ist in einem bikompakten Raum ® der Durchschnitt von je endlich vielen 
Mengen eines Systems von in % abgeschlossenen Mengen nicht leer, so ist stets auch 
der Durchschnitt aller Mengen des Systems von Null verschieden. Diese Eigenschaft 
folgt aus der Definition des bikompakten Raumes (siehe FuBnote ™)) durch Ubergang 
zum komplementaren System; sie kénnte ebenfalls als Definition dienen. 
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jede U(Z/T),,, die E.M. {2’},=’. Da 2’ auch ein Punkt von © ist, 
so ist EB’ in UY, enthalten. Wegen EU,—0 ist H+ H’, und daher 
De = AU(E/T),.,2 B+ E’. Fir die E.M. £ ist (T) nicht erfiillt. Obige 
Annahme ist falsch. Satz 7 ist bewiesen. 


Die erste Voraussetzung von Satz 7 kann nur dann erfiillt sein, wenn T 
bikompakt im Kleinen**) und auBerdem jede E.M. bikompakt ist. Jedoch 
sind diese beiden letzten Bedingungen nicht hinreichend dafiir, daB die 
erste Voraussetzung von Satz 7 erfiillt ist. Dies zeigt das folgende 


Beispiel 3. & ist Teilraum von R° und besteht aus den Teilmengen 
YU, und A, von R*: AW, ist die Gesamtheit aller Punkte (cos¢, sing) mit 
0<p<2a2, A, besteht aus den Punkten (2+ y,0) mit OS y< 2z. 
Ich betrachte diejenige Zerlegung (X) von Z, deren E.Mn. die Punkte- 
paare (cosz, sinz), (2+ 7,0) mit 0< y7< 2a sind. T ist als Teilraum 
des im Kleinen bikompakten Raumes §R° ebenfalls bikompakt im Kleinen; 


die E.Mn. von (&) sind als Punktepaare bikompakt. Aber fiir die E.M. 
E = {(1,0), (2,0)} ist keine der Mengen U(2#/T),,, bikompakt. 


14, Es ist noch einiges iiber das gegenseitige Verhaltnis der oben 
definierten Arten von Zerlegungen zu sagen. 

Jede topologische Zerlegung ist allgemein-stetig, jedoch braucht sie 
weder stetig noch g-stetig zu sein. Dies ersieht man aus Beispiel 3 (13.). 
Wie man leicht nachpriift, ist die dort definierte Zerlegung (T) topologisch 
(X ist ja zu A, homéomorph). Dagegen ist (X) weder stetig noch g-stetig. 
Bezeichne ich nimlich mit Qt, die Gesamtheit aller Punkte (2 + y,, 0) 
mit z< y,< 22, mit M, die Gesamtheit aller Punkte (2+ y,,0) mit 
0<y,<a, so ist M,,,—M,, in T nicht abgeschlossen, M,,, — M,, 
in & nicht offen, also (T) nach Satz 3 (2.) nicht stetig, nach Satz 2 (5.) 
nicht g-stetig. 

Die in anderen Arbeiten*), °),*) vorkommenden Definitionen des Zer- 
legungsraumes und der ,Stetigkeit“ einer Zerlegung will ich noch kurz 
streifen. 

Die Arbeit von Alexandroff ist die einzige, welche den Zerlegungsraum 
als Umgebungsraum definiert®’). Die Alexandrofische Definition des Zer- 
legungsraumes ist im Vergleich mit der unsrigen als speziell zu bezeichnen; 
denn in allen Fillen, wo seine Definition einen topologischen Raum **) 
liefert, ergibt die unsrige einen dazu homéomorphen Raum. Das Umgekehrte 
gilt nicht, da man bei Zugrundelegung der Alexandrofischen Definition (in 





*) Ein Raum ist bikompakt im Kleinen, wenn es zu jedem Punkt eine bikom- 
pakte Umgebung gibt (siehe P. Alexandroff, Math. Annalen 92 (1924), 8. 294). 

57) Siehe FuBnote *), S. 557. 

**) oder einen Raum, der die Axiome (A), (B), (C) und (D,) erfiillt. 
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unserem Sinne) topologische, aber nicht stetige Zerlegungen von den Be- 
trachtungen ausschlieSen muB. 

Alexandrofis Definition der ,,stetigen“ Zerlegung ist mit der unsrigen 
gleichwertig °’). 

In den Failen, wo der Zerlegungsraum als metrischer oder als Limes- 
raum °),*) definiert wird, miissen an Stelle von (S) und (T) gewisse Ent- 
fernungsbedingungen oder Limesbedingungen treten. Z. B. nennt L. Vietoris 
eine Zerlegung eines metrischen Raumes oberhalb-stetig®*), wenn fiir jede 
konvergente Folge von Punkten z,, z,, z,,... mit jim 2,=2, stets gilt: 
A {2,}, C {a,},- Man kann zeigen, daB diese Bedingung notwendig und 
hinreichend ist dafiir, daB eine Zerlegung eines metrisch-kompakten Raumes 
topologisch ist *°). Ein Spezialfall der Oberhalb-Stetigkeit ist die Stetigkect im 
Vietorisschen Siane **): Fiir jede konvergente Folge von Punkten z,, z,, 25, ... 


mit lim z,—2, ist A {z,},—{xp},- Aus Satz 2b und Hilfssatz (c) folgt, 


da8 jede im Vietorisschen Sinne stetige Zerlegung eines metrischen Raumes ‘ 
in unserem Sinne g-stetig ist. Das Umgekehrte gilt nicht (s. Beispiel 1). 


Il. Teil. 


Die Zerlegungen der Teilriume, Zusammensetzungen von Zerlegungen, 
Heftungen. 


15. Im folgenden soll naher darauf eingegangen werden, wie die 
Frage, ob eine vorgegebene Zerlegung ({) von & im einen oder anderen 
Sinne stetig bzw. topologisch ist, auf Untersuchungen zuriickgefiihrt werden 
kann, welche sich auf das Verhalten von (£) in Teilriumen von T be- 
ziehen, oder anders gesagt, inwieweit es méglich ist, aus dem Verhalten 
der Zerlegung (E) in Teilrdumen von & auf das Verhalten von () im 
Gesamtraum T Schliisse zu ziehen. 

Sei Y% ein Teilraum, (T) eine Zerlegung des topologischen Raumes T. 
(E) hat eine Zerlegung (%) von WM zur Folge: Die E.Mn. von (Q%) sind 
die Durchschnitte der E.Mn. von ({) mit &. Demnach ist fiir eine 
Menge I ¢ W: 

M,.=—= MA *) und M,. — M, A. 





5®) Siehe FuBnote *); C. Kuratowski (siehe FuBnote *)) sagt: ,semi-continue*. 

) Nach Satz 10 ist dann die Zerlegung zugleich stetig. In Beispiel 2 hat man 
eine oberhalb-stetige, nicht topologische Zerlegung. 

*) Siehe FuBnote *); Kuratowski sagt (siehe FuBnote °), 8. 174): ,,continue“. 

*) Ist nimlich y ein Punkt von M,, dann ist Miu(y/W)+0 fir jede 
U(y/M)=UA, wobei U=U(y/T) ist; also ist MUA=- MU+0, d. h. y ist ein Punkt 
von I&,. Ebenso folgert man, da8 ein Punkt von M,% in M,- enthalten ist. Daraus 
folgt die obige Gleichung. 

Mathematische Annalen. 106. 18 
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Dabei bezeichnen a* bzw. a die Bildung der abgeschlossenen Hiille von Xi 
in & bzw. in T, die Indizes h* bzw. h die Bildung der vollstindigen Hiille 
von WM bzgl. der Zerlegung (W%) bzw. (X). Insbesondere: Wenn % in F 
abgeschlossen und somit @, C UW ist, dann ist M,.— M,; wenn A bzgl. (T) 
volistandig und somit IM, C W ist, dann ist M,.— M,,. 

Nun beweise ich ~- den 

Hilfssatz (d). Ist M& eine bzgl.(Z) vollstandige Menge aus T, so gilt 
fiir jede Menge 2 aus T: (MA), — M, A. 

Beweis: 1. Es ist (MM), C Mt, A, — Mi, A. 

2. Ist # eine E.M. aus I, A, so ist H in M, enthalten; es gibt also 
einen Punkt z von Z, der in It, und da Z auch in A enthalten ist, auch 
in WM, also in MA enthalten ist. Daher ist {x}, — H in (MA), enthalten, 
und es gilt: (MM), > M, A. Aus beiden Ungleichungen folgt die behauptete 
Gleichheit. 

Fiir vollstandige Teilraume gilt der 


Satz 12. Ist (ZX) eine topologische Zerlegung von XT, U ein bzgl. (LZ) 
vollstandiger Teilraum von £, dann ist (U) topologisch und der Zerlegungs- 


raum U mit dem Teilraum U von XT homdomorph. 

Ist insbesondere (X) g-stetig bzw. stetig, dann ist auch (U) g-stetig 
bzw. stetig. 

Beweis. 1. Es ist klar, daB die zu (ZT) gehérige Abbildung A die 
E.Mn. der Zerlegung (M) 1-1-deutig auf die Punkte von & abbildet. Es 
ist daher statthaft, die Punktmenge %{ mit der Punktmenge % zu identifi- 
zieren; die zu (%) gehdrige Abbildung wird dabei mit der auf & definierten 
Abbildung A gleichgesetzt. In der Menge %{ = Y sind dann zwei Umgebungs- 
definitionen vorhanden: 

1. Die Menge & ist Teilraum von T; 

2. die Menge & ist der Zerlegungsraum von (1). 

Ich zeige, daB beide Umgebungsdefinitionen denselben Raum ergeben. 

Sei B eine Umgebung von £ in %. Dann gibt es nach (U) eine Um- 

gebung U(#Z/A) = UA mit U—U(#£/T), so dab 


S = 1% =T1% =H, —0,x—TF. 


Das vorletzte Gleichheitszeichen steht wegen Hilfssatz (d). Daraus folgt 
nach (U) (jetzt fiir die Zerlegung ( t)) und nach Definition des Teilraums Y , 
daB B eine Umgebung von E= £ in & ist. 


Sei jetzt B eine Umgebung von E in &. Dann gibt es eine Umgebung 


u(£/T)=T mit U=U(E/T), so das NA—B. Nun ist N=, nact. 
(B’) a) ist U, eine Umgebung von £Z in T, U, A eine Umgebung von £ 
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in &. Somit ist nach (U) (fiir die Zerlegung (%)): 1,U =, Y—THX=w 
eine Umgebung von EE in &. Daher ist eine Umgebung im Sinne der 
einen Definition zugleich eine Umgebung im Sinne der anderen: Der 
Raum & ist mit dem Raum & identisch. Da & als Teilraum des nach 
Voraussetzung topologischen Raumes T topologisch ist, so ist es auch %. 

2. Sei (X) g-stetig. Ist MCA, so ist M,.—M,; M,, ist mach 
Satz 2 (4.) bzgl. (E) vollstindig, also ist es M,.,.—M,, M bzgl. (YW). 
Nach Satz 2 (4.) ist (UY) g-stetig. 
3. Sei (Z) stetig. Ist MCA, so ist M,, in X abgeschlossen (nach 
Satz 3 (2.)), und es gilt: 

Me,» 7 = (M, A), =(M, W), = M,, M. 


Das letzte Gleichheitszeichen steht nach Hilfssatz (d). Die Menge Wt,-,+ ist 
demnach **) in & abgeschlossen. Nach Satz 3 (2.) ist (UM) stetig. Satz 12 
ist damit in vollem Umfange bewiesen. 


In beliebigen (nicht vollstandigen) Teilriumen kann hinsichtlich der 
dort erzeugten Zerlegungen alles mégliche eintreten. Auf eine ausfiihrliche 
Untersuchung in dieser Richtung verzichte ich**). Das folgende Beispiel 
zeigt, daB die Zerlegung (%) in einem Teilraum & von T nicht notwendig 
topologisch sein mu, wenn es die erzeugende Zerlegung (T) ist. 

Beispiel 4. & ist der Teilraum |£| <1 von R*. Ich betrachte die 
Zerlegung (~) von T, deren E.Mn. die folgenden Mengen sind: a) Jede 


der Strecken |£| <1, 9 = oF (v= 0, +1, +2,...); b) jeder auf keiner 


der Strecken von a) gelegene Punkt von T. (T) ist stetig und topologisch. 
Ist M der Teilraum |£|<1 von &, so ist (WM) nicht einmal allgemein-stetig, 
geschweige denn stetig. Fiir die Menge 2 aus YU, die aus der Gesamtheit 
der Punkte (¢, 7) von & besteht, fiir welche |»| <1 — €° ist, ist M,+,,- 
keine in % offene Menge; ** bzw. k* beziehen sich auf % bzw. (%). 


16. Bei einer Zerlegung (T) von T kann man folgende Unterschei- 
dungen machen: 

Einen Punkt x von & nenne ich einen Fixpunkt von (T), wenn 
{x}, ={2} ist. Die Komplementarmenge € einer in T offenen Menge § 








*) Der Durchschnitt einer in I abgeschlossenen Menge mit % ist auch in & 
abgeschlossen. 

*) Auch die Homéomorphie zwische® % und & geht bei nicht vollstandigen Teil- 
raumen im allgemeinen verloren. 

Nur erwahnt seien z. B. die Saétze: Eine g-stetige Zerlegung erzeugt in einem 
offenen Teilraum eine g-stetige, in einem beliebigen Teilraum eine allgemein-stetige 
Zerlegung. Eine stetige Zerlegung erzeugt in einem abgeschlossenen Teilraum eine 
stetige Zerlegung. 

18* 
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von Fixpunkten von (&) nenne ich einen Schrumpjbereich von (I). Dann 
ist T= E+F und EF=—O0. E ist als Komplementirmenge einer offenen, 
vollstandigen Menge in & abgeschlossen und vollstaindig. Ist (T) topo- 
logisch, so ist es nach Satz 12 auch (€). 

Um die charakteristische Eigenschaft eines Schrumpfbereichs einer 
topologischen Zerlegung (&) kiirzer formulieren zu kénnen, fiihre ich fol- 
genden Begriff ein: 

Eine Menge 8 aus € nenne ich sekunddr, wenn es eine Menge I 
aus } = T — E gibt, so dab N— M_E ist®). Ist (TL) topologisch, so ist 
fiir jede sekundire Menge aus © die Menge ®, abgeschlossen (in € 
oder, was hier dasselbe ist, in T). In der Tat, sei Pi C F, so dab ME = N. 
Dann ist M,—M, M, = M_ = M_, E+ M, F=—= N+ M_F und daher 
Mion = N+ M,S- 

Ist nun §, nicht abgeschlossen, so gibt es einen Beriihrpunkt z von 
N,, der in N, nicht enthalten ist. Der Punkt x ist aber, wegen N, CM, ,,, 
auch ein Beriihrpunkt von I,,,. Da € vollstindig und abgeschlossen ist, 
so ist N,, © E, also x nicht in § enthalten. Daher ist nach obiger Formel fiir 
M,., der Punkt z nicht in M,,, enthalten. Mi, ,, ist nicht abgeschlossen, 
(S,) ist nicht erfiillt, ({) also nicht topologisch. Ist also (T) topologisch, 
so mu8 %, abgeschlossen sein. 

Ich nenne die Bedingung, da die vollstandige Hiille jeder sekundiren 
Menge aus dem Schrumpfbereich € von (ZT) in T abgeschlossen ist, die 
Randbedingung der Zerlegung (&) fiir den Schrumpfbereich €. Ist (TF) 
topologisch, so ist fiir jeden Schrumpfbereich € von (T) die Randbedingung 
erfiillt. Die bisher gemachten Feststellungen vervollstandigt der 


Satz 13. Ist (X) eine trennbare Zerlegung von T, E ein Schrumpf- 
bereich von (ZX), so ist (X) dann und nur dann topologisch, wenn 


1. die Zerlegung (€) topologisch ist, und 
2. fiir € die Randbedingung erfiilli ist. 


Beweis. DaB® diese beiden Bedingungen notwendig sind, ist schon 
gezeigt worden. Wir zeigen, sie sind auch hinreichend. 


%) Die Menge €—€, heiBt nach F. Hausdorff (siehe FuBnote *), 8S. 214) der 
Rand von € in T, und wird mit €, bezeichnet. Es ist dann klar, daB jede sekundare 
Menge ®% aus € in €, enthalten sein mu8; denn fir MCF ist ME=0, daher 
M, E, = 0 (siche Hilfssatz (b)); daraus folgt das eben Behauptete unmittelbar. 

Da € abgeschlossen ist, so ist es auch €.. 

Jede sekundire Menge in €, ist abgeschlossen in €,, aber nicht jede ab- 
geschlossene Menge aus €, braucht eine sekundire Menge zu sein. Jedoch ist z. B. 
eine jede abgeschlossene Menge aus €, sekundir, wenn I das 1. Hausdorfische Ab- 
zahibarkeitsaxiom (E) (siehe FuBnote **)) erfiillt. 
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1. Es ist T — € = F eine offene Menge von Fixpunkten. Sei nun M 
irgendeine Menge aus T. Dann ist Mt — M, + M,, wobei M,— ME und 
M, = MF. Demnach ist: 


M, =(M_.+ M,), = MN, + M,, = MN. +M, %), 
Mra = (Mig + My), = Myr. + My = Mire. + (MF + M,E) *), 
Maan = Mine atn + (Mya F + MR), = Mire arar + My + MN, 
_ Mia ara? 4 7 M, + N, + v M,.€ coe M, ah” Mo 4 4 N,; 
wobei M, E=—= NC MN, ist. 

Wegen der Bedingung 1. ist der erste, wegen 2. der dritte Summand 
obiger Summe abgeschlossen. Wi, ,,, ist als Vereinigungsmenge dreier in T 
abgeschlossener Mengen abgeschlossen. Die Bedingung (S,) ist erfiillt. 

2. Ohne den Weg iiber (T) zu machen, kénnen wir leicht das Be- 
stehen von (D); bestatigen, indem wir in jedem der drei méglichen Fille 


zweier verschiedenartiger E.Mn. punktfremde, vollstindige Umgebungen 
konstruieren: 


Seien zunachst x,, x, zwei verschiedene Punkte von 3. Wegen (D) 
gibt es wre Umgebungen 0 TZ) und U(z,/T). Dann sind, da 
% offen ist, U(z,/T)F und U(z,/T)F punktfremde, vollstaindige Um- 
gebungen der E.Mn. {2,}, = {a,} und {2,},—{2,} im T. 

Seien nun z ein Punkt von §, E eine E.M. von (€). Auf Grund der 
vorausgesetzten Trennbarkeit gibt es punktfremde Umgebungen U(2/T) 
und U(#/Z)=U. Dann sind U(2/T) F und U, punktfremde, vollstindige 
Umgebungen von {x},—({2x} und Z in fT. 

SchlieBlich seien Z, und E, zwei verschiedene E.Mn. von (€). Wegen 
der vorausgesetzten Trennbarkeit gibt es punktfremde U(Z,/T) = U,, 
U(#,/Z)=U,; auBerdem gibt es wegen 1. punktfremde, vollstandige 
U(Z,/E)=%,, U(£Z,/E)=—*,. Dann sind die Mengen U,§+%B,, U,s+®B, 
punktfremde, vollstandige Umgebungen der E.Mn. EZ, und #, in T. Denn 
es bedeutet z. B. U(#,/€) = B,: es gibt eine Umgebung %, von Z£, in T 
mit W%,€=—%,; daher ist U,F+¥B,=—UF+ B,E2U,B,%), nach 
(B’) b) und a) also 1,4 + %, eine Umgebung von £, in . Da jede 
der beiden Mengen vollstaindig ist, ist evident; da sie punktfremd sind, 
folgt aus: 


(U, § + B,) (U, F + B,) =U, U,3 + UB, F + BU, F + B,B,, 


) h* bzw. a* beziehen sich suf (€) bzw. &. 
*) Ist y ein Punkt von U,%,, dann ist er entweder in §, also in U,%, oder 
in €, also in ®&, € enthalten. Daraus folgt sofort obige Ungleichung. 
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von welcher Summe aber jedes Glied verschwindet. Damit ist das Bestehen 
von (D)- fiir alle Fille nachgewiesen. Es bestehen (8) und (T). (2) ist 
also topologisch. 


Es gilt ferner der folgende Satz, dessen Zusatz einen Spezialfall des 
Satzes 13 darstellt: 


Satz 14. Die Zerlegung (XT) von I mit dem Schrump/bereich € ist 
dann und nur dann stetig, wenn (©) stetig ist. Ist auberdem (&) trennbar, 
so ist (&) topologisch. 

Beweis. Sei (€) stetig; ist dann WM irgendeine abgeschlossene Menge 
aus {, so gilt: 

M, = (MF + ME), = MF + (ME),, 


also 


M, = MF + (ME),- + ME = M+ (ME),- *); 


M, ist als Vereinigungsmenge zweier in T abgeschlossener Mengen ab- 
geschlossen, nach Satz 3(2.) ist dann (TZ) stetig. Die tibrigen Behauptungen 
von Satz 14 folgen unmittelbar aus den Siétzen 12 und 4. 


Die obigen Betrachtungen gelten insbesondere fiir den kleinsten Schrumpf- 
bereich von (&), die Schrumpfhiille von (T). Diese ist die Komplementir- 
menge des offenen Kerns der Menge aller Fixpunkte von (&). Diejenige 
Zerlegung (X) von ZT, bei der die Schrumpfhiille leer ist, d. h. bei der 
jeder Punkt von & Fixpunkt von (TZ) ist, nenne ich die identische Zer- 


legung von T. 


17. Es ist im allgemeinen nicht méglich, aus den in beliebigen Teil- 
raumen von T erzeugten Zerlegungen Riickschliisse auf die erzeugende Zer- 
legung von TF zu ziehen, selbst dann nicht, wenn diese Teilraume den Raum T 
ganz iiberdecken. Dies riihrt naimlich daher, daB man, wenn diese Teilriume 
—etwa A,, A, mit T = A, + A, — bzgl. (TE) nicht vollstandig sind, unter 
Umstiinden aus den Zerlegungen (%,) und (%,) allein die Zerlegung (T) 


in keiner Weise rekonstruieren, und daher auch nichts iiber (I) aussagen 
kann**), 


Fiir vollstandige Teilriume ist jedoch bei geeigneten Einschrinkungen 
ein solches RiickschlieBen méglich. In dieser Hinsicht will ich jetzt einige 
Satze beweisen: 


Satz 15. Sind U, und U, in T abgeschlossene, bagl. der Zerlegung (EZ) 
von & vollsténdige Teilmengen von I mit U,+U,—T, und sind die 


%) h* bezieht sich auf die Zerlegung (€). 

*) Betrachten wir bei Beispiel 3 (13.) die Teilraume &, und YW, von T, so ist 
T =A, +W,, die Zerlegungen (W,) und (W%,) sind die identischen Zerlegungen. (TX) 1a8t 
sich aus (%,) und (%,) allein nicht riickbilden. 
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durch (Z) in U, und A, erzeugten Zerlegungen (U,) und (U,) topologisch, 
dann ist (Z) topologisch. 

Sind insbesondere die Zerlegungen (,) und (U,) beide g-stetig bzw. 
beide stetig, so ist auch (Z) g-stetig bzw. stetig. 

Beweis. Die Bildung der vollstandigen Hiillen bzgl. (W,) baw. (%,) 
werde ich mit den Indizes h, bzw. h,, die Bildung der abgeschlossenen 
Hiillen in Y, bzw. UW, mit a, bzw. a, bezeichnen. Sei nun IW irgendeine 
Menge aus T. Ist M,— MA,, M,— MA, so ist M—M,+ M,. Dann ist: 


Mey = Min + Men = Mia, + Mea, 
(nach 15.), also 


Mra — Mira + Mera —_ Mire, + Mera, . 
Sind (U,) und (W,) beide g-stetig, dann ist Mx,,2, bzgl. (U,), also auch 
bzgl. (X) vollstandig. Das letztere gilt auch fiir Mer,4,. Daher ist Myo 
bagl. (EX) vollstandig, nach Satz 2(4.) ist (X) g- stetig. Aus obiger Formel 
folgt weiter: Mran = Dir eh, + Deargahy- Sind (4,) und (4, ) beide all- 
gemein-stetig, dann ist (nach (S,)) Mia,e,,, in U,, also auch in FT ab- 
geschlossen; das letztere gilt auch fiir Mer,.,,,. Daher ist Wtra, in ET ab- ° 
geschlossen, (&) allgemein-stetig. Auf entsprechende Weise findet man: 
Man = Mia,a,+ + Mea, a,» Woraus (mit Satz 3 (2.)) bei Voraussetzung der 
Stetigkeit von (Y,) und (U,) die Stetigkeit von (T) folgt. 

Den Nachweis, da8 (D); besteht, wenn (U,) und (H,) topologisch sind, 
fiihre ich wieder dadurch, da8 ich zu zwei verschiedenen E.Mn. von (T) 
punktfremde, bzgl. (&) vollstaindige Umgebungen konstruiere. Vier wesent- 
lich verschiedene Fille sind méglich: 

1. Die E.Mn. E+E£’ sind beide in €,—=T—A,C UA, enthalten. 
Da ©, in T offen und bzgl. (T) vollstindig ist, so ist ©, eine vollstindige 
Umgebung von E und von E’ in T. Da (W,) topologisch ist, so gibt es 
punktfremde, bzgl. (M,) und daher auch bzgl. (&) vollstindige Umgebungen 
U(£/A,) = UA,, U(#L’/A,) = U'A,, wobei U = U(#/T), UW’ = U( H/T). 
Wegen UC,=—UUA,C, und U’C,=— N'A, C, sind die Mengen UG,, U’C, 
punktfremde, vollstindige Umgebungen von EZ und £’ in Tf. 

2. EZ ist in €,, Z’ in D—A,A, enthalten. Es gibt wiederum 
punktfremde, bzgl. (%,) vollstindige Umgebungen U(Z/%,) = UA, und 
u(z’/U,) = UW'A, (siehe 1.). Die Mengen UG, und Uj, sind wegen 
U,U, = UA, punktfremde, vollstiindige Umgebungen von £ und £’ in T. 

3. E ist in €,, HB’ in €F—, = T—A,CA, enthalten. €, und G, sind 
punktfremde, vollstindige Umgebungen von EF und £’ in &. 

4. E +E’ sind beide in D enthalten. Da (%,) und (&,) topologisch sind, 
so gibt es vollstindige Umgebungen U1(#/%,) = U, U,, U(L’/A,) = Uj u,, 
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U(£/%,) = U,A,, U(#’/A,) =UjA,, wobei U,U;A,—0, U,UjA,—0 
ist und U,, U, baw. Ul}, Uj; Umgebungen von £ bzw. E’ in & bedeuten. 
Nun ist U, A, + U,H%,—& eine bzgl. (IX) vollstindige Menge, und wegen 
B>U,U, eine’ Umgebung von Z in T. Dann ist die Menge 


U=(B—BVD) + U, A, U, A, = BCT — D) + UU, DIU, U, B= Uy, 


eine vollstandige Umgebung von EZ in T. Analog bildet man die Menge UW’, 
welche eine vollstandige Umgebung von EZ’ in T darstellt. Der Durch- 
schnitt U1’ ist leer; denn es ist: 


un’ = (B(F — D) + U,U,D)(V’(T —D)+ Ujuj;D] = VV’ (IT — D) 
und 
BR’ — (U, A, + U,M,) (UA, + U;M,) = (U, Uy + U, Uy) D. 


Da (tT —D)D=—0, so ist auch UN’=0. 
Damit ist das Bestehen von (D); in vollem Umfange nachgewiesen 
und der Satz 15 bewiesen. 


Folgende Verallgemeinerung von Satz 15 liegt auf der Hand: 
Satz 16. Sind U, (y=1,2,3,...,m) in E abgeschlossene, bagl. der 


Zerlegung (E) von E vollstindige Teilmengen von X mit SU, —T, und 


v=1 


sind die durch (EX) in den U, erzeugten Zerlegungen (U,) topologisch, dann 
ist auch (ZX) topologisch. 

Sind insbesondere die Zerlegungen (U,) alle g-stetig bzw. stetig, dann 
ist auch (ZX) g-stetig bew. stetig. 

Beweis. Durch Schlu8 von n auf n +1 und Anwendung von Satz 15. 

Die erste Behauptung von Satz 15 gilt nicht mehr, wenn man in den 
zugehérigen Voraussetzungen das Wort ,,abgeschlossene“ durch _,,offene“ 
ersetzt ). Fiir offene, vollstindige Teilriume gilt der fast selbstverstandliche 
, Uberdeckungssatz“ fiir allgemein-stetige, g-stetige, stetige Zerlegungen: 

Satz 17. Die Zerlegung (X) von TX ist dann und nur dann all- 
gemein-stetig bzw. g-stetig bzw. stetig, wenn es ein System {D,}o.+ von 
in & offenen, bzgl. (X) vollstandigen Mengen ©, gibt, so dagp SO,=—T 


eet 


und (Dp) fiir jedes 9 aus rt allgemein-stetig bzw. g-stetig bzw. stetig ist. 


Beweis. Ist ({) allgemein-stetig bzw. g-stetig bzw. stetig, dann gibt 
es ein System der verlangten Art, namlich das System {T}. 

*) Hierzu das folgende Gegenbeispiel: I =R*. Die E.Mn. von (T&) sind: a) jeder 
Punkt (£) mit |?|21; b) der Punkt (0); c) jedes Punktepaar (¢), (—&) mit 0<&<1. 
UW, sei die Menge §<1, UW, die Menge —1<é. (%,) und (%,) sind beide g-stetig und 
topologisch. (£) ist zwar g-stetig, aber erfiillt die Bedingung (T) nicht. 
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Es liege andererseits ein System {D,},., mit den oben verlangten Eigen- 
schaften vor. Sei Z irgendeine E.M. der Zerlegung (T) und U = (H/T); 
sei auBerdem z irgendein Punkt von T und U’=U(2/Z). Dann ist Z 
(bzw. 2) mindestens in einem ©,, etwa in ©,,, enthalten, und U®,, 
(bzw. U1’D,,) mach (B’)b) und nach Definition des Teilraums ©,, eine 
Umgebung von £ (bzw. x) in fT und in ©,,. Nun ist: 


(UD., )rointe = (UD., nce S Vase, 

(W’De,)a, = (U'D)a GUA 

(u Dow )k. oon (UD,,)e g U, ”). 

Hieraus folgt mit Hilfe der Offenheit von ©,,**) und von (B’) a) nach (8,) 
bzw. nach Satz 2a bzw. nach Satz 3a bei der jeweiligen Voraussetzung die 
betreffende Behauptung unmittelbar. 

18. Die bereits in 17. erwahnte Unzulanglichkeit, welche sich bei Be- 
trachtung unvollstandiger Teilraume geltend macht, kann vermieden werden, 
indem man nicht von einer ,,fertigen“ Zerlegung (IX) von T ausgeht, sondern 
von gewissen Zerlegungen (W;) eines Systems {%,}..; von & iiberdecken- 
den Teilraumen Y%,, und dann aus den Zerlegungen (a? ) auf eine noch zu 


bestimmende Weise eindeutig eine Zerlegung (T) von T rekonstruiert, fiir 
welche fiir jedes o aus 3: 


und 


(W.’) = (W.) *). 
Uber die so gewonnene Zerlegung (&) miissen sich bei geniigender Kenntnis 
der Zerlegungen (U7) jedenfalls Aussagen machen lassen. Der Einfachheit 
halber werden wir uns auf den Fall beschrinken, daB die Mengen YU, in T 
abgeschlossen sind. Man kann dann jeder Zerlegung (W7) von Y%, eindeutig 
eine Zerlegung (&°) von & in folgender Weise zuordnen: 
1. YU, ist ein Schrumpfbereich von (&’); 
2. die durch (E") in U, erzeugte Zerlegung (YU) ist mit (U2) indentisch. 
Wir sind damit bei der Betrachtung eines Systems {E°},.3 von Zer- 
legungen (X°) des topologischen Raumes X und der Zusammensetzung 
dieses Systems zu einer einzigen Zerlegung von I angelangt. Bei der De- 
finition der ,aus den (€°) zusammengesetzten“ Zerlegung, der wir uns 
jetzt zuwenden, kénnen wir von der Entstehungsweise der (T°) absehen. 


”) Es beziehen sich h,, k, auf die Zerlegung (Op,), i, auf den Raum Qp,. 

) Ist B eine Umgebung des Punktes x von © in der in fT offenen Menge ©, 
dann ist 8 auch eine Umgebung von z in T. 

*) D.h.: Die Zerlegung (42) von U, ist mit der durch (T) in W, erzeugten 
Zerlegung (%,) identisch. Auf die Tatsache, daB die (42) dabei nicht willkirlich 
gewihlt werden diirfen, kommen wir weiter unten zu sprechen. 
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Sei also ein System {(E’)},.3 von Zerlegungen (T°) von T gegeben. 
Ich definiere die Zerlegung (~*°) von &, welche ich die aus den Zer- 
legungen (X°) (o¢%) zusammengesetzte Zerlegung nenne, durch die Er- 
klérung der bzgl. (T*) vollstandigen Mengen: 

Eine Menge IR aus F heiSe bzgl. (T*) vollstindig, wenn sie es bzgl. 
jeder der Zerlegungen (T°) (oe 8) ist. 

Damit ist wirklich eine Zerlegung von T in punktfremde Teilmengen 
definiert; denn das System f aller bzgl. (&*) vollstandigen Mengen bildet 
einen in & vollstandigen Kérper (siehe Anmerkung in 3.). 

Beweis. 1°. Die leeré Menge ist bzgl. jeder der Zerlegungen (&") (o ¢ 8) 
vollstandig; daher gehért sie dem System f an. 

2° Ist M eine bzgl. (T*) vollstindige Menge, dann ist sie bzgl. 
(=°) (oe) vollstindig. Daher ist T — Mt vollstandig bzgl. jeder der Zer- 
legungen (&°), und gehért somit f an. 

3° Ist {M,},.+ irgendein System von bzgl. (X*) vollstandigen Mengen, 


dann ist M, (ger) bzgl. (T°) (oe 8) vollstandig; also ist YM, bzgl. 
eer 


jeder der Zerlegungen (&") vollstandig und gehért somit dem System f an. 

Sind die (£°) des Systems {(&”)},.5 in der oben beschriebenen Weise 
aus den (%/) entstanden, so ist offenbar die folgende Bedingung — ich 
nenne sie Vertrdglichkettsbedingung — erfiillt: 


(V): Zu jedem o aus 3 lat sich ein Schrumpfbereich ©, der Zer- 
legung (X°) derart bestimmen, daB (E72) = (E*) *). 

Dabei ist (E2) bzw. (E}) die durch (X”) bzw. (X*) in E, verursachte 
Zerlegung. Erfiillt ein System {(°)},.3 die Bedingung (V), so nenne ich es 
ein (auf den Schrumpfbereichen €,) vertrdgliches System™). Bezeichne ich 
mit h, bzw. mit hy die Bildung der vollstindigen Hiille bzgl. (E°) bzw. 


bzgl. (<*), so ist ohne weiteres einzusehen, daB die Vertriglichkeit des 
Systems {(T")},., auf den Schrumpfbereichen ©, damit gleichbedeutend 
ist, daB fiir jeden Punkt x von &, gilt: 

(V’): {2 tho = {X}ng Eo. 

Die Beschriankung auf vertrigliche Systeme wird auch durch die Tat- 
sache gerechtfertigt, daB sich jede trennbare Zerlegung (Z) eines topo- 
logischen Raumes fT darstellen laBt als die zusammengesetzte Zerlegung (5*) 
eines vertriglichen Systems {(°)},.5 von sogar stetigen, topologischen 
Zerlegungen (&°). In der Tat: 


*) Namlich €, = %,. 


*) Die Bezeichnung ,ein auf den Schrumpfbereichen €, explizites System“ wire 
vielleicht besser. 
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Sei (X) irgendeine trennbare Zerlegung von T in Teilmengen Z. Dann 
konstruiere ich das folgende System von stetigen, topologischen Zerlegungen, 
das Ursystem der Zerlegung (£): 

Der E.M. E von (TZ) ordne ich eine Zerlegung (=*) mu. Die E.Mn. 
von (&*) sind: a) die Menge EZ; b) jeder zu E fremde Punkt von T. 
Es ist ohne weiteres einzusehen, daB jede der Zerlegungen (T”) stetig und 
topologisch, das System der Zerlegungen (&*) vertriglich, und die daraus 
zusammengesetzte Zerlegung mit der gegebenen Zerlegung identisch ist. 


19. Ich werde nun einige Siatze iiber die Zusammensetzung von Zer- 
legungen beweisen. 

Fiir g-stetige Zerlegungen gilt der bemerkenswerte 

Satz 18. Die zusammengesetzte Zerlegung (X*) eines beliebigen 
Systems {")},.s von g-stetigen Zerlegungen (&") von TI ist wieder 
g-stetig **). 

Beweis. Sei I irgendeine Menge aus T. Da (T°) g-stetig ist, so 
ist nach Satz 2(4.) die Menge Mp,4,a = Wthga vollstindig bzgl. (EF) (fiir 


jedes o aus 3), also auch bzgl. (T°). Nach Satz 2 (4.) ist (T°) g-stetig, 
Satz 18 bewiesen. 

Mit g-stetigen Zerlegungen werden wir uns weiterhin nicht mehr be- 
schaftigen’’). Da, wie ich sogleich durch ein Beispiel zeigen werde, die aus 
zwei vertriglichen, topologischen Zerlegungen zusammengesetzte Zerlegung 
nicht notwendig allgemein-stetig ist, so bleiben fiir das Folgende nur noch 
die stetigen Zerlegungen im Kreise unserer Betrachtungen. Zunichst 


Beispiel 5. & ist Teilraum von Kt" und besteht aus der Gesamtheit 
der Punkte (¢,7) mit |é—1|>1, 0<9<1. In Tf betrachte man die 
folgenden zwei topologischen Zerlegungen. 


(=*): E.Mn. sind: a) Jede der Strecken § =u, 0< <1 mit w<O0 

b) jeder Punkt (é,7) mit §>2,0<y<1. 

(X*): E.Mn. sind: a) Jedes Punktpaar (—1+~,x), (2,) mit 
0 < #48; 


b) jedes Punktepaar (A, x), (—*) mit 2<1i<3, 0<x<l; 


6) Ist jede der Zerlegungen (I°) durch eine Gruppe G, von topologischen Selbst- 
abbildungen von T erzeugt (siehe Satz 2d), so folgt Satz 18 unmittelbar aus der Zu- 
sammensetzbarkeit der @, zu einer Gruppe © von topologischen Seibstabbildungen 
von T und aus Satz 2d. 

7”) Um namlich iiber die Zusammensetzung von g-stetigen Zerlegungen zu einer 
topologischen Zerlegung etwas aussagen zu kénnen, wiren eingehendere Vorunter- 
suchungen iiber Schrumpfbereicheigenschaften von g-stetigen Zerlegungen notwendig, 
fiir die hier nicht der Platz ist. 
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c) jeder von den Punkten der Paare von a) und b) verschiedene Punkt 
von f. 

Das System {(&*), (X*)} ist vertriglich. Aber die aus den Zer- 
legungen (&*) und (T*) zusammengesetzte Zerlegung (TX) ist nicht all- 
gemein-stetig. Fiir die Menge 9, welche aus allen Punkten (f,7) mit 
E>2,0<n<1 besteht, ist M,,, nicht in T abgeschlossen [das Beispiel 
ist zugleich so eingerichtet, daB die Schrumpfhiille von (T) mit T identisch 
ist, also die Randbedingung (siehe 16.) fiir (XT) trivialerweise erfiillt ist). 

Beim Beweis des folgenden Satzes iiber die Zusammensetzung von 
stetigen Zerlegungen werden wir Gebrauch machen von dem 

Hilfssatz (e). Ist €, ein Schrumpfbereich der Zerlegung (T°) von T 
und M eine bzgi. (E*) vollsténdige Menge aus T, dann folgt fiir eine 
Menge 9 aus T, aus der Gleichung NE, — ME, die Vollstandigkeit von 
NM bzgl. (I). 

Beweis. Mit h, bezeichne ich die Bildung der vollstandigen Hiille 
bagl. (°). Es ist N,, = (N(T — E,) + NE), = R(T — E,) + (NE.)a,- 
Da M und €, vollstandig sind, so ist (NE,),, = (ME), — ME. = NEF, 
somit N,, = R(T — €,) + NE, = N; N ist aleo vollstandig. 

Der angekiindigte Satz lautet: 

Satz 19. Die zwsammengesetzte Zerlegung (&") eines endlichen, vertrag- 
lichen Systems {(Z")},.n (n={1, 2, ..., n}) von stetigen Zerlegungen (&”) 
ist wieder stetig. 

Beweis “). Ich bezeichne mit h, (vy en) bzw. mit h, die Bildung der 
vollstindigen Hiille bzgl. (X”) baw. (X"). Das System {(E”)},.» sei auf 
den Schrumpfbereichen ©, vertriglich. Ich zeige zunachst, daB es zu jedem 
Punkt x von TF eine Folge »,,¥,,..., ¥,, Von paarweise verschiedenen Zahlen 
aus n gibt, so daB 


{x}a, = (---(({z}a,)a,,)-- = {2 }a, dy, oy 


ist. Ist «,,a,,...,«, ingendeine Folge von Zahlen aus n(sZ n), dann ist 


{x} C{z}a,, also 


{2 hha, SLT hay hg, = (han, 
{2} ag ba, (Lz pig ha, = {2 hag, 


{2 }ng be, Sen he, ¢ {z}n,. 


**) Der zu beweisende Satz ist hinsichtlich stetiger Zerlegungen eine Verall- 
gemeinerung von Satz 16; jedoch ist hier ein Beweis durch den Schlu8 von n auf 
n+1 nicht méglich, da es bereits bei einem aus drei Zerlegungen bestehenden, ver- 
triglichen System vorkommen kann, da8 die aus je zwei von diesen Zerlegungen 





z gesetzte Zerlegung mit der dritten nicht vertraglich ist. 
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Hat man daher eine Folge »,,1,,...,¥,, gefunden, bei welcher {z}n, b,....a),, 
bzgl. (X") vollstandig ist, so folgt aus der Definition der vollstindigen 
Hiille: {z}a,C {2 }a, ay, hy» was zusammen mit obiger Ungleichung 
{z}a, = {z}a, a, ..- by, ergibt. Nun beschreibe ich ein Verfahren, nach 
welchem man eine solche Folge »,,¥,,...,%,, findet. 

Ist x zu jedem &, punktfremd, dann ist {x} €, = 0, nach Hilfssatz (e) 
(mit M0) ist {x} vollstindig bzgl. jeder der Zerlegungen (T”), d. h. 
bzgl. (£"), und daher gilt: {z},,={z}. Gibt es aber ein »,, so dab 
{x} ,,+ 0 ist, dann ist nach (V’): 


{z}a, = {z}a,G,, 


{zh, ©, = {z}s, &,. 
Ist auBerdem {x},, €, = 0 fiir jedes »’+ »,, dann ist nach Hilfssatz (e) 


{x},, bagl. jeder der Zerlegungen (E"), daher bzgl. (X") vollstindig. 
Daher gilt: 


also (v,): 


{x}, = {zhu,,. 
Gibt es aber ein y,+%,, so daB {x},, €,,+ 0 ist, dann folgt aus (v,): 
{2 }a,,r,, Er, 2 {z}a, ©, a {x}a,&,, 
und aus 


{x}a,.0,, S{2 hay 
die Ungleichung 


{z}a, a, G, C {2 }ay G,, ns 
Somit ist 
{x}a, r,, &,, — {z}n, &,, . 
Ist weiter y ein Punkt von {x},, G,,, so ist {x}, = {y}s,, und wegen (V ): 


{y}a,, = {z}a, G,- 


Durch Summation der letzten Gleichung iiber y folgert man mit Hilfs- 
satz (d): 


- {y}a,, = ({z}a,, G,,)a,, Fs {z}a, 2, G,, ~~ {z}a, G,, 4 
veleh, &,, 
Man hat also die Gleichungen 
(v,): {x }ay, ay, Er, = {2 hay, E, (A= 1,2). 


Dies geht so weiter. Ich beschreibe den allgemeinen Schritt: Man sei an- 
gelangt bei den Gleichungen 


(v,): {x} ay, by, ...ty, Gr, = {2}, G, (4=1,2,..., 1); (l<n). 
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Ist auBerdem {© }ay, ty, ...dv, Ge = 0 fiir jedes »’+¥,,%,,...,%,, dann ist 
nach Hilfssatz (e) {2}n, ry, ...r», a bzgl. jeder Zerlegung (I"), also 
bagl. (Z"), und es ist {x},,—={z}a,, ry, ...ry,- Gibt es aber ein »,,, +7, 
so daB {x}a, a,,...r,€,,,, +O ist, aan, folgen aus (v,), genau so wie oben 
fiir den Fall 1 = 1, die Gleichungen 


goeers ")> 


{2 }a,, hy, .--dy, G,, = {x}a, G, (A= 1,2,...,8) 


und aus der Vertraglichkeit durch Summation, genau so wie oben, die 
Gleichung 


Bras 


F = { 5 
{2 }hy, hog... by by, Er, , {z}a, ©, 
also zusammen die Gleichungen 
. om = 9 4 
(We.4): {}a,, ...hy, ty, , Eon = {hay E, (po =1,2,...,8 E). 


Das hier beschriebene Verfahren endigt spitestenfalls mit den Gleichungen 
(v,,): {2 }ay, dy... te, Evy = {zh, ©, (u=1,2,..., 


woraus dann nach Hilfssatz (e) folgt, daB {2},, hy, ty, bagl. jeder der 


Zerlegungen (~”) und daher bzgl. (T") vollstandig ist. 
Es gilt dann 


{2} ag = {2)a4, tote, 


Aus den vorhergehenden Betrachtungen folgt, daB sich zu jedem Punkt x 


von & eine Permutation Far Man see, GR pg e 1,2,...,” derart be- 
stimmen laBt, dab {x}, = {z}a,, hyde, 18 ; liefert namlich das obige 
Verfahren die Folge »,,»¥,, ..., ¥, von ee Zahlen aus n mit l<n 


und mit {x}, = {z}a,, Ang ---Iby,» 80 hat man nur die noch fehlenden Zahlen 
in irgendeiner Reihenfolge hinzuzufiigen, um eine Permutation der ge- 
wiinschten Art zu bekommen. Fiir die Bildung der vollstandigen Hiille 
irgendeiner Menge 9% aus T hinsichtlich der Zerlegung (T") ergibt sich 
hieraus die Formei 


Ma, = > Mr, le hy, > 


dabei ist die Vereinigungsmenge zu bilden fiir alle n! Permutationen 
¥ 


1» %_-++>¥%, Ger Zahlen 1,2,...,n. Denn diese Vereinigungsmenge ist 
bzgl. (&") vollstandig und jedenfalls nicht gréBer als M,,,, also gleich M,, . 

Ist YW eine abgeschlossene Menge aus T, dann ist wegen der Stetig- 
keit von (&"') nach Satz 3 (2.) die Menge M,,, in T abgeschlossen, wegen 
der Stetigkeit von (E") ist dann Mh, h,, in T abgeschlossen usw. Wegen 
der Stetigkeit aller (X”) ist also die Menge Mr,, hy, ... ty, in T abgeschlossen. 


Die Menge WI, ist als Vereinigungsmenge endlich vieler solcher Mengen 
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ebenfalls in I abgeschlossen. Damit ist aber nach Satz 3 (2.) die Zer- 
legung (") stetig und Satz 19 bewiesen. 

Aus diesem Beweis ersieht man zugleich, daB fiir die Stetigkeit der 
zusammengesetzten Zerlegung (X") statt der Vertriglichkeitsbedingung (V) 
auch die folgende hingereicht hatte: 

Es gibt eine endliche Folge »,, v,,...,¥% 
so daB fiir jede Menge Wt aus TF gilt: 

Ma, = Ma, dy, ... be, ° 


¥ 
¢ 


» (¢=n) von Zahlen aus n, 


Diese Bedingung kann erfiillt sein, ohne daB das System der Zerlegungen (T”) 
vertraglich ist”). Die Vertriglichkeit ist also keineswegs notwendig dafiir, 
da8 die aus einem System von Zerlegungen zusammengesetzte Zerlegung 
topologisch ist. Jedoch ist die Vertriglichkeitsbedingung (V) nur scheinbar 
enger im Vergleich mit der obigen Bedingung). 


Da die zusammengesetzte Zerlegung eines endlichen, vertriglichen 
Systems von endlichen Zerlegungen wieder endlich ist, so folgt aus den 
Satzen 19 und 4a der 


Satz 19a. Die zusammengesetzte Zerlegung eines endlichen, vertrag- 
lichen Systems von endlichen, stetigen Zerlegungen eines topologischen 
Raumes ist stetig und topologisch. 


Eine Folge von Satz 19 und 4b ist der 


Satz 19b. Die zusammengesetzte Zerlegung eines endlichen, vertrdag- 
lichen Systems von stetigen Zerlegungen eines normalen topologischen 
Raumes ist stetig und topologisch. 


Die folgenden Siatze beruhen zum Teil auf dem 
Hilfssatz (f). Jedes Teilsystem {(T*°)},., eines vertraglichen 


Systems { (Z)yaes (8 £8) von Zerlegungen (&*) ist wieder ein vertrig- 
liches System. 


Beweis. Sei xe€,, dann ist wegen der Vertriglichkeit des Systems 
{(Z*)}oes nach (V’): {x}y, —={x}s,€,2{x}n,E,. Da aber {x}, {z},,, 
so ist {x},,—{r}a,€,C{z}s,€,. Somit gilt {x},,—{z},,E,, also ist 
nach (V’) das System {(T°)},., ein vertrigliches System. 

Eine Verallgemeinerung von Satz 19 ist der 

Satz 20: Die zusammengeseizte Zerlegung (5°) eines vertrdglichen 
Systems {(E°)},<s von stetigen Zerlegungen (X") ist stetig, falls sich zu 
jedem o aus 8 ein Schrumpfbereich E, von (X°) derart angeben lapt, dap 


%) Siehe das Beispiel von FuBnote *”). 
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1° 4,6, =0, und 

2° jede E.M. der Zerlegung (X°) mit nur endlich vielen Schrumpf- 
bereichen ©, Punkte gemein hat. 

Beweis. Man darf annehmen, da8 das System von Schrumpfbereichen 
der Zerlegungen ({"), auf welchen das System {(T*)},.5 vertriglich sein 
mége, mit dem System der in den Bedingungen 1° und 2° vorkommenden 
Schrumpfbereichen €, identisch ist. Ware dies nimlich nicht der Fall, so 
briuchte man nur, da der Durchschnitt zweier Schrumpfbereiche einer 
und derselben Zerlegung wieder ein solcher ist, das System der Durch- 
schnitte der zu denselben Zerlegungen gehérigen Schrumpfbereiche der 
beiden genannten Systeme zu bilden, und man hatte dann ein System von 
Schrumpfbereichen, auf welchen das System {(&°)},.. vertriglich ist und 
fiir welche gleichzeitig die Bedingungen 1° und 2° erfiillt sind *). 

Sei nun £ irgendeine E.M. der Zerlegung (*), {(Z")},.n (8) 
das nach Voraussetzung endliche System derjenigen Zerlegungen (&”), fiir 
welche HE, +0. Wegen 1° und der Abgeschlossenheit der €, ist nach 
Hilfssatz (c) (9.) die Menge a, = €, abgeschlossen in T. Es ist 


es—n @ 

WE=0, aloo T—A—B eine (offence) Umgebung von Z in T. Die 
Indizes hg und k, beziehen sich auf (&*), A, und k, auf die aus 
den (&”) (ven) zusammengesetzten Zerlegungen (T"). Ist WCB und 
ze %,,, dann ist {xz}, CW, CB, also {x}, W—0. Nach Hilfssatz (e) ist 
daher {x},, bzgl. jeder der Zerlegungen (Z*) (g¢3 —n) vollstandig, da- 
her bagl. (£*), und somit ist {x}, —{2},,. Also ist W,, bzgl. (E*) voll- 
stindig, und es gilt W,, — Wz, 1, C Wr,. Da aber stets W,, — Wiz, C Wz, 
ist, so hat man YW, = W,,. Sei nun =U (£/T); dann ist nach (B’) b) 
auch Y= BUC eine Umgebung von Z in I und BW, — Wz, CU. 
Nach Hilfssatz (f) ist das System {(&”)},., ein vertrigliches System. Da 
die Zerlegungen (&”) stetig sind, so ist nach Satz 19 die Zerlegung (&") 
stetig. Zufolge Satz 3a ist YW, , nach (B’)a) auch U,, eine Umgebung 
von E in {. Nach Satz 3a ist somit (£*) stetig und Satz 20 bewiesen. 

Der Satz 20 gilt bei geeigneter Erweiterung der Voraussetzungen auch 
dann noch, wenn die Bedingung 2° nicht fiir alle E.Mn. von (&*) erfiillt 
ist. Man verlangt dann: Falls die Bedingung 2° fiir die E.M. E von (T°) 
nicht erfillt ist — ich nenne dann eine solche E.M. eine (bzgl. des 
Systems der €,) singuldre E.M. —, so lasse sich zu jedem Punkt x von EZ 


®) Sind die in Frage kommenden Bedingungen (Bedingung 1°, Bedingung 2°, 
Vertriglichkeitsbedingung) fir ein System {€,},,, von Schrumpfbereichen €, erfiillt, 
so sind sie es erst recht fir ein System {€/},,,, bei welchem €/ c€,, ist. 
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eine Umgebung 2% von 2 in & und eine endliche Teilmenge m, von 8 

derart bestimmen, da8 fiir jede von E verschiedene E.M. E’ von (&°), 

welche mit 28 Punkte gemein hat, der Durchschnitt Z’ 2 €, = 0 ist. 
e 


e$—my 
Hieraus folgt unmittelbar, daB es zu jeder singularen E.M. eine Umgebung 
in & gibt, mit der keine weitere singulare E.M. Punkte gemein hat. Die 
singuléren E.Mn. liegen also voneinander isoliert. 

Ich zeige, daB fiir jede U(#/T)—U einer singuléren E.M. E die 
Menge U,, eine Umgebung von £ in & ist. Sei x ein Punkt von Z; dann 
gibt es eine Umgebung % von z in Tf und eine Teilmenge m, von 8 mit 
den oben angegebenen Eigenschaften. Nach Hilfssatz (f) ist das System 
{(E")}...m,- der Zerlegungen (X“) ein vertrigliches System, nach Satz 19 
ist dann die zusammengesetzte Zerlegung (&"*) stetig. GemaB der De- 
finition der zusammengesetzten Zerlegung ist E vollstandig bzgl. (&™*). 
Nach Satz 3a ist daher die Menge U,,, eine Umgebung von 2£, 
d.h. auch von z in &. Ist y ein Punkt von U,,,, %, dann gehort 
er entweder Z an oder nicht. Im ersten Fall ist, da ECU,,, wy Punkt 
von U,,%8. Im anderen Fall ist wegen der Eigenschaft von %& der 


Durchschnitt {y}, x €=0, und da {y}a, Cf{y}a, ist, auch 
$e == 


e8— My 


(Yoon, =, Ee=0. Nach Hilfssatz (e) ist dann {y}, 


+$— my 


bagl. jeder der 


Me 
Zerlegungen (T°) (g¢8—m,), also bzgl. jeder der Zerlegungen (T") (oe 8), 
und somit bzgl. (T°) vollstindig. Daher ist {¥}aun, = {y}a,- Dann ist 
(Y}nc = (Yim, Ge, GU, also {y},,CU,,, und daher auch im zweiten 
Falle y ein Punkt von U,, W. Somit gilt: Uy, WOU, WCU,,. Daher 
ist Ul, nach (B)a) und b) eine Umgebung von z in Tf. Dies gilt fiir 
jeden Punkt x von £, d.h. dann, daB Uy, eine Umgebung von £ in T 
ist. Aus dem Beweis von Satz 20 folgt, daB fiir jede U(#/T) = U jeder 
nicht singuliren E.M. BE von (&*) die Menge U,, ebenfalls eine Umgebung 


Mz 


von E in TF ist. Nach Satz 3a ist dann (Z*) stetig. Damit haben wir 
den folgenden, die Satze 19, 19b und 20 umfassenden Satz bewiesen: 
Satz 21. Die zusammengesetzte Zerlegung (X*) eines vertrdglichen 
Systems {(I")\a,¢ von stetigen Zerlegungen (X") eines topologischen 
Raumes J ist stetig, falls sich zu jedem o aus 8 ein Schrumpfbereich ©, 


von (3°) derart bestimmen lapt, dap 
1° AG, =0, und 
2° fiir jede E.M. der Zerlegung (X*) gilt: Entweder ist E zu fast 
allen (d. h. mit Ausnahme von endlich vielen) ©, punktfremd, oder 
E heiBt dann singuldr — zu jedem Punkt x von E gibt es eine Um- 
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gebung YW von x in I und eine endliche Teilmenge m, von 8, so dap fiir 

jede von E verschiedene E.M. E’ von (X*), welche mit W Punkte gemein 

hat, der Durchschnitt E’ = " €,=0 ist. Ist auberdem EX ein normaler 
est—M, 


topologischer Raum, so ist nach Satz 4b die Zerlegung ( ft") topologisch. 

Damit beschlieBe ich die Reihe der Satze iiber die Zusammensetzung 
von Zerlegungen. Ist ein System von Zerlegungen vorgegeben, auf welches 
keiner der obigen Sitze anwendbar ist, so wird man, um zu entscheiden, 
ob die zusammengesetzte Zerlegung (T) topologisch ist, am besten (T) selbst 
mittels der Kriterien (8) und (T) priifen, selbst dann, wenn man es mit 
einem vertraglichen System von stetigen, topologischen Zerlegungen zu tun 
hat. Denn zu diesem Schritt wird man beispielsweise faktisch gezwungen, 
wenn das vorgegebene System das Ursystem (siehe 18.) einer trennbaren 
Zerlegung ist. 


20. Die als Heftungen bekannten Prozesse, welche bei der Herstellung 
einer in abstracto geschlossenen Flache I2° aus einem Fundamentalpolygon 
(oder mehreren Polygonen) durch Randerzuordnung, analog bei Herstellung 
einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit 92° durch Zuordnung von Rand- 
polygonen eines Fundamentalpolyeders (oder mehrerer Polyeder (Zellaufbau)) 
und ebenso bei Herstellung n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten I" auf- 
treten **), lassen sich in die Lehre von den Zerlegungsraéumen einordnen. 
Darauf mége im folgenden unter Bezugnahme auf die Ergebnisse der vor- 
ausgehenden Untersuchungen naher eingegangen werden. 

Ich beschreibe zunichst das einfachste Beispiel einer Heftung, die 
Paarheftung ™*): 

Seien W,, WM, zwei punktfremde, abgeschlossene, zueinander homéo- 
morphe Teilmengen (,,Heftungsmengen“) des topologischen Raumes {, 
und H, , eine topologische Abbildung von %, auf %, (H,,. und Hy, = Hy 
mégen ,Heftungsabbildungen“ genannt werden). Ich definiere auf der 
Punktmenge U=— A, + MW, die topologische Selbstabbildung T°: I" stimmt 
auf %, mit H, ,, auf Y&, mit H, , iiberein (7 = ’~*). Um nun den Raum T 
»langs U,, Y, gemap H, 4“ zum Raum & zu verheften, betrachte man 
die Gruppe @, die aus den Abbildungen I’, ’~* und aus der identischen 
Abbildung | (von %) besteht, und bilde diejenige Zerlegung (T) von T, 
fiir welche & Schrumpfbereich (siehe 16.) ist, und die Zerlegung (%) von % 
(siehe 15.) mit der durch die Gruppe © in % erzeugten Zerlegung (siehe 10.) 
iibereinstimmt **). Nach Satz 5 ist (Y%) und daher nach Satz 14 die Zer- 


*) Siehe Fu8note *°). 

) Siehe FuBnote *), S. 180. 

%) Die Zerlegung (M) kénnte man auch so definieren: E.Mn. von (%) sind die 
Mengen {x} + {Zhu wobei x ein Punkt von Y, ist. 
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legung (2) stetig und topologisch. Durch die zu (EX) gehé.ige Abbildung A 
(siehe 2.) wird die Heftung vollzogen. 

Die Bedingung, daB %, und YU, punktfremd sind, kann man fallen lassen. 
Dafiir soll gefordert werden, da8 im Durchschnitt WU, U, die Abbildung H, , 
die identische ist; die Definition von (Z) bleibt dann die obige. Diese 
Forderung hat zur Folge, daB die durch (T) in YU, erzeugte Zerlegung (U1, ) 
die identische Zerlegung von Y, ist (A= 1, 2). 

Nun betrachte man das folgende spezielle System von Paarheftungen: 

Sei {2 }..+ ein System von abgeschlossenen, zueinander homéomorphen 
Teilmengen YU, (Heftungsmengen) von T und {H,,,},,,.+ ein System zu- 
gehériger Abbildungen (Heftungsabbildungen), so daB H,,—Hj;) die 
Menge Y, topologisch auf YU, abbildet, zugleich aber auf dem Durchschnitt 
UU, mit der identischen Abbildung iibereinstimmt. Jedes Paar von In- 
dizes x,4 aus dem Indizessystem f liefert demnach eine Paarheftung mit 
der zugehérigen Zerlegung (”) —(E%”). Die aus all diesen Zerlegungen 
zusammengesetzte Zerlegung von & bezeichne ich mit (T), die Erzeugung 
von & aus & nenne ich eine Reihenheftung lings der Mengen UW, (x « f) 
gemaiB der Abbildungen H, , (x, /« f). 

Dabei pflegt man zu verlangen, da® fiir jede Tripel x, 4, uw aus f die 
zusammengesetzte Abbildung 


(W): H. iH, =! 
(1 die identische Abbildung) ist ™, 

Die Bedingung (W) entspricht nun genau der Vertriglichkeitsbedingung (V) 
fiir das System {(&%”)},,,-+ im Sinne von 18. In der Tat: Ist (W) 


erfiillt, dann ist das System {(]%”)},,,, auf den Schrumpfbereichen 
€,.y =U, +, vertriglich. Es ist nimlich fiir den Punkt x von Y: 
{x}, = p> Da}. , wobei sich h auf ({) bezieht. Da H, , auf UW, die 


identische ‘ Abbildung ist, so folgt 


{z}, G..y = ({x}+ {x}, ,) & = {2}, a €.. »> 

was nach (V’) die Vertriglichkeit des obigen Systems von Zerlegungen 
bedeutet. i 

Ist umgekehrt das System {((t™*)},. aet Vertriglich, dann ist, da 
((U, + M,)— A, W,], dieSchrumpfhiille von (T”) ist, wenn W,— AW — A, , 
gesetzt wird: (Mf, ,) = (f, ,**); letztere Zerlegung ist aber nach obiger 
Bemerkung die identische Zerlegung. Nun ist klar, daG jede Elementar- 
menge von (X,) durch H, , auf eine Elementarmenge von ( Y,) abgebildet 


“4) Siehe FuBnote ™). 
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wird. Da H, , auf &%, die identische Abbildung ist, so folgt 
De = a (Mf, ,) = aa A Wt; 


ta] “ 
whet ad - wet 


daher™*) ist ({") die identische Zerlegung. AuBerdem ist aber, weil alle H, 
auf D = 4 u, die identische Abbildung sind, D bzgl. (I) vollstandig und 


(D) die identische Zerlegung. Somit ist auch (UM, ) die identische Zerlegung, 
woraus H, .H, ,H,,=!, also (W) folgt. 

Ist f endlich, so ist Satz 19a anwendbar: (T) ist stetig und topo- 
logisch. 

Ist aber f unendlich, so mu man, um ein topologisches (IT) zu er- 
halten, die “%, und H, , noch weiteren Bedingungen unterwerfen. Als ein 
solches System weiterer Bedingungen laBt sich das folgende als brauchbar 
nachweisen : 

1. Die Menge &A == YW 


xet 


2. fiir jede Menge 9 C % gilt 
YA, [ A (RU) A (RA,) 


ist in T abgeschiossen; 


* 


ae 


My, A 


3. fiir den Schrumpfbereich % der Zerlegung (ZT) ist die Rand- 
bedingung (siehe 16.) erfiillt **). 

Unter all den angefiihrten Voraussetzungen iiber die YU, und H_ , er- 
weist sich, wie hier nicht naher ausgefiihrt werde, die durch (T) ‘in % 
erzeugte Zerlegung (%) als g-stetig und topologisch. Ist auSerdem (T) 
trennbar, so folgt aus Satz 14, dab (I) topologisch ist. 

Wann bei unendlichem f die Zerlegung (W%) und damit (T) stetig 
ist, habe ich weiter nicht untersucht; jedenfalls liefert Satz 7 ein hin- 
reichendes Kriterium hierfiir. 

Der Zusammensetzung von stetigen, aus Reihenheftungen entspringen- 
den Zerlegungen im Sinne von 18., 19. steht nichts im Wege. Die dabei 

8) Sind namlich x, y zwei verschiedenc Punkte von Y&“, also nicht in AM 
enthalten, so sind zwei Fille méglich: 

1. Es gibt ein “%,, welches weder « noch y enthalt; dann ist x und y Punkt 
von (My. pity, pe’ 

2. Jede Heftungsmenge U, enthalt wenigstens cinen der Punkte x und y; dann 
gibt es ein U,, welches x, aber nicht y, und ein %,, welches y, aber nicht x ent- 
halt; in diesem Falle ist dann 2 und y in (Matte, enthalten. 


AuBerdem ist fiir x, 4, wet die Zerlegung ((M%,.a)n, ol die identische. 


*) Das Zeichen A (siehe 9.) kann wegen 1. sowohl auf den Raum T wie auch 
auf den Teilraum % bezogen werden. 
%) Diese drei Bedingungen sind bei endlichem f von selbst erfiillt. 
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auftretenden Vertraglichkeitsbedingungen gehen wiederum darauf hinaus, 
daB die zusammengesetzte Zerlegung (T) in jeder Heftungsmenge die 
identische Zerlegung erzeugt **). 

Fiir die Untersuchung aller praktisch vorkommenden Systeme von 
Heftungen *°) ist Satz 21 vollkommen ausreichend. Welche Bedeutung den 
in Satz 21 genannten singuldren E.Mn. bei Heftungen zukommt, mége 
noch durch ein Beispiel erlautert werden: 

Die Riemannsche Flache von logz kann man durch folgende Hef- 
tungen herstellen: 

Sei n={..., —2, —1,0,1,2,...}, »en und T&T, die Halbebene 
(—1)"»,<0 des Euklidischen Raumes Si? der Zahlenpaare (£,,,). Ich 
bilde den Summenraum T = > T,**) und betrachte in T das folgende 
System von Paarheftungen: ”*" 

Die »-te Paarheftung habe die Heftungsmengen Y%;, UW; und die Hef- 
tungsabbildung Hj. —(H.,,)~*. Dabei ist Mf die Menge aller Punkte 
(é,, »,) mit (—1)"& >0, n, = 0, und YW, die Menge alle Punkte ( 
mit (—1)"&,,>0, »,,,=0; die Abbildung H;, ist durch &,, = & 
gegeben. (Die »-te Paarheftung macht aus dem Summenraum T,-+ T,_, 
eine langs der einen Halfte der reellen Achse aufgeschlitzte Ebene.) Be- 
zeichne ich mit (T") die zur »-ten Paarheftung gehérige Zerlegung von T, 


Sy4a? "y+1) 


*) Die betreffenden Bedingungen lassen sich auch durch den Gleichungen (W) 
entsprechende Zusammensetzungsgleichungen in den Heftungsabbildungen ausdriicken: 

Jede aus einer endlichen Folge von Heftungsabbildungen zusammengesetzte 
Abbildung soll, falls sie einen Sinn hat, d. h. an einer nicht leeren Teilmenge M des 
Urbildbereichs der 1. Abbildung der Folge ausfiihrbar ist und wenigstens einen Punkt 
von M auf einen Punkt des erwihnten Urbildbereichs abbildet, die identische Selbst- 
abbildung von M% sein (vgl. FuBnote *), 8. 181, 190). 

Z. B. ist das folgende System von Heftungen nicht vertriglich: & ist eine 
Rechtecksfliche mit den Ecken A,, A,, A,, A, einschlieBlich Rand. In Tf betrachte 
man folgende zwei Paarheftungen: Bei der 1. Paarheftung sind die Strecken A, A, 
und A, A, die Heftungsmengen, die Heftungsabbildung ist die kongruente Abbildung 
von A, A, auf A, A, (zugehdrige Zerlegung sei (T*)); bei der 2. Paarheftung sind 
die Strecken A, A, und A, A, die Heftungsmengen, die Heftungsabbildung ist die 
kongruente Abbildung von A, A, auf A, A, (zugehdérige Zerlegung sei (=*)). Die 
Zerlegungen (X*) und (T*) sind stetig und topologisch, aber nicht vertriglich; ihre 
Zusammensetzung aber ergibt eine stetige, topologische Zerlegung (IT) von T (J ist 
das topologische Bild einer Torusfliche). 

Jedoch kann man durch Halbierung der Heftungsmengen und dann durch Ein- 
fiihrung der hierzu gehérigen Heftungen (man hat dann 4 Paarheftungen) ein ver- 
trigliches System Garaus machen. 

**) ist der Raum, der aus den Punkten aller I, besteht, wobei man als Um- 
gebung eines Punktes z von Tf (er sei in T,) in T jede Menge aus T bezeichnet, die 
eine Umgebung von z in f, enthilt (siehe FuGnote *), 8. 298). 
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so folgt, daB das System {(&")},. , auf den Schrumpfbereichen ©, = WU} + YU! 
vertriglich ist und mit denselben ©, die Bedingungen von Satz 21 erfiillt. 
Die E.M. E, der Zerlegung (&"), welche aus den Punkten (0, 0) aller 
T, (yen) besteht, ist dabei eine singulire E.M. Fiir den Raum T", d.i. 
die Riemannsche Flache von logz, ist der Punkt Ey ein Windungspunkt 
unendlicher Ordnung, fiir die Funktion logz eine wesentlich singulire 
Stelle. 

Durch Zulassung von singuliren E.Mn. bei der Zusammensetzung von 
Zerlegungen sind also in unsere Betrachtungen auch solche Zellaufbauten 
von I" eingeschlossen, bei welchen es vorkommen darf, daB ein Punkt 
von IR" unendlich vielen Zellen gemeinsam ist **). 


Es sei mir gestattet, Herrn Professor Tietze, auf dessen Veranlassung 
die vorliegende Arbeit entstanden ist und der mir bei der Ausarbeitung 
mit seinem Rat zur Seite stand, hier meinen herzlichen Dank auszu- 
sprechen. 


*) Bei solchen Zellaufbauten ist die Bedingung A4) von FuBnote *), S. 188 
nicht mehr erfillt; siehe auch FuBnote *), S. 190, FuBnote *). 


(Eingegangen am 12. 6. 1931.) 


Zusatz bei der Korrektur. 

Wahrend der Drucklegung ist eine Arbeit von R. Baer und F. Levi, 
Stetige Funktionen in topologischen Raiumen, Math. Zeitschr. 34 (1931), 
8. 110— 130, erschienen, welche mit dem ersten Teil meiner Arbeit einige 
Beriihrpunkte aufweist. Hinsichtlich der Begrifisbildungen ,,stetige Zerlegung“ 
und ,,Zerlegungsraum“ bestehen aber zwischen der Arbeit von R. Baer-F. Levi 
und der meinen gewisse Unterschiede, auf die ich an anderer Stelle naher 
eingehen méchte. 








Das Identititsproblem fiir Gruppen mit einer 
definierenden Relation. 


Von 
W. Magnus in Gottingen. 


Einleitung. 

Es sei eine Gruppe gegeben durch gewisse (endlich oder abzihlbar 
unendlich viele) erzeugende Elemente a,,a,,@,,... und gewisse zwischen 
diesen bestehende ,,definierende Relationen“: 

R,,(a,, Gs, @g,...) =1 (&=1, 2, 3,...). 

Jeder aus den Erzeugenden a,,a,,a@,,... und ihren Reziproken 


a,;',a,',a;",... gebildete endliche Ausdruck (jedes Wort“, wie wir sagen 
wollen) reprisentiert dann ein Element der Gruppe; aber nicht in ein- 
deutiger Weise: vielmehr laBt sich jedes Element auf unendlich viele Weisen 
durch Worte reprisentieren. Das Identitits- oder Wortproblem ist nun die 
Aufgabe, ein Verfahren zu finden, um von zwei beliebigen Worten W, und 
W, in endlich vielen Schritten zu entscheiden, ob sie dasselbe Gruppen- 
element reprisentieren, oder, was dasselbe ist, um von einem beliebigen 
Wort zu entscheiden, ob es gleich eins ist oder nicht. 

Das Identitatsproblem ist erstens unmittelbar fiir die Topologie von 
Bedeutung"); aber zweitens ist es wohl ijberhaupt fiir die Untersuchung 
unendlicher Gruppen wichtig; will man z. B. eine Untergruppe H einer durch 
Erzeugende und definierende Relationen gegebenen Gruppe @ ihrerseits 
durch Erzeugende und definierende Relationen darstellen, so hat man ein 
System von Reprisentanten der Nebengruppen von H in G anzugeben*) und 


1) Siehe M. Dehn, Uber unendliche diskontinuierliche Gruppen. Math. Annalen 71 
(1912), S. 116. 

*) Siehe K. Reidemeister, Knoten und Gruppen. Abhandlungen aus dem mathe- 
matischen Seminar der hamburgischen Universitét 5 (1927), 8.7; O. Schreier, Die 
Untergruppen der freien Gruppen, ebenda 8. 161. 
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ein Verfahren, um zu jedem Element von G den zugehérigen Reprisen- 
tanten zu finden. Falls H invariant ist, impliziert dies das Identitits- 
problem fiir G/H. 


Im folgenden soll das Identitaétsproblem fiir Gruppen mit nur einer 
definierenden Relation gelést werden. Dabei wird man natiirlich einen ge- 
wissen Einblick in die Struktur der Gruppen mit einer definierenden 
Relation erhalten, wie z. B. ein unten formulierter Satz iiber die in ihnen 
als Untergruppen enthaltenen ,freien* Gruppen zeigt. Freie Gruppen sind 
solche mit gar keiner definierenden Relation*); zwei Worte W, und W,, 
die dasselbe Element einer freien Gruppe reprisentieren, lassen sich durch 
Anwendung der Regeln a,a;*=—1, a;'a,—1; a,a;'=1, ay’a,—1,... 
ineinander iiberfiihren; wir sagen dafiir: W, ist identisch mit W,, und 
schreiben W, = W,. 

Es gilt: Unter allen miteinander identischen Worten W gibt es genau 
eines, W,, welches sich nicht mehr mit weniger Zeichen*) schreiben |aBt; 
man erhalt es, indem man aus einem beliebigen Wort W so oft als még- 
lich alle Zeichenfolgen a,a,;*,a;'a,; a,a,°,... streicht; das gleiche gilt, 
wenn man alle Worte W ,zyklisch* schreibt, d. h. das erste Zeichen als 
dem letzten benachbart ansieht und dementsprechend identische Umfor- 
mungen vornimmt. Man kann also in einer freien Gruppe nicht nur das 
Identitatsproblem lésen, sondern auch das Transformationsproblem, d. h. 
man kann entscheiden, ob es zu zwei Worten W, und W, ein drittes, 7, 
gibt, so daB 


W,=TW,T™ 


ist. Ebenso kann man in freien Gruppen das weiter unten formulierte 
,erweiterte* Identitaétsproblem lésen. 


*) Grundsiatzlich sind freie Gruppen solche, welche iiberhaupt eine Darstellung 
mit Erzeugenden, zwischen denen keine Relation besteht, zulassen. Im folgenden 
werden wir jedoch meist dann von freien Gruppen reden, wenn zwischen den in der 
betreffenden Darstellung benutzten Erzeugenden keine Relation besteht. Z. B. er- 
zeugen a,b,c eine freie Gruppe von zwei Erzeugenden, wenn zwischen ihnen die 
Relation (abc)*ab=1 besteht; es gibt aber noch kein allgemeines Verfahren, um 
von einer beliebigen Gruppe zu entscheiden, ob sie mit einer freien Gruppe isomorph 
ist oder nicht. 


*) Lautet ein Wort, ausfiihrlich geschrieben, 

a; a; a;? ee air, 

wobei ¢, =+1,2,=+1,... ist, und die Zahlen i,, i,, i,, ..., i, irgend welche Zahlen 
der Reihe 1, 2, 3, ... sind, so heiBt & die Zahl der Zeichen, aus denen das Wort be- 
steht. Dagegen hei®t die Zahl der verschiedenen in dem Wort vorkommenden a, 
die Zahl der in ihm auftretenden Erzeugenden. 
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Diese Tatsachen werden im folgenden oft benutzt werden, da erstens 
manche Aufgaben z. B. auf ein Transformationsproblem in einer freien 
Gruppe zuriickgefiihrt werden, und da zweitens die Gruppen mit einer 
definierenden Relation iiberhaupt mit den freien Gruppen eng verkniipft 
sind; das zeigt sowohl ihr spater zu besprechender Aufbau mit Hilfe der 
Schreierschen Konstruktion des ,freien Produktes mit vereinigten Unter- 
gruppen“ zweier Gruppen, als auch z. B. der Satz, daB Gruppen mit einer 
definierenden Relation ,im allgemeinen“ freie Untergruppen von zwei (und 
also auch solche von unendlich vielen) Erzeugenden enthalten, Ausnahmen 
sind nur die folgenden Fille: 

1. Die Gruppe besitzt nur eine Erzeugende, 

2. Die Gruppe besitzt zwei Erzeugende a und 6 und ist isomorph 
mit einer Gruppe mit einer der definierenden Relationen 


aba"b-*=1 (n= 0, +1, +2,...). 


In diesen Fallen ist die Kommutatorgruppe Abelsch. 
Der Beweis hierfiir 148+ sich im wesentlichen®) mit Hilfe der im fol- 
genden benutzten Mittel fiihren. 


Bei der Lésung des Identitaétsproblems stellt es sich als zweckmabig 
heraus, sogleich eine etwas allgemeinere Aufgabe zu lésen, die im folgenden 
als ,erweitertes Identitdtsproblem“ bezeichnet wird. Es handelt sich dabei 
um folgendes: 


Es mégen die Erzeugenden a;,, a;,, a;,,... eine beliebige, eventuell leere 
Teilmenge der Menge der Erzeugenden a, (i = 1, 2,3, ...) der vorliegenden 
Gruppe @ bilden. Es sei ferner 

W(... @, +») 


ein beliebiges Wort aus den a;. Dann wird nach einem Verfahren gesucht, 
um in endlich vielen Schritten zu entscheiden, ob sich W auf Grund der 
definierenden Relation R =1 von @ in irgendein Wort 


W(... ay...) 


verwandeln laBt, das nur noch aus den Erzeugenden a;,,a;,,... besteht 
(falls die Menge derselben leer ist, ist natiirlich W=1). Dabei soll stets 
gefordert werden (auch wenn es nicht ausdriicklich gesagt ist), daB man, 
falls W gleich einem Worte W ist. mindestens ein solches Wort W auch 


5) Man braucht auBer den Satzen der folgenden Paragraphen noch einige Unter- 
suchungen itiber das ,,Wurzelproblem“. Siehe Magnus, Uber diskontinuierliche Gruppen 
mit einer definierenden Relation, § 7, in Journal fiir die reine u. angew. Mathe- 
matik 163 (1930). 
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wirklich angeben kann. Das erweiterte Identititsproblem ist also eine 
Frage, die véllig von der speziellen Darstellung der Gruppe abhiangt. 

Die Lésung des erweiterten Identitatsproblems geschieht in mehreren 
Schritten. In §1 wird zunichst gezeigt werden, wie sich mit Hilfe eines 
Satzes von QO. Schreier*) iiber die ,,Existenz des freien Produktes mit ver- 
einigten Untergruppen“ zweier Gruppen und des sogenannten_,,Freiheits- 
satzes*)“ gewisse Vereinfachungen der Fragestellung ergeben; u. a. auch die 
Lésung des erweiterten Identitatsproblems in einem Spezialfall. In § 2 wird 
dann unter gewissen einschrinkenden Bedingungen eine Zuriickfiihrung des 
erweiterten Identitatsproblems in der urspriinglich gegebenen Gruppe G@ auf 
die Lésung desselben fiir eine einrelationige Gruppe H,, deren definierende 
Relation weniger Zeichen enthilt als die von G, vorgenommen. Wesent- 
liche Hilfsmittel sind dabei der oben erwaihnte Satz von O. Schreier und 
der Freiheitssatz. In § 3 wird dann gezeigt, daB man die einschrinkenden 
Voraussetzungen des § 2 stets durch Einbettung der vorgegebenen Gruppe G 
in eine umfassendere Gruppe G erfiillen kann. 


§ 1. 


Vereinfachungen und Hilfsmittel. 


Es seien wieder a,, a,,@,,... die Erzeugenden unserer Gruppe G. Ihre 
Zahl braucht nicht endlich zu sein, aber es ist jedenfalls gewib, daB in 
der definierenden Relation R 1 von G@ nur endlich viele Erzeugende auf- 
treten. Wir wollen nun sagen, eine bestimmte Erzeugende, etwa a,, trete 
in der Relation R=1 ,,wirklich“ auf, wenn R, zyklisch geschrieben, nicht 
durch identische Umformungen in einen Ausdruck verwandelt werden kann, 
der a, nicht mehr enthalt, oder anders ausgedriickt, wenn es kein Wort T 
gibt, so daB TRT~* identisch ist mit einem Wort, das a, nicht mehr 
enthalt. Nach dem ,,Freiheitssatz“*) gilt dann: Kommt eine Erzeugende, 
elwa a,, in der Relation R=1 von G wirklich vor, so besteht zwischen 
den von a, verschiedenen Erzeugenden von G keine Relation; dieselben 
erzeugen eine freie Gruppe. 

Dies liefert eine erste Vereinfachung des erweiterten Identitatsproblems: 
Will man von einem Worte W aus den a; (¢ = 1, 2,3,...) entscheiden, ob 
es gleich einem Worte W aus den Erzeugenden aj,, a;,, a;,,... ist, und 
kommt a, unter den Erzeugenden aj,, a;,, @;,,... nicht vor, so geniigt es, 
ein Verfahren zu finden, um zu entscheiden, ob W gleich einem Wort W’ 
aus den Erzeugenden a,,a,,... ist, und W gegebenenfalls in W’ zu ver- 


*) 8. Anmerkung *). 
*) 8. Anmerkung °). 
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wandeln; denn wenn dann W’ gleich einem Worte W ist, ist W’ = W, und 
ob das der Fall ist oder nicht, ist leicht zu entscheiden*). 

Weitere Vereinfachungen liefert ein Satz von 0. Schreier®), den wir 
fiir unsere Zwecke so formulieren: 

Eine Gruppe G sei gegeben durch zwei Systeme von Erzeugenden 
a, (u=1,2,3,...) und 6, (»=1,2,3,...), zwischen denen erstens die 
Relationen 


R,(...4,...)=1 und §,(...b,...)=1 (6,4 =1,2,...) 


bestehen mégen; die von den a, bzw. b, erzeugten Gruppen mit den de- 
finierenden Relationen R;=1 bzw. S,—1 médgen WU bzw. B heiBen. Die 
Teilmengen a, , @,,, @,,--- baw. b,,, b,,, b,,,... der Erzeugenden a, bzw. 6, 
mégen Untergruppen ©, bzw. ©, von UW bzw. B erzeugen. ©, und G, seien 
holoédrisch isomorph, und zwar so, daS die Zuordnung von a,, zu 
b,, (4=1,2,3,...) eime isomorphe Abbildung von @, auf G, liefert. 
Unsere Gruppe G@ besitze dann zweitens auBer R;—1, S,—1 noch die 
definierenden Relationen 

s Gy, =), (4=1, 2,3,...). 


G heiBt freies Produkt von U und B mit vereinigten Untergruppen ©, 
und &,; falls ©, und ©, nur aus dem Einheitselement bestehen (z. B. die 
Menge der a,,, leer ist), heiBt G einfach freies Produkt von & und $. Wir 
setzen noch a, = by, = und bezeichnen mit A,,A,,... bzw. B,, B,,.. 
bzw. C,C,,... irgend welche Worte aus den a, bzw. b, bzw. c,. Dann gilt: 

Jedes Wort W aus @ laBt sich in einer der Formen 


C; A, B, A. B,.... Ax Br 


darstellen, wobei A, und Bx gleich eins sein diirfen, aber im iibrigen keines 
der Worte A und B gleich einem Worte C ist — falls nicht W tiberhaupt 
gleich C ist. Eine solche Darstellung wollen wir reduziert nennen. Ist 
W+C, und 

W= A, B, A, B,... Ay Bz 


eine zweite reduzierte Darstellung von W, so gilt K = L und 

C,A,= A, C:; OC, A, = Az Cr, sees C,A,= AzCz, 

C;B,= B, Ci, Ci B= B, C3, tees Ci Br = B,C, 
(wobei zu beachten ist, daB die c, sowohl als Erzeugende a, wie als 6, auf- 
gefaBt werden kénnen). — Daraus folgt der 


*) 8. Einleitung. 
*) §. Anmerkung *). 
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Hilfssatz. Ist W ein beliebiges Wort aus der Gesamtgruppe G, und 
kann man in U und B entscheiden, ob ein Wort A oder B sich in ein 
solches aus den c, verwandeln laft, so kann man von W entscheiden, ob 
es sich in ein Wort A (oder in ein Wort B) verwandeln laft. In der 
Tat: Ist 

W = A, B, A, B,... Ay By 
die vorgelegte nicht notwendig reduzierte Darstellung von W mit Hilfe der 
Erzeugenden a, und 0},, so untersuche man zunachst — falls M>1 —, 
ob eines der Worte A oder B sich in ein Wort aus den c, verwandeln 
laBt. Ist dies etwa fiir A, der Fall, so ist — auf Grund von R;=1 — 
A,, = C,,, also gleich einem Wort in den 6, und man kann 


By, -1 AnBy, — Bi 


setzen, wobei B,, ein neues Wort aus den b, ist. Jetzt wende man auf 
die so erhaltene Darstellung von W: 


W =— A, B, A, B, ... Amn-; Ba 4n+1--- 4 Bu 


dasselbe Reduktionsverfahren an. Man kommt dann nach héchstens M Schrit- 
ten auf eine reduzierte Darstellung von W, und von dieser laBt sich nach 
dem Obenstehenden sofort entscheiden, ob sie sich in ein Wort A oder B 
iiberfiihren 1aBt. 

Von diesem Satz machen wir zunichst nur die folgende Anwendung 
auf unsere urspriingliche Gruppe G mit den Erzeugenden a,, a,, a,,... und 
der definierenden Relation R =1: Kommen in R etwa die Erzeugenden 
a,, @,,...,@, wirklich vor, und sonst keine, so ist @ freies Produkt 
der von a, ,,,4,,.,--. erzeugten freien Gruppe und der Gruppe G’. mit 
den Erzeugenden a,,a,,...,@, und der definierenden Relation R= 1. Es 
geniigt also, fiir G’ das erweiterte Identitatsproblem zu lésen, wenn man 
es fiir G lésen will. Kommt in 2 also etwa nur eine Erzeugende wirklich 
vor, so ist @’ eine zyklische Gruppe, und man kann fiir G das erweiterte 
Identitaétsproblem gewiB lésen. 


§ 2. 
Lésung des erweiterten Identititsproblems in einem Sonderfall. 


Im vorigen Paragraphen wurde gezeigt, daB es zur Lésung des er- 
weiterten Identitaétsproblems in beliebigen Gruppen mit einer definierenden 
Relation geniigt, dasselbe fiir alle Gruppen G mit endlich vielen Erzeugenden 
@,,@,,.--,@, und einer definierenden Relation 


R(4,,4,,..-,4@,)=1 


zwischen diesen zu lésen, wobei R, zyklisch geschrieben, die samtlichen 
Erzeugenden a,,a,,..., 4, wirklich enthilt. 
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Es soll nun im folgenden gezeigt werden, daB sich das erweiterte 
Identitatsproblem sicher dann fiir die Gruppe G lésen laBt, wenn es sich 
fiir alle die Gruppen G* mit einer definierenden Relation lésen laBt, fiir 
welche die iiber G gemachten Voraussetzungen erfiillt sind und deren de- 
finierende Relation weniger Zeichen enthalt als R; damit ist dann das 
erweiterte Identitatsproblem iiberhaupt fiir alle Gruppen mit einer defi- 
nierenden Relation gelést, da es sich ja z. B. immer fiir Gruppen lésen 
laBt, deren definierende Relation nur eine Erzeugende enthilt. 

Zunichst ist allerdings zu sagen, daB das im folgenden anzugebende 
Verfahren, die Lésung des erweiterten Identititsproblems in G auf die 
Lésung desselben in G* zu reduzieren, sich nur mit zwei Einschrankungen 
durchfiihren 148t: Die Relation R = 1 von G muB so beschaffen sein, daB 
in R mindestens zwei Erzeugende wirklich vorkommen, und da8 iiberdies 
mindestens eine der in R wirklich auftretenden Erzeugenden in R die 
»Exponentensumme“*°) Null besitzt. (Die zweite Forderung umfaBt iibrigens 
die erste.) Der Fall, da8 in R nur eine Erzeugende auftritt, ist nach den 
Ergebnissen des §1 schon erledigt. Dagegen bedarf der Fall, daB in R 
zwar mehrere (mindestens zwei) Erzeugende auftreten, die aber alle in R eine 
von Null verschiedene Exponentensumme besitzen, einer besonderen Be- 
handlung. Wir werden indessen spiter (in § 3) zeigen, da8 sich dieser Fall 
stets auf den hier behandelten zuriickfiihren 1aBt. 

SchlieBlich sei bemerkt, daB sich alle Betrachtungen im wesentlichen 
schon in dem Fall vorfiihren lassen, daB die Gruppe G héchstens drei Er- 
zeugende besitzt; wir wollen daher jetzt a, mit a, a, mit b, a, (das nicht 
notwendig aufzutreten braucht) mit ¢ bezeichnen, und die etwa noch vor- 


handenen Erzeugenden stets durch Punkte ... andeuten; dies wird die 
Schreibweise iibersichtlicher machen. . 
Es seien also a, b,c,... die Erzeugenden, R(a,b,c,...)=1 die de- 


finierende Relation von G, und es habe zunichst a in R die Exponenten- 
summe Null. Alle Elemente von G, welche in a die Exponentensumme 
Null haben, bilden eine (invariante) Untergruppe H von G, die man, wie 
an anderer Stelle gezeigt wurde"), in der folgenden Weise mit Hilfe von 
Erzeugenden und definierenden Relation darstellen kann: 


) Ist 
, 41 “12 ty ” fei “e2 nme - Oks ake ak » 
W a,'a,"...a,'* a,*a,%...@ -+-@"tasn®...a , 


so heiBbt 


A 
a= S a,) 


die Exponentensumme von a, in W. a, ist invariant gegeniiber identischen Umfor- 
mungen von W. 


11) S. Anmerkung *). 








302 W. Magnus. 


Man setze 
—k 


a‘ ba*=b,, a*ca*=<c,,... 
fiir alle ganzen Zahlen k= 0, +1, +2,.... Dann erzeugen die b,, c¢,,.. 
die Gruppe H, und die definierenden Relationen von H, welche zwischen 
den 6,, ¢,,... bestehen, erhalt man, indem man zunichst R in den 
b,, ¢,,--. ausdriickt, was ohne weiteres méglich ist, da a in R die Ex- 
ponentensumme Null besitzt**). R gehe dabei in ein Wort R aus den 
b,, ¢,,... tiber; die in R wirklich auftretenden b, mégen mit b,, die in R 
auftretenden c, mit c, bezeichnet werden, wobei also « und » je eine ge- 
wisse endliche Menge ganzer Zahlen der Reihe 0, +1, +2,... durch- 
laufen. Dann gilt: Ist 

R (a,b, c,...) = R(b,,¢,,...), 


so folgen alle zwischen den b,,c,,... tiberhaupt bestehenden Relationen 
aus den Relationen 2 a 
Ry = Rb. 43, G4a,---) =1 (4=0, +1,...), 


wobei also / fiir jede Relation eine feste Zahl ist, wahrend « und » in 
R, eimen gewissen endlichen Wertevorrat durchlaufen. H wird in dieser 
Form mit Hilfe von unendlich vielen Erzeugenden und definierenden Rela- 
tionen dargestellt, wobei aber diese Erzeugenden sich in einer besonders 
einfachen Weise iiber die Relationen verteilen, und die Relationen — in 
einem unmittelbar verstaindlichen Sinne — ,isomorph* sind. AuBerdem ist 
fiir das Folgende die Tatsache wichtig, daB die R, weniger Zeichen ent- 
halten als R, und zwar enthalten sie mindestens so viel Zeichen weniger 
als R, wie die Anzahl der a-Zeichen in R betrdgt. Das geht z. B. ohne 
weiteres aus der Darstellung der Umwandlung von R in R in Anmer- 
kung 12 hervor. 

Es ist nun zu untersuchen, welche Kenntnisse iiber H erforderlich 
sind, um das erweiterte Identitaétsproblem in G zu lésen. Wie in §1 ge- 
zeigt wurde, miissen wir von einem beliebigen Wort W(a,b,c,...) aus 
G nur entscheiden kénnen, ob es sich in ein Wort W’ verwandeln laBt, 


12) Beweis. Es habe R die Form 
R=a™ bPtch, a bao... at be ck..., 


wobei einige der Exponenten auch Null sein diirfen. Nach Voraussetzung ist 
a, +a@,+...+a,=0. Andererseits ist 


R=(a™ba~™) & (a"¢a~%) _. whee (a +% § g~ %~%) As 
x< (a +% ¢ g~%—%) Ya (gt tet --- Ee bg M1 —M— + %) by 
a (qt tM tone the ¢ gM Ga ++ — My) Me ne GUTS tee HSK 


Und da a™!+%+---+%=1 ist, ist unsere Behauptung bewiesen. 
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das eine bestimmte der Erzeugenden a, b,c,... nicht mehr enthalt, und 
miissen gegebenenfalls ein solches W’ wirklich hinschreiben kénnen. Da im 
vorhergehenden a vor den iibrigen Erzeugenden ausgezeichnet wurde, zer- 
fallt unsere Untersuchung in zwei Teile: 

Erstens: wenn ein Wort W(a, b, c, ...) sich in ein Wort W’ verwandeln 
laBt, das a nicht mehr enthilt, so hat a in W die Exponentensumme 
Null**). W gehért also zu H und la6t sich durch die b,, c,,... ausdriicken. 
W’ gehért ebenfalls zu H und lat sich, da es a nicht mehr enthilt, allein 
durch },,¢,,... ausdriicken. Hieraus entnimmt man leicht: 

Notwendig und hinreichend dafiir, daB man entscheiden kann, ob ein 
Wort W(a,b,c,...) sich in ein Wort W’ verwandeln lapt, das a nicht 
mehr enthdlt, ist die Entscheidbarkeit der Frage, ob ein beliebiges Wort 

W (b,, ¢,, ---) 
aus H sich in ein Wort W’ aus H verwandeln lat, das nur aus by, Cy, ... 
besteht. 

Zweitens: Soll sich ein Wort W(a, b, c,...) in ein Wort W’ verwandeln 
lassen, das eine von a verschiedene Erzeugende, etwa b, nicht mehr ent- 
hilt, so mu8 sich auch Wa™~“ in ein solches Wort W’ verwandeln lassen, 
wobei « die Exponentensumme von a in W ist. a hat in Wa“ die Ex- 
ponentensumme Null und gehért somit zu H, laBt sich also durch die 
b,,¢,,... ausdriicken. Ein Wort W’, das gleich Wa~“ ist und das b nicht 
mehr enthalt, mu ebenfalls in a die Exponentensumme Null haben’*). 
Daraus folgt ohne weiteres, daB es fiir uns geniigt, ein Verfahren zu finden, 
um von einem beliebigen Wort 


w (h, Gy, ...) 


aus H entscheiden zu kénnen, ob es sich in ein Wort W'(c,,...) ver- 
wandeln laBt, das die b, nicht mehr enthdlt. Gegebenenfalls soll man ein 
solches Wort W’ natiirlich wirklich hinschreiben kénnen. Damit ist das 
erweiterte Identitatsproblem fiir G zuniichst auf die Lésung von zwei Auf- 
gaben fiir H reduziert; um diese zu behandeln, ist eine eingehende Be- 
trachtung von H erforderlich. 

In den definierenden Relationen von H: 


R,= R(b,.,, Cages ml 


mége der gréBte als Index eines b, auftretende Wert von » mit M,, der 
kleinste mit M, bezeichnet werden. by,,, und by, kommen also in den 
zyklisch geschriebenen R, wirklich vor. 


*%) Denn W’ entsteht aus W durch Fortlassen und Hinzufiigen von R und R~* 
und durch identische Umformungen, und da a in R die Exponent Null hat, 
andert sich dabei die Exponentensumme von a nicht. 
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Es seien nun “, und uw, irgend zwei ganze Zahlen, und es sei wu, < p,. 
Dann bezeichnen wir mit I°,,,,,, die von 


Ons b.+15 cers bu, 
und von allen c,,... (kK =0,+1, +2,...) erzeugte Untergruppe von H 
Diejenigen Gruppen J,,,,,,,, fiir die 4, — uy = M, — M, ist, bezeichnen wir 
insbesondere als H,, wobei 4 = u,— M,= 4, — M, ist. Zur Veranschau- 
lichung dieser Bezeichnungen diene das folgende Schema: 











Gruppe Erzeugende 
H, re OY eee eee , bm, 
I'm. ,M,+2 4 A, teexad Bat ots Wet 8) Se wees cseece » om,+1 
H, Cy ++ +3 bm.+e, bm..+s, ccoeccesceccese > bm,+2 
Es seien nun zunichst einige Tatsachen iiber die Gruppen [,,,,,, und 


H, zusammengestellt, die spaiter verwendet werden. 

I. Nach einem an anderer Stelle’*) bewiesenen Satz, dem Freiheitssatz 
in geeigneter Formulierung, gilt: 

Die definierenden Relationen der Gruppe H, bestehen aus der einzigen 
Relation R,=1; die definierenden Relationen von I,,,,,, lauten fiir 
4; — Fe = M, Sin M,: 

R,..—m, = 1, Ry. - M42 = 1, .--, By —we, = 1, 


und falis «,—M,>u“,— M,, ist die Menge der definierenden Relationen 
von I’, ,, leer. 


i 


II. Nach der am Anfang dieses Paragraphen gemachten I[nduktions- 
voraussetzung laBt sich das erweiterte Identitatsproblem fiir die Gruppen H, 
(und erst recht fiir ihre Untergruppen I",,,, mit “,—u,< M,— M,) 
lésen, da ja die definierende Relation von H, weniger Zeichen enthilt als R. 
DaB die Gruppe H, im allgemeinen Erzeugende besitzt, die in ihrer zyklisch 
geschriebenen Relation nicht wirklich auftreten (z. B. gewisse c,), ist nach 
dem in § 1 Bewiesenen keine Beschrinkung dieser Behauptung. 


III. Die Gruppen H, sind gewissermaBen die Bausteine, aus denen sich 
alle I°,,.,., durch Anwendung der Schreierschen Konstruktion des freien 
Produktes mit vereinigten Untergruppen aufbauen lassen. Ist nimlich 
i, —Ho > M,— M,, 80 entsteht T,,,,, aus T,,,,,-, und H, 4, indem 
man das freie Produkt dieser beiden Gruppen mit vereinigten Untergruppen 
bildet, wobei als solche die von allen c,,... und von 


— ae bu, M,+My415 +++3 | 


') Siehe Zitat in Anm. °); 8.157. 
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erzeugten Untergruppen I", ,+,,«,-1 VOn Iy,,,-1 und H,,-y, dienen. 
Dabei ist zu beachten, daB nach I. zwischen den Erzeugenden von 
T'y,-M,+M,, «,-1 Weder in I’,,,,,-1 noch in H,,y, imgendeine Relation be- 
steht; diese Erzeugenden erzeugen also in I’,,,,,,-, und H,,™, isomorphe 
(freie) Untergruppen. 

Es sei nun W ein beliebiges Wort aus den Erzeugenden b,,c,,... 
von H. Dann soll man — um in G@ das erweiterte Identititsproblem lésen 
zu kénnen — von W entscheiden kénnen, ob es sich in ein Wort aus den 
c,,--. allein oder in ein Wort aus },, c,, ... allein verwandeln laBt. Beides 
kann man entscheiden, wenn man entscheiden kann, ob W sich in ein Wort 
aus der von 


by, ee Sy ee (e=0, +1, +2,...) 


erzeugten' Gruppe H_y, verwandeln lat, da sich, wie oben unter II. be- 
merkt, in H_y, das erweiterte Identitatsproblem lésen lat, und da H_y, 
sowohl alle c,,... wie 5, enthalt. 

Es gibt nun bei beliebig vorgegebenem W sicher immer eine Unter- 
gruppe I",,.,,, welche sowohl alle in W auftretenden Erzeugenden als auch 
H_¥y, enthilt. Wenn wir also zeigen, daB man von einem beliebigen Wort W 
aus einer beliebigen Gruppe I’,,,,,, entscheiden kann, ob es sich in ein Wort 
aus einer beliebig vorgeschriebenen in [’,,,,, enthaltenen Untergruppe H, 
verwandeln laBt, so sind wir fertig. 

Diese letzte Aufgabe ist sicher lésbar, wenn I’,,, ,, selber eine Gruppe A, 
ist, also uw, — uy = M,— M, ist. Unter Anwendung vollstandiger Induktion 
nehmen wir an, unsere Aufgabe sei bereits fiir I’,,,,,,,-, gelést; um sie dann 
auch fiir I,,,,, zu lésen, miissen wir von einem beliebigen Wort W aus 


I’,,,, 4, nur noch entscheiden kénnen, ob es sich in ein Wort aus I,,,, ,,-; 
oder in ein solches aus H,,,y, verwandeln la8t; I’,,,,, ist ja freies Produkt 


dieser beiden Gruppen, wobei als zu vereinigende Untergruppen die von 
allen c,,... und von 


Ou.+Mo—M;,» Ou.+Mo—-M,+1> ees b,,-1 


erzeugten, kurz mit 4 bezeichneten Untergruppen von I’,,,,,,-, und H,,- a, 
fungieren. Nach dem in §1 bewiesenen Hilfssatz laBt sich diese Aufgabe 
aber sicher lésen, wenn man in I’,,,,,-,; und in H,. 3, entscheiden kann, 
ob sich ein beliebiges in diesen Gruppen gelegenes Wort in ein solches aus 
den Erzeugenden von 4 verwandeln lat. Fiir H,,., ist das natiirlich 
méglich, da man in dieser Gruppe das erweiterte Identititsproblem lésen 
kann. Fiir I’, .,-, folgt es so: Die Erzeugenden von 4 bilden eine Teil- 
menge der Erzeugenden von H,,-,-:; in Ay,-m,-,; kann man das er- 
weiterte Identitatsproblem lésen, und da H,,-y,-; eine in I,,,,,,-1 ent- 
Mathematische Annalen. 106. 20 
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haltene Untergruppe H, ist, kann man nach Voraussetzung von einem Wort 
aus I’, ,,-, entscheiden, ob es sich in ein solches aus H,,,_,~3, und also 
auch, ob es sich in ein solches aus 4 verwandeln laBt. 

§ 3. 

Lésung des erweiterten Identititsproblems im allgemeinen Fall. 


Wir miissen uns jetzt noch von der den Untersuchungen des § 2 zu- 
grunde liegenden Voraussetzung befreien, daB die definierende Relation 
R=1 der Gruppe G, fiir die das erweiterte Identititsproblem zu ldésen 
war, zyklisch geschrieben mindestens zwei Erzeugende wirklich enthalten 
sollte, von denen mindestens eine in & die Exponentensumme Null be- 
sitzen sollte. 

Der Fall, daB in R nur eine Erzeugende wirklich vorkommt, wurde 
schon in §1 erledigt. Es ist also noch der Fall zu untersuchen, dab R, 
zyklisch geschrieben, zwar mehrere Erzeugende a, b,c, ... wirklich enthiilt, 
daB aber keine derselben in R die Exponentensumme Null besitzt. 

a und b mégen in R die Exponentensummen s, bzw. s, _besitzen. 
Wir fiihren dann statt a und b neue Erzeugende @ und } ein durch die 
Gleichungen 


: =ba"; 
a@,b,c,... erzeugen dann ebenfalls eine Gruppe G mit der einen definie- 
renden Relation 


R(a™, ba7* 6, ...) P(a, b, ¢,...) = 1, 


und dabei hat @ in P die Exponentensumme Null. Wenn wir nun wieder 
voraussetzen, daB wir fiir alle einrelationigen Gruppen, deren definierende 
Relation weniger Zeichen enthalt als R(a, b,c, ...), das erweiterte Identitats- 
problem lésen kénnen, so kénnen wir dasselbe nach den Resultaten des 
vorigen Paragraphen auch fiir G lésen. Denn betrachten wir die Unter- 
gruppe H von G, die aus allen Elementen besteht, die in @ die Exponenten- 
summe Null haben, so finden wir, daB sich H aus gewissen Untergruppen H, 
mit nur einer definierenden Relation in der in § 2 angegebenen Art zu- 
sammensetzt, wobei die definierende Relation jeder Gruppe H, weniger Zeichen 
enthalt als R(a,b,c,...). Fiihren wir namlich 


ie. ©  aecn<6 
aba °=b,,@ ca “= é,,... (& = 0, +1,...) 


als Erzeugende von H ein, so lauten die definierenden Relationen von H 


P(d 


naar Spgas +++) P=] (A= 0, +1,...), 


wobei P(b,,@,,...) aus P(a, b,c, ...) entsteht, indem man dieses durch 


die b,,@,,... ausdriickt. Die ) haben nun aber weniger Zeichen als 
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R(a,b,c,...), und zwar genau um so viel weniger Zeichen, als in R die 
Anzahl der a-Zeichen betrigt. Denn die Anzahlen der b- und c-Zeichen 
in P(a,b,c,...) stimmen mit den Anzahlen der b- und c-Zeichen in 
R(a, b,c,...) tiberein. 

Nach § 2 kénnen wir also in der Gruppe G mit den Erzeugenden 


a, b,c,... das erweiterte Identititsproblem lésen. Daraus folgt noch nicht 
ohne weiteres dasselbe fiir die urspriingliche Gruppe G mit den Erzeugenden 
a,b,c,.... Denn wenn |sq| > 1, lassen sich @ und b nicht riickwiarts durch 


a und 6} ausdriicken. Es gilt nun aber der folgende, an anderer Stelle**) 
bewiesene Satz: 


Die Elemente a", ba~", c,... von G erzeugen eine mit G isomorphe 
Untergruppe von G mit der einen definierenden Relation 


R(a",ba~", ¢,...) =1. 


Weiter gilt: Wenn ein Wort W(da,c,...) aus G, das die Erzeugende b 
nicht mehr enthalt, gleich einem Wort W(a,c,...) aus @ ist, so ist 


W(a,c,...) = W(a",c,...) 


identisch in @,c,.... Das folgt einfach daraus, daB die von @",c,.. 
erzeugte Gruppe eine freie Untergruppe der von @,c,... erzeugten freien 
Gruppe ist; @",c,... und @,c,... erzeugen namlich nach dem Freiheits- 


satz freie Untergruppen von @ bzw. G. 

Ist uns nun also ein beliebiges Wort W(a,b,c,...) von G gegeben, 
so kénnen wir entscheiden, ob es sich in ein Wort W'(a,c,...) verwandeln 
1aBt, das 6b nicht mehr enthalt. Denn wir kénnen in G von dem Worte 


W(a",ba ',c,...) 


entscheiden, ob es sich in ein Wort W(a@", c,...) verwandeln lat oder nicht. 

Damit ist das erweiterte Identitaitsproblem fiir G gelést; denn da b 
vor den Erzeugenden a,c,... von @ in keiner Weise ausgezeichnet ist, 
kann man ebensogut entscheiden, ob ein Wort aus G sich in ein solches 
verwandeln |aBt, das a oder ¢ nicht mehr enthilt. 


15) Magnus, Untersuchungen iiber einige unendliche diskontinuierliche Gruppen, 


Math. Annalen 105 (1931), 8. 63. 


(Eingegangen am 23. 6. 1931.) 
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Die Komplexe erster Ordnung bilden die grundlegenden Struktureinheiten, 
welche den Ubergang vom Innern zum Rande eines Gebietes kennzeichnen 
und deren Aufdeckung die erste wichtige Etappe der Primendentheorie’*) 
bildet. Sie sind vor allem die urspriinglichsten Einheiten, in welchen sich 
eine innere Verkniipfung einer jeden Grenzpunktfolge (d. h. einer gegen den 
Rand konvergierenden Punktfolge) des Gebietes mit der Gesamtheit aller 
ihrer Teilfolgen aufzeigen 14Bt*). — Der Hauptsatz der Komplextheorie 


*) Vgi. die Arbeit des Verfassers ,Uber die Berandung ebener und riumlicher 
Gebiete (Primendentheorie )*, Math. Annalen 108 (1930), S. 70—144, im nachfolgenden 
als Primendentheorie (kurz ,Pth.“) zitiert. Insbesondere kommen hier die §§ 1—10 
dieser Arbeit in Betracht. 

*) Nur wenn eine Grenzpunktfolge des Gebietes eine «-Punktfolge ist, d. h. wenn 
sie auf einem EKinschnitt des Gebietes liegt, gibt es eine unmittelbare einfache Ver- 
knipfung simtlicher Teilfolgen der Punktfolge in einer und derselben unbewallten 
f-Gesamtheit. Aber nur in den einfachsten Fallen umfassen die unbewallten /-Ge- 
samtheiten vom «-Typus simtliche Grenzpunktfolgen. Bei Bereichen allgemeinerer Art 
treten immer mehr die f-Punktfolgen in Erscheinung. Die letzteren bilden immer 
ausgedehnte Gesamtheiten mit den bemerkenswerten Struktureigenschaften der Kom- 
plexe erster Ordnung. 
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(Pth. § 10, Satz VIII) besagt, daB eine Teilfolge einer jeden Grenzpunkt- 
folge (P,,) eines ebenen oder raumlichen Gebietes & in einem Komplex erster 
Ordnung enthalten ist. — Diesem Satz liegt der folgende aus dem Beweis 
sich ergebende Sachverhalt zugrunde, welchen wir als den Struktursatz 
der Komplextheorie bezeichnen wollen. 

Mindestens eine Teilfolge (P,) einer jeden Grenzpunktfolge (P,) von 
® ist in einer konjugierten f-Menge A enthalten, welche entweder sdémtliche 
Teilfolgen von (P,") enthdlt oder der Bedingung L(A) + 0 geniigt. (In der 
iiblichen Bezeichnungsweise der Primendentheorie ist L(4) die unbewallte 
f-Grenzmenge und D,(4) bzw. D,\4 ) die aus a- bzw. £-Punktfolgen be- 
stehenden Teile von L(4).) 

Den beiden Bedingungen des Struktursatzes entsprechen die beiden 
Strukturtypen der Komplexe erster Ordnung. 

Im ersten Fall tritt eine besonders ausgeprigte GesetzmiBigkeit im 
Aufbau der konjugierten Ausgangsmenge 4 des Komplexes hervor: samt- 
liche Teilfolgen einer jeden Punktfolge von 4 sind ebenfalls zueinander 
konjugiert und in demselben 4 enthalten. — Wir nennen 4 in diesem Fall 
eine zyklisuhe konjugierte f-Menge*). 

Im zweiten Fall mu8 mindestens eine der beiden Bedingungen L, (4) + 0 
oder L,(4) +0 erfiillt sein, wobei die erste naturgema8 die einfachere und 
schirfere ist. — 

In der vorliegenden Abhandlung beweisen wir eine wesentliche Ver- 
scharfung des Struktursatzes, durch welche insbesondere die grundsitzliche 
Bedeutung der Beziehung L,(4) +0 hervortritt. — Es gilt namiich der 
folgende Satz *): 

Mindestens eine Teilfolge (P,) einer jeden Grenzpunktfolge (P,) des 
Gebietes & ist in einer konjugierten f-Menge A enthalten, welche entweder 
zyklisch ist oder der Bedingung L,(4) +0 geniigt. 

Der Beweis dieses Satzes férdert noch eine weitere Eigenschaft der 
konjugierten f-Mengen in einem Komplex erster Ordnung ans Licht, welche 
wir als die in-sich-glatte Konvergenz bezeichnen. 

Als Anwendung dieser neuen Eigenschaft der konjugierten f-Mengen 
gewinnen wir eine auch an sich interessante Deutung des verschirften 
Struktursatzes. Es la8t sich niamlich zeigen, daB Teilfolgen aller Grenz- 
punktfolgen des Bereiches auf gewissen einfachsten gegen den Rand kon- 
vergierenden Kurven liegen. Am unmittelbarsten kénnen wir solche Kurven 
bei einer wichtigen Klasse von topologischen Bildbereichen des Kugelinnern 


8) Von gréBter Bedeutung fiir den Aufbau der Randelemente ist die Unter- 
scheidung der beiden Arten der zyklischen konjugierten f-Mengen, je nachdem 
L(4)=0 oder +0 ist. 

*) Im § 4 wird dieser Satz in einer wesentlich schirferen Fassung bewiesen. 
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kennenlernen, welche die Eigenschaft haben, daB jedem Punkt der Kugel- 
flache héchstens ein erreichbarer Randpunkt des Bildbereiches 
entspricht. Jeder Einschnitt des Kugelbereiches geht durch die betreffende 
topologische Abbildung in eine Kurve des Bildbereiches iiber, welche héch- 
stens gegen einen einzigen erreichbaren Randpunkt konvergiert. 
Solche Kurven eines (beliebigen) Bereiches nennen wir Fundamentalkurven. 
Bei den erwahnten Bildbereichen der Kugel ist es evident, daB Teilfolgen 
einer jeden Grenzpunktfolge auf Fundamentalkurven liegen. Bemerkenswert 
ist aber das auf Grund des verscharften Struktursatzes gewonnene Ergebnis, 
wonach iiberhaupt alle Bereiche in der Ebene und im Raume diese 
Eigenschaft der speziellen Kugelbildbereiche besitzen. 

Aus dem verscharften Struktursatz ergibt sich weiterhin ein interessanter 
Zusammenhang in der Verteilung ausgezeichneter Endgebilde*) in-sich-glatter 
und nicht-in-sich-glatter Konvergenz der konjugierten f-Mengen eines Kom- 
plexes erser Ordnung. 


Die Gesamtheit paarweise verschiedener (und sogar paarwetse fremder ) 
ausgezeichneter Endgebilde in-sich-glatter Konvergenz der konjugierten 
f- Mengen eines Komplexes erster Ordnung liegt relativ zu der (nicht leeren) 
Gesamtheit der Endgebilde nicht-in-sich-glatter Konvergenz derselben 
f-Mengen dicht. 


SchlieBlich erwihnen wir noch, iiber den Rahmen dieser Untersuchung 
hinausgehend, daB der verscharfte Struktursatz uns erméglicht, den Begriff 
des Komplexes erster Ordnung wesentlich zu verscharfen und die Bestimmung 
der Randelemente zu vereinfachen..Es geniigt nimlich, bei dem Aufbau 
der Komplexe von den beiden besonders scharfen Strukturarten der kon- 
jugierten f-Mengen vom £-Typus, den zyklischen und den in-sich-glatt gegen 
erreichbare Randpunkte konvergierenden, auszugehen*). Eine solche Ver- 
einfachung bringt auch Erleichterungen bei verschiedenen Untersuchungen 
und Anwendungen der Primendentheorie mit sich, nicht zuletzt auch bei 
mannigfachen Abbildungsproblemen. 


®) Die Definition der Enden, welche durch Querschnittketten bestimmt werden, 
kénnen wir ohne weiteres auf allgemeinere Gebietsketten itibertragen, welche durch 
Ketten beliebiger regularer Teilschnitte bestimmt werden; das entsprechende, durch 
solche Gebietsketten bestimmte Haufungskontinuum nennen wir ein Endgebilde 
(vgl. auch die Abhandlung des Verfassers ,Uber die Randerzuordnung bei topologi- 
schen Abbildungen in der Ebene und im Raume“ [Sitzungsber. Heidelb. Ak. Wiss. 
Math.-nat. KI. 1930, Nr. 10, 8S. 15—16]). — Sind simtliche gegen ein Endgebilde 
konvergierende Punktfolgen in einem und demselben A enthalten, so nennen wir es 
ausgezeichnet. Danach kénnen wir einpunktige ausgezeichnete Endgebilde vom 
«-Typus und kontinuierliche vom £-Typus unterscheiden (vgl. auch § 3). 

*) Vgl. die in demselben Annalenheft erscheinende Note des Verfassers , Uber die 
Bestimmung der Primenden durch regulire Komplexe“. 
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§1. 
In-sich-glatte Konvergenz der konjugierten /-Mengen. 
1. Es seien Pi, Pj,..., Pa, ...= (Pa) und Py’, P,’,..., Py’, ... = (Pe) 


zwei beliebige Punktfolgen im Gebiet G. 9 sei ein von © verschiedenes 
Gebiet, in welchem fast alle Punkte der beiden Punktfolgen enthalten sind. 
Wir sagen, die beiden Punktfolgen (P,) und (P,;’) hingen innerhalb 9 
zusammen, falls sie sich durch ein Streckenzugsystem innerhalb 9°-@ 
verbinden lassen. — Lassen sich die beiden Punktfolgen (P,) und (P,’) durch 
ein in @ ausgezeichnetes Streckenzugsystem innerhalb $°-@ verbinden, 
so sagen wir, die beiden Punktfolgen (P,) und (P,’) hangen innerhalb 
© konjugiert zusammen. 

Es .sei Z, ein durch eine Gebietskette G,, G,, ..., G,,... = (G,) be- 
stimmes Endgebilde*) in G. 4 sei eine konjugierte f-Menge vom £-Typus. 
Gibt es unendlich viele (nicht notwendig verschiedene) Punktfolgen 


(BY), (BL), ..., (BM), ... 


von 4, von welchen fast alle in jedem Gebiet %, der Kette (G,) ent- 
halten sind, so sagen wir, 4 konvergiert in-sich*) gegen das End- 
gebilde Z,. — Hiangen fast alle Punktfolgen (B,”) in jedem Gebiet G, 
konjugiert zusammen, so sagen wit, 4 konvergiert in-sich-glatt 
gegen E£,. 

Laut Voraussetzung kénnen die Punktfolgen (B,”) fiir verschiedene » 
paarweise identisch sein. Deshalb ist fiir die in-sich-glatte Konvergenz 
einer konjugierten f-Menge 4 gegen das Endgebilde 2, hinreichend, daB 
mindestens eine Punktfolge von 4 (im iiblichen Sinne) gegen 2, kon- 
vergiert. 

Von grundsitzlicher Bedeutung erweist sich bei unseren Untersuchungen 
die in-sich-glatte Konvergenz der konjugierten f-Mengen gegen ausgezeichnete 
Endgebilde vom a- oder f-Typus. Im ersten Fall ist das Endgebilde 
einpunktig und mit einem erreichbaren Randpunkt identisch. In einem 
solchen Fall sprechen wir auch von in-sich-glatter Konvergenz eines 4 
gegen einen erreichbaren Punkt. 


*) Vgl. FuBnote °). 

*) Zur Vermeidung von MiBverstindnissen sei hervorgehoben, da8 der Ausdruck 
»4 konvergiert in-sich gegen das Endgebilde Z,“ etwas ganz anderes besagt als der 
in der Primendentheorie oft gebraiuchliche Begriff der Konvergenz der f-Menge A 
gegen ein Ende bzw. ein Endgebilde. Im letzten Fall ist 4 ein Sammelbegriff fir 
alle in ihm enthaltenen gegen das Endgebilde konvergierenden Punktfolgen. Im 
ersten Fall bezieht sich aber der Begriff der Konvergenz auf das Gebilde 4 als 


Ganzes, ohne daB wir die Konvergenz gegen das Endgebilde der in 4 enthaltenen 
Punktfolgen voraussetzen. 
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2. Wir bringen jetzt eine Verschirfung des Hilfssatzes 8 der Prim- 
endentheorie, welche bei der Bestimmung in-sich-glatt konvergierender 
konjugierter f-Mengen beniitzt wird. Der betreffende Hilfssatz (Pth. § 9) 
besagt: 

Ist eine Folge von f-Punktfolgen (0), (Of), ..., (Of), ... in @ 
gegeben, wobei eine jede Punktfolge (O,”) zu einer Teilfolge (0,’~") kon- 
jugiert ist, so ist je eine Teilfolge (R,”) der Punktfolge (O{”) (fiir jedes v) 
in einer und derselben konjugierten f-Menge 4 enthalten. 

Diesen Hilfssatz wollen wir nun folgendermaBen verschirfen: 

Gegeben sei eine Folge von B-Punktfolgen (0%), (O8”), ..., (Of), ... 
in G, wobei jede Punktfolge (O%”) zu einer Teilfolge der Punktfolge (O;’~") 
konjugiert ist. S” = 8”, sf”, ..., ax”, ... sei das ausgezeichnete Streckenzug- 
system, welches die , Punktfolge (O*”) mit einer Teilfolge von (Of) ver- 
bindet*). Wir behaupten, je eine Teilfolge (Ry) der Punktfolge (OX) ist 
( fiir jedes v) in einer und derselben konjugierten f- Menge A enthalten, wobei 
insbesondere je zwei Punktfolgen (Ry) und (RX) (v,>¥%,) durch ein 
solches ausgezeichnetes Sireckenzugsystem sich verbinden lassen, welches 
durch Addition geeigneter Teilsysteme der Systeme S°?, S°*”,..., 8°” 
gebildet wird. 

Allgemein bezeichnen wir mit Of* ¢ (Of) den Anfangspunkt und mit 
og*”* «(Of*”) den Endpunkt eines jeden Streckenzuges s,” (fiir jedes n 
und y). Wir bestimmen die endlichen Folgen geeigneter Streckenziige 


") 


8m! (m; > 1) 

’) ) ” 
8m. > 8m" (ms, Mm, > 2) 

oO (v) : 
ae ee (mp, Mp,...,M, >¥; n=») 


o Be eA eS ee 


mit der Eigenschaft, daB der Endpunkt On: des Streckenzuges Bmx mit 
dem Anfangspunkt One. des Streckenzuges ah (lgxgv—1) m- 
sammenfallt. Die Existenz solcher geeigneten Streckenzugfolgen 1aBt sich 
durch einen einfachen Induktionsschlu8 leicht nachweisen. 

Es sei fiir jedes n und » = R,. Wir betrachten die Punktfolgen 
(RO), (RE”), ..., (RY), ... und edaseen uns iiberzeugen, daB je zwei Punkt- 
folgen (Ry) und (Rf) (»,>¥,) sich durch ein Streckenzugsystem ver- 


*) Es sei hier besonders hervorgehoben, da8 bei der Verbindung zweier Punkt- 
folgen durch ein ausgezeichnetes Streckenzugsystem es immer nur auf die Verbindung 
fast aller (umkehrbar eindeutig einander zugeordneten) Punkte der beiden Punkt- 
folgen ankommt (vgl. Pth. § 3). 








Komplexe erster Ordnung bei Primenden. 8138 


binden lassen, welches dem System der Kontinua 
"1 "1 "1 
(ry) (rv) () 
Ch Dor Cg Bie og eee OQ = it ME 


My, + +2 
omy, 1%? vay, "2 var, 


untergeordnet ist. 

Fiir jedes n durchlaufen wir den Streckenzug a vom Punkt R,”?, 
ab bis zum letzten Schnittpunkt mit demjenigen Streckenzug re welcher 
dem gréBtméglichen Index »,< »<¥v,—1 entspricht. Diesen letzteren 
durchlaufen wir ebenfalls von dem von uns bestimmten Schnittpunkt ab 
(in der Richtung nach der Stelle R,',,) bis zum letzten Schnittpunkt 
mit einem Streckenzug Sn, welcher dem maximalen Wert »,< »< », —1 
entspricht usf. Der durchlaufene Teil des Kontinuums c, kann sich auch 
auf einen einzigen Punkt reduzieren. Es ist aber wesentlich, daB der Durch- 
schnitt der im Kontinuum c, vereinigten Streckenziige héchstens endlich 
viele Punkte und Strecken enthalt. Auf diese Weise gelangen wir nach 
endlich vielen Schritten bis zum Punkt R?',,. Die Vereinigung aller durch- 
laufenen Teile von c, bildet einen das Punktepaar R,°, R,’ verbindenden 


(%, 


Streckenzug, welchen wir mit 8, *) bezeichnen. Das Streckenzugsystem 
Grr) — giver”) g@o.%) go.) ist ausgezeichnet und verbindet die 
beiden Punktfolgen (RY) und (R\”). Somit ist gezeigt, daB simtliche 
Punktfolgen (R°”) in einer und derselben konjugierten f-Menge 4 enthalten 
sind und der Bedingung unserer Behauptung geniigen. 

Von dem bewiesenen Hilfssatz machen wir die folgende Anwendung. 
E, sei ein beliebiges durch die Gebietskette (G,) (4 = 1, 2,...) bestimmtes 
Endgebilde des Gebietes G. (Of), (Of), ..., (Of), ... sei eine Folge von 
£-Punktfolgen, von welchen fast alle in einem jeden Gebiet @, der Kette (G,) 
enthalten sind, wobei insbesondere von einem hinreichend groBen » ab eine 
jede Punktfolge (O{”) mit einer geeigneten Teilfolge von (O%’~”) konjugiert 
zusammenhangt. Aus dem obigen Hilfssatz kénnen wir jetzt die Existenz 
einer solchen konjugierten f-Menge 4 folgern, welche je eine Teilfolge einer 
jeden Punktfolge (Of) enthalt und in-sich-glatt gegen HZ, konvergiert. — 
Von dieser Bemerkung werden wir im nachfolgenden Gebrauch machen. 


§ 2. 
Der Ursprung der konjugierten Beziehungen unter den Grenzpunktfolgen 
bei allgemeinen Gebietszerlegungen. 
3. Es sei (W,) eine Folge simplizialer Zerlegungen des Raumes und 
,a,_, die Kantenlinge des Einheitswiirfels von W, fiir jedes » >1. 
Wir setzen a,= 3d voraus, wobei mit d der Durchmesser des abgeschlos- 
senen Gebietes &° bezeichnet wird. Ein jeder Wiirfel von W,, dessen 
Durchschnitt mit @ nicht leer ist, bestimmt endlich oder unendlich viele 


a, => 
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(innerhalb des Wiirfels liegende) Teilgebiete des Gebietes G. Mit J7, be- 
zeichnen wir die Gesamtheit der Teilgebiete von , welche durch die Ge- 
samtheit aller Wiirfel von W, bestimmt werden. Die entsprechende Gesamt- 
heit aller Teiischnitte solcher Teilgebiete sei Y,. Ist v ein beliebiges Teil- 
gebiet der Gesamtheit /7, und sein Teilschnitt, so bezeichnen wir mit » 
das Auflésungsgebiet und mit g den Teilschnitt dieses letzteren'®). Ent- 
sprechend sei mit ) und @ das Auflésungsgebiet von pv und sein Teilschnitt 
bezeichnet. Die Gesamtheit aller Auflésungsgebiete der Teilgebiete von JJ, 
bezeichnen wir mit J/, und die Gesamtheit ihrer Teilschnitte mit ¥,. 
IT, und ¥, seien die entsprechenden Gesamtheiten aller Auflésungsgebiete 
und ihrer Teilschnitte in bezug auf //,. Die Gebiete der Gesamtheit J/, 
wollen wir auch Teilgebiete »-ter simplizialer Zerlegung nennen. Die Ge- 
biete der Gesamtheit J7, und [/, bezeichnen wir auch als erste und 
zweite Auflésungsgebiete v-ter simplizialer Zerlegung. 


4. Wird das Gebiet G durch eine regulire Schnittmenge (Pth. § 1) in 
unendlich viele gegen den Rand I" von & konvergierende Teilgebiete zer- 
legt, so zeigt sich, daB zwischen Punktfolgen, welche den Folgen solcher 
Gebiete untergeordnet sind, und gewissen gegen den Rand konvergierenden 
Punktfolgen, welche in einer noch so kleinen Umgebung der Schnittmenge 
liegen, eine konjugierte Beziehung besteht. Dieses urspriingliche Auftreten 
der konjugierten Beziehungen bei allgemeinen Gebietszerlegungen ist fiir 
den Beweis des Hauptsatzes der Komplextheorie von gréBter Bedeutung 
und findet im Hilfssatz 7 (Pth. § 9) seinen Ausdruck. — Wir bringen jetzt 
eine wesentliche Verscharfung dieses Hilfssatzes, dessen folgende spezielle 
Fassung fiir den Beweis des Struktursatzes wesentlich ist. 

Gegeben seien endlich viele (beliebig geordnete) erste Auflésungsgebiete 
D,, 0y,-.-, D, der Gesamtheit 77, (y-ter Zerlegung), deren Teilschnitte in 
der Folge 7,, P,, ---, p; entsprechend geordnet sein mégen. Wir bilden den 
Schnitt ®-G des Gebietes mit der Vereinigung ® aller Teilschnitte y, und 
setzen voraus, daB die Komplementérmenge © — ®-& unendlich viele Kom- 
ponenten enthalt, wobei eine «- oder £-Punktfolge X,, X,, ..., X,,,...=(X,) 
einer Folge solcher abgeschlossenen Komponenten 


O:, De» ---, Da, --- = (De) 


untergeordnet ist. Unter solchen Bedingungen besagt der Hilfssatz 7, daB 
ein zweites Auflésungsgebiet v;, eines Gebietes 0;, (fiir ein gewisses i = 7, ) 


) Unter dem Auflésungsgebiet » eines durch den Schnitt W-G (W ein Wiirfel 
der simplizialen Zerlegung W,) bestimmten Teilgebietes » verstehen wir dasjenige 
Teilgebiet von @, welches durch den Schnitt von G mit dem zu W homothetischen 
Wiirfel W mit dreifacher Kantenlange gebildet wird und insbesondere » als Teilgebiet 
enthalt (vgl. Pth. § 9). 
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existiert, welches eine zu einer Teilfolge von (X,) konjugierte Punktfolge 
enthalt. 


Diesen Hilfssatz kénnen wir im folgenden Sinne wesentlich verscharfen: 

An Stelle des Gebietes @ betrachten wir ein beliebiges Teilgebiet G* 

von & und bilden den Schnitt .G*, wobei ® wiederum die Vereinigungs- 

menge 37, endlich vieler Teilschnitte (~;) der ersten Auflésungsgebiete (v,) 
i=1 


y-ter simplizialer Zerlegung des Gebietes G bedeutet. Wir setzen ebenfalls 
voraus, daB die Komplementaérmenge 


&*— &.G* 
unendlich viele Komponenten enthalt und daB eine «- oder f-Punktfolge 
x; Byrn, Xv, ...=(X) in G* einer Folge solcher abgeschlossenen 


Komponenten 
OF Oey sssefie oo Sek 
untergeordnet ist. 

Wir behaupten, es existiert ein zweites Auflésungsgebiet 0;, eines Ge- 
bietes v;, der Gesamtheit (0,), welches eine in &*° liegende, zu einer Teil- 
folge (X;) konjugierte und mit dieser innerhalb @*° konjugiert zu- 
sammenhdngende Punktfolge enthalt. 

Die Verscharfung gegeniiber der urspriinglichen Fassung des Hilfssatzes 
besteht einerseits in seiner Ubertragung auf ein beliebiges Teilgebiet G* 
von @, andererseits in der Forderung des konjugierten Zusammenhangs 
innerhalb @* zwischen einer Teilfolge der Punktfolge (X,) und einer 
Punktfolge in 5;,. Dennoch verliuft der Beweis dieses Satzes demjenigen 
des Hilfssatzes 7 (Pth.) ganz analog und fiihren wir ihn hier im einzelnen 
nicht naiher aus. Der konjugierte Zusammenhang der betrefienden Punkt- 
folgen innerhalb &* ergibt sich ebenfalls aus dem Beweisverlauf des Hilfs- 
satzes 7. Wir beschreiben hier lediglich in groBen Ziigen die Bestimmung 
der gesuchten, mit einer Teilfolge von (X,) konjugiert in G* zusammen- 
hangenden Punktfolge innerhalb eines Teilgebietes pj,. 

Von dem einfachen Fall, in dem eine Teilfolge der Punktfolge (X; ) 
selbst in einem Auflésungsgebiet eines Teilgebietes »; enthalten ist, was 
insbesondere fiir eine «-Punktfolge immer zutrifft, sehen wir hier ab. In 
diesem Fall geniigt die betreffende Teilfolge der Punktfolge (X,) selbst 
unserem Satz. Im allgemeinen Fall einer dieser Bedingung nicht geniigenden 
f-Punktfolge verbinden wir jeden Punkt Xf mit einem Punkt J, des Teil- 
schnittes der Komponente $; durch einen ganz innerhalb ,°-@* ver- 
laufenden Streckenzug {,. Eine jede Teilfolge der Punktfolge (J,) enthialt, 
wie leicht ersichtlich, eine weitere Teilfolge, welche in einem Auflésungs- 
gebiet D, eines Teilgebietes »,; enthalten ist. Ist insbesondere ein Teilsystem 
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S =1},, le, ---> |,>-+- des Streckenzugsystems © =j,, f,, .-., {,, --. ausge- 
zeichnet, so geniigt die dem Teilsystem © untergeordnete Teilfolge 
(J,)=d,, Jy, ...,d,,... von (J,) unserem Satz: da das Teilsystem © 


ganz in @*° verlauft, so hangt die Punktfolge (J) mit einer Teilfolge 
von (X,;) in &*°-G konjugiert zusammen. Andernfalls treffen fast alle 
Streckenziige des Systems © solche erste Auflésungsgebiete der Gesamt- 
heit J/,, in welchen gewisse in © konvergierende «-Punktfolgen des Ge- 
bietes G enthalten sind. Wir durchlaufen einen jeden dieser Streckenziige j,, 
(von einem hinreichend groBen n ab) in der Richtung nach dem Punkt J, 
bis zum ersten Schnittpunkt y, mit der Hiille eines solchen Teilgebietes 
der Gesamtheit J7,. Nach dem Hilfssatz 6 der Primendentheorie (§ 9) 
enthalt die Punktfolge (y,) eine zu einer Teilfolge von (X,;) konjugierte 
Teilfolge. Diese letztere ist es (vgl. den Beweis des Hilfssatzes 7 (Pth. § 10)), 
deren eine weitere Teilfolge (y*) in einem Auflésungsgebiet p;, eines Ge- 
bietes p;, enthalten ist und unserem Satz geniigt. Insbesondere ist (y;) 
mit einer Teilfolge von (X,) durch ein einem Teilsystem von © unter- 
geordnetes ausgezeichnetes Streckenzugsystem innerhalb @*°-@ verbunden 
und hangt danach mit einer Teilfolge von (X,) innerhalb &*° konjugiert 
zusammen. 


§ 3. 
Der Fall zyklischer konjugierter /-Mengen. 


5. Sind simtliche gegen ein Endgebilde 2, konvergierende Punktfolgen 
in einer und derselben konjugierten f-Menge 4 enthalten, so nennen wir 
BE, ein ausgezeichnetes Endgebilde vom «- oder f-Typus, je nachdem 4 
vom «- oder vom #-Typus ist (d. h. nur «- oder nur f-Punktfolgen 
enthilt ). 


In bezug auf ausgezeichnete Endgebilde vom $-Typus™) bemerken 
wir zunichst folgendes: Ein Endgebilde Z, des Gebietes G ist dann 
und nur dann ausgezeichnet und vom §-Typus, wenn saimtliche 
(konvergenten) gegen HZ, konvergierenden Punktfolgen £-Punkt- 
folgen sind. 


Es geniigt offenbar zu zeigen, daB die Bedingung hinreichend ist. Es 
sei &,, G,, ..., G,, ... = (G,,) eine HZ, bestimmende Gebietskette, 


Fi, i ..:, PM, ...—(%) wd PY, R,..., PM, ..0(M) 


*) Ausgezeichnete Endgebilde vom «-Typus sind mit einpunktigen Endgebilden 
identisch. Ein solches Endgebilde (wie auch ein 4 vom «-Typus) ist durch eine 
unbewallte f-Gesamtheit vom «-Typus vollstindig charakterisiert (vgl. auch S. 16 
der unter ") zitierten Abhandlung). 
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seien zwei beliebige gegen HZ, konvergierende Punktfolgen, welche insbesondere 
auch gemeinsame Teilfolgen haben kénnen. Einfachheitshalber kénnen wir 
auch voraussetzen, daB die beiden Punktfolgen in G, enthalten sind. Fiir 
jeden Wert n bestimmen wir den gréBten Index »=y, mit der Eigen- 
schaft, daB das Gebiet @,, das (eventuell identische) Punktepaar P,, P,’ 
noch enthilt. Das Punktepaar P,, P,’ verbinden wir innerhalb @,, durch 
einen Streckenzug s,, welcher sich eventuell auch auf einen einzigen Punkt 
reduzieren kann. Es ist leicht ersichtlich, daB eine jede im Streckenzug- 
system S = 8,,8,,..-,8,,.--. konvergierende Punktfolge eine f-Punktfolge 
ist und daB die beiden Punktfolgen (P,) und (P,’) zueinander konjugiert 
sein miissen. Damit ist gezeigt, daB simtliche (konvergenten) gegen E, 
konvergierenden Punktfolgen in einer konjugierten f-Menge 4 enthalten 
sein miissen. 

Bemerken wir jetzt, daB nebst einer jeden gegen H, konvergierenden 
Punktfolge (P,,) auch simtliche ihrer Teilfolgen gegen H, konvergieren 
miissen, so kénnen wir aus dem Obigen folgern, daB simtliche gegen 
das ausgezeichnete Endgebilde Z, konvergierenden Punktfolgen 
in einer zyklischen konjugierten f-Menge 4 enthalten sein 
miissen. 

6. Wir beweisen jetzt den folgenden wichtigen Satz: 

Es sei $ ein beliebiges reguldres'*) eventuell mit G identisches Teil- 
gebiet von & und P,, P,,..., P,,...=(P,) eine B-Punktfolge von & 
innerhalb §). Wir setzen voraus, es existiert innerhalb keine zu einer 
Teilfolge von (P,,) konjugierte und mit dieser innerhalb 9 konjugiert zu- 
sammenhdngende Punktfolge des Gebietes G, welche in einem zweiten 
Auflosungsgebiet der Gesamtheit IT, (4-ter simplizialen Zerlegung) ent- 
halten ist. Wir behaupten, eine Teilfolge von (P,,) ist in einer zyklischen 
f- Menge A enthalten, welche in-sich-glatt gegen ein ausgezeichnetes End- 
gebilde vom B-Typus konvergiert. 

Es sei /7,($) die Gesamtheit aller  iiberdeckenden ersten Auflésungs- 
gebiete A-ter Zerlegung. (Es sind dies alle solche Teilgebiete der Gesamt- 
heit Z7,, welche mit  gemeinsame Punkte haben.) Die Gebietsmenge /7,(), 
welche offenbar unendlich sein mu, ordnen wir in beliebiger Weise in 
eine Folge 


bi. bs, ..., 2, ... = (Be). 
Die entsprechende Folge von Teilschnitten der Gebiete von (h;) sei 


Ph, Dh, oes Gh oe = (PP), 


#2) Ein durch einen reguliren Schnitt von G bestimmtes Teilgebiet wird regulir 
genannt. 
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wobei wir mit g; den b; bestimmenden Teilschnitt bezeichnen. Fiir alle i 
bilden wir jetzt die Schnitte 


®} = (@1)-D 
@; = (9; + 2)-H 


op} (pi j Pe r oe PD 


und bezeichnen mit Wt'(H) fiir jedes ¢ die Gesamtheit aller durch den 
Schnitt ®} bestimmten Teilgebiete von 9. 

Eine Teilfolge der Punktfolge (P,) kann nicht in unendlich vielen 
Gebieten der Gesamtheit m‘(H) (i-fest) zerstreut bzw. einer Folge solcher 
Gebiete untergeordnet sein. Es miiBte sonst (nach den Ausfiihrungen in § 2) 
entgegen unserer Annahme eine zu einer Teilfolge von (P,) konjugierte 
und mit dieser in 9 konjugiert zusammenhangende Punktfolge existieren, 
welche in einem zweiten Auflésungsgebiet der Gesamtheit //, enthalten ware. 

Wir kénnen jetzt eine Teilfolge P{”, Ps’, ..., PO, ...= (PL?) der 


Punktfolge (P.) angeben, welche in einem durch ©; bestimmten Teil- 


gebiet “ der Gesamtheit Wt'() enthalten ist, ebenso eine Teilfolge 


°. PS, , Pee, ... von (P&), welche in einem durch ®, bestimmten 
Teilgebiet ©” der Gesamtheit IM” (H) enthalten ist usf. Allgemein ist eine 
Teilfolge P;’, P;”, ..., Pe’, ...= (PS) der Punktfolge ue) in einem 


Gebiet °° der durch den Schnitt ©} bestimmten Gesamtheit M“(9) 
enthalten. 

Aus den Beziehungen 9“~”-9° 40 und ©) ¢ 6"? kénnen wir 
(vgl. Pth. § 1, Hilfssatz 1) folgern, daB 


9 c Hi? 
fiir jedes ¢ = 1,2,... gelten muB. Die Folge 
gh a ee) 


bildet eine ineinandergeschachtelte Gebietsfolge und bestimmt ein End- 
gebilde Z,. Offenbar konvergiert eine Teilfolge der Punktfolge (P,) (z. B. 
die Punktfolge P{”, Ps’, ..., P!”,...) gegen das Endgebilde E,. — Wir 
wollen uns iiberzeugen, daB Z, ein ausgezeichnetes Endgebilde vom £-Typus 
sein mu. Wir miissen zeigen, daB HZ, keine inneren Punkte von © enthilt 
und da8 insbesondere keine «-Punktfolgen von © gegen EH, konvergieren. 
Die beiden letzten Fragen kénnen wir zusammenfassend beantworten, indem 
wir zeigen, daB eine «-Punktfolge oder eine beliebige gegen einen inneren 
Punkt konvergierende Punktfolge in G, welche wir in beiden Fallen mit 


Mas. Gage «+09 Mags veo @(K) 


" n/ 
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bezeichnen, auBerhalb eines ersten Gebietes 9 der Gebietskette (9°) 
liegen muB. 

Die Punktfolge (X,,) ist jedenfalls in einem ersten Auflésungsgebiet 5; 
der Folge (/) enthalten. Es sei 9, der Teilschnitt von §;. Fiir alle 
k=1,2,... ist G in jeder Schnittmenge %/,, enthalten. Wir bilden 
den Durchschnitt §;,-$. Ein jedes Gebiet der Gesamtheit M"** (©) (fiir 
k=1,2,...), dessen Durchschnitt mit hi nicht jeer ist, mu8 ganz in b: 
bzw. in einer Komponente des Durchschnitts hi - enthalten sein. Dies 
ist eine unmittelbare Folgerung der Beziehung %;, < ®),, (k =1, 2,...). 
Jetzt kénnen wir einsehen, daB jedes Gebiet 9“°*” zum Gebiet §; fremd 
sein muB. 

Ware §,,-9“°*” + 0 (k beliebig), so miiBte 9“°*” in h; enthalten sein. 
Es miiBte also auch die Punktfolge Pj's’”, Pi's{**”, ..., P&yt”, ... in 
b;, enthalten sein. Dies ist aber unméglich, da keine Teilfolge von (P,) 
in einem Auflésungsgebiet 4-ter simplizialer Zerlegung enthalten sein kann. 
Es gilt also fiir jedes k die Beziehung 

5. : a” =0, 
welche besagt, daB keine Teilfolge von (X,) gegen das Endgebilde E, kon- 
vergieren kann. Z£, ist also ein ausgezeichnetes Endgebilde, gegen welches 
die Teilfolge P{”, Ps”, ..., P{”, ... der Punktfolge (P,) konvergiert. Wie 
wir in Ziffer 5 gezeigt haben, sind simtliche gegen Z, konvergierenden 
Punktfolgen in einer zyklischen konjugierten f-Menge 4 enthalten und 
konvergiert diese letztere (vgl. Ziffer 1) in-sich-glatt gegen £,. 


§ 4. 
Der verschirfte Struktursatz. 


7. Die wichtigste Aufgabe der vorliegenden Untersuchung bildet die 
Verscharfung des Vollstandigkeitsbeweises (Pth. § 10, Satz VIII), welche 
uns die Aufdeckung und schiarfere Kennzeichnung der Strukturtypen der Aus- 
gangsmengen der Komplexe erster Ordnung erméglicht. In Unterschied von 
der schwicheren Kennzeichnung der Komplexe erster Ordnung, welche sich 
leicht aus dem alten Vollstaindigkeitsbeweis ergibt (Pth. § 10), bezeichnen 
wir das vorliegende Ergebnis als den verschirften Struktursatz. 

Ist P,, P,,..., P.,...=(P,,) eine beliebige gegen den Rand I des 
Gebietes & konvergierende Punktfolge, so ist mindestens eine Teilfolge von 
(P.) in einer konjugierten Ausgangsmenge A eines Komplexes erster Ord- 
nung enthalten, welche in-sich-glatt gegen ein ausgezeichnetes Endgebilde 
des Gebietes & konvergiert und welche wir, nebst allen in thr enthaltenen 
Punktfolgen, als reguldr bezeichnen wollen. 
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Ist 4 vom «-Typus, so konvergiert es (natiirlich auch in-sich-glatt) 
gegen ein einpunktiges, mit einem erreichbaren Randpunkt identisches 
Endgebilde. 

Ist A vom B-Typus, so tritt mindestens einer der beiden folgenden 
Falle ein: 

1. A geniigt der Bedingung L,(4) +0 und konvergiert in-sich-glatt 
gegen mindestens ein einpunktiges, mit einem erreichbaren Randpunkt 
identisches Endgebilde. 

2. A ist zyklisch und konvergiert in-sich-glatt gegen ein ausgezeich- 
netes kontinuierliches Endgebilde (vom {-Typus). 

Wir beschiftigen uns mit dem eigentlich wesentlichen Fall, in dem 
eine Teilfolge von (P,) in einem 4 vom £-Typus enthalten ist, da der ein- 


fache Fall eines 4 vom «-Typus ganz klar liegt. 
Wir betrachten die zweiten Auflésungsgebiete fortschreitender simpli- 


zialer Zerlegungen W,, W,,..., W,,... (v—+0o) und nehmen an, es existiert 

ein solches Gebiet §“ der Gesamtheit /J,, in welchem eine zu einer Teil- 

folge Pj", P7””,...; Pe... = (P®*) von (P,) konjugierte Punktfolge 
POF ..., OE, ..cm (00) 


enthalten ist. Ebenso denken wir uns ein zweites Auflésungsgebiet g’” der 
Gesamtheit I/, als gegeben, welches m g benachbart ist und eine zu 
einer Teilfolge O{*, Of", ..., Of *, ... = (O") der Punktfolge (0,”) kon- 
jugierte und mit dieser innerhalb 9° konjugiert zusammenhingende Punkt- 
folge 
o{”, of, ..., O©", ... = (00) 

enthalt. Allgemein sei g” (k>0) ein zweites Auflésungsgebiet der Ge- 
samtheit (k-ter simplizialer Zerlegung) I/,, welches zu j\*~” benachbart 
ist und eine zu einer Teilfolge O{*~"*, off-”*, ..., o8-**, ... =(08-”*) 
der Punktfolge (O~”) konjugierte und mit dieser innerhalb §*~”° kon- 
jugiert zusammenhangende Punktfolge 


, OF", «0-1 OS", ... = (OM) 
enthalt. Dabei verstehen wir unter g” und Of of ...,0%, ... = (0%) 
(k= 0) das Gebiet G und die Punktfolge (P,) selbst. 
Es sind nun zwei Fille méglich: 
Entweder la6t sich fiir ein noch so groBes k das Gebiet gj” mit den 
erwaihnten Eigenschaften bestimmen oder fiir ein hinreichend groBes k > 0 


bricht der ProzeS ab. Wir werden uns iiberzeugen, daB diesen beiden 
Bedingungen die beiden Fille unseres Satzes entsprechen. 
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Wir betrachten zunichst den ersten Fall. — Fiir die ins Unendliche 
wachsenden Werte k ist die Gebietsfolge 


9”, 5”, fe gG®, = (g) 
gegeben. In jedem Gebiet §” wahlen wir einen beliebigen Punkt A” und 
wollen uns iiberzeugen, daB die Punktfolge 


A®, A, ..., A, ... =(A®) 


eine «-Punktfolge sein mu’. — €&, sei ein Hiaufungspunkt der Punkt- 
folge (A™) und (U“(&,)) eine sich auf &, zusammenziehende Folge kon- 
zentrischer Kugelumgebungen von £,. — Wir bemerken zunichst, daB die 
Durchmesser’*) 5(§) der Gebiete j mit wachsendem k gegen Null 
konvergieren. Insbesondere l|aBt sich fiir jede noch so kleine positive 
GréBe « ein erster Wert k =k, so angeben, daB 

33(g”) <e 

kak 


ist. Daraus erhalten wir unter Beriicksichtigung der Beziehung g“*~” .g + 0 


die Abschatzung 
a(S a%)) <e. 


k=ke 


Steht aber einmal dies fest, so kénnen wir sofort folgern, daB die Gebiets- 
folge (§”) bzw. die Punktfolge (A) gegen &, konvergieren mu. Weiter- 
hin schlieBen wir aus der Beziehung §‘“~”-g + 0, daB fast alle Gebiete 
der Folge (g\”) 

eoeee’ eat wand =, mae g™t”) 


fiir ein hinreichend groBes k = k, in einer und derselben Komponente §” 
des Durchschnittes U“ (¢,)-@ fiir jedes fest gewahlte i enthalten sind. 
Die Folge 9°”, §"”,...,§°,... bildet eine ineinandergeschachtelte Gebiets- 
kette und bestimmt ein mit einem erreichbaren Randpunkt £, identisches 
einpunktiges Endgebilde. Wir betrachten jetzt wiederum die Punktfolgen (O}’) 
fiir k—-oo. Eine jede Punktfolge (O,") ist zu einer Teilfolge (O“~”*) 
von (O\*~”) konjugiert, waihrend simtliche Punktfolgen (O{"**’) fiir jedes 
feste ¢ im Gebiet )‘” der Kette (h‘”) enthalten sind. Nach dem im § 1 
bewiesenen Hilfssatz kénnen wir fiir jedes & je eine Teilfolge (BY'*"’) von 
(O*) so wihlen, daB die Punktfolgen 


(BE) al ir! (pe*™) vm 
innerhalb )‘” konjugiert zusammenhiingen. Somit ist gezeigt, daB eine 


konjugierte f-Menge 4 existiert, welche je eine Teilfolge (BY) von (0{"), also 


3) Den Durchmesser einer beliebigen abgeschlossenen Menge bezeichnen wir mit 4. 
Mathematische Annalen. 106. 21 
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auch eine Teilfolge (B{”) von (P,) enthalt und in-sich-glatt gegen den er- 
reichbaren Randpunkt £, konvergiert. 

Der zweite von dem geschilderten verschiedene Fall tritt ein, falls fiir 
einen ersten Wert k=k, (k,=>0) das Gebiet g% (eventuell das Ge- 
biet G@ = g selbst) keine Punktfolge enthalt, welche in einem zu g% 
benachbarten Gebiet der Gesamtheit J/,,, enthalten und zu einer Teilfolge 
von (O*) konjugiert ist bzw. mit dieser innerhalb g“°° konjugiert zu- 
sammenhangt. 

Das Gebiet g“” und die Punktfolge (O°) geniigen in diesem Fall 
den Voraussetzungen des im § 3 bewiesenen Satzes. Dieser letztere ermég- 
licht uns die Konstruktion eines ausgezeichneten kontinuierlichen End- 
gebildes E, (vom £-Typus), gegen welches eine Teilfolge (BY) von (of ) 
konvergiert. Die Punktfolge (B,“) muB, wie wir ebenfalls im § 3 gezeigt 
haben, in einer zyklischen konjugierten f-Menge 4 enthalten sein. Wie wir 
durch Induktion leicht schlieBen kénnen, enthalt 4 auch eine Teilfolge (B,”) 
der Punktfolge (P,). 4 konvergiert in-sich-glatt gegen HZ, und stellt so- 
mit den zweiten dem Struktursatz geniigenden Typus einer regularen Aus- 
gangsmenge eines Komplexes erster Ordnung dar. 


§ 5. 


Eine geometrische Deutung des verschirften Struktursatzes. 
Die Fundamentalkurven am Rande. 


8. Eine gegen den Rand I des Gebietes G konvergierende Kurve C 
des Gebietes G nennen wir eine Fundamentalkurve von @, falls ihre 
auf I’ liegende Haufungsmenge héchstens einen einzigen er- 
reichbaren Randpunkt é, enthalt. Wir bezeichnen dabei einen erreich- 
baren Randpunkt £, (unter Beriicksichtigung seiner eventuellen Mehrfach- 
heit) als einen erreichbaren Haufungspunkt der Kurve C falls min- 
destens ein gegen ¢, konvergierender Einschnitt des Gebietes die Kurve C 
in einer noch so kleinen Umgebung von £, trifft. Nach dieser Definition sind 
dreierlei Arten von Fundamentalkurven méglich: Einschnitte, Kurven, 
welche nur gegen einen erreichbaren Punkt, und solche, welche 
lediglich gegen nicht erreichbare™) Randpunkte konvergieren. 


Als Ergebnis und gleichzeitig als eine geometrische Deutung des ver- 
scharften Struktursatzes beweisen wir jetzt, daB mindestens eine Teilfolge einer 
beliebigen gegen den Rand konvergierenden Punktfolge P,, P,,..., P,, --.=(P,,) 
auf einer Fundamentalkurve des Gebietes G liegen muf. 





4) Als nicht erreichbare Haufungspunkte der Kurve C bezeichnen wir solche, 
welche nicht erreichbar im obigen Sinne sind. 
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Wir werden uns iiberzeugen, daB den drei Grundfallen des verscharften 
Struktursatzes die drei Arten der Fundamentalkurven entsprechen. 

Enthalt (P,) eine «-Teilfolge, so liegt diese auf einem Einschnitt des 
Gebietes. — Ist (P,) eine £-Punktfolge, so unterscheiden wir die beiden 
durch den verschirften Struktursatz gegebenen Fille, je nachdem eine 
Teilfolge P{°, Pi, ..., Px, ... =(Ph”) von (P,,) in einer in-sich-glatt gegen 
einen erreichbaren Randpunkt ¢, konvergierenden konjugierten f-Menge 4 
enthalten ist oder nicht. Diesen beiden Fallen entsprechend liegt eine Teil- 
folge von (P,,) auf einer gegen einen erreichbaren Randpunkt konvergie- 
renden oder auf einer nur gegen nicht erreichbare Randpunkte konvergie- 
renden Fundamentalkurve. Wir betrachten zunachst den ersten Fall. 

Es sei Hy, ein mit dem erreichbaren Randpunkt é, identisches End- 
gebilde und §, >,» ...5,>... eime Hy bestimmende Gebietskette. In jedem 
Gebiet ), fiir i —1,2,... kénnen wir eine Punktfolge (Pi”) von 4 be- 
stimmen so, daB je zwei Punktfolgen (Px”) und (P,'*”) (infolge in-sich- 
glatter _Konvergenz von A gegen E£;) innerhalb h; konjugiert zusammen- 
hingen. Die Punktfolge (P®) selbst médge auBerhalb 6, liegen. 
S” = 5)”, i, ..., {, ... sei das die Punktfolgen (P{”) und (P”) verbindende 
ausgezeichnete Streckenzugsystem. Fiir jedes ¢ sei S* oo ff”, §% ... 6... 
das ausgezeichnete Streckungssystem, welches die beiden Punktfolgen (P*”) 
und (P\**”) innerhalb §, verbindet. 

Durch Addition zweier geeigneter Teilsysteme der Systeme 6 und 
©" bestimmen wir ein ausgezeichnetes Streckungssystem 6”, welches 
eine Teilfolge der Punktfolge (P,”) mit einer Teilfolge der Punktfolge (P,°’) 
verbindet. Wir nehmen dabei an, daB der n-te Streckenzug des Systems 6°” 
in der Vereinigung zweier solcher Streckenziige der Systeme 6 ind 6” 
enthalten ist, deren Indizes beide > sind. Allgemein bestimmen wir 
durch Addition i geeignete Teilsysteme der Systeme 6,6”, ...,6 
ein ausgezeichnetes Streckenzugsystem ©°*~*", welches eine Teilfolge der 
Punktfolge P” mit einer Teilfolge der Punktfolge (Pi”) verbindet, wobei 
wir annehmen, da® der n-te Streckenzug des Systems 6*~” in der 
Vereinigung n solcher Streckenziige der Systeme S6,6™,...,6 ent- 
halten ist, deren Indizes simtlich > sind. Es sei j, ein Streckenzug des 
Systems S, welcher einen Punkt P,” der Folge (P,”) mit einem Punkt P“” 
der Folge (Pi”) verbindet. {, sei ein Streckenzug des Systems 6°”, 
welcher einen Punkt Pi” der Folge (P,”) mit einem Punkt P™ der 
Folge (Px”) verbindet und den Streckenzug j, in keinem Punkt trifft. All- 
gemein sei‘, ein Streckenzug des Systems 6 *~*", welcher einen Punkt P.” 
der Folge (P,°) mit einem Punkt P“) der Folge (Pi”) verbindet und keinen 
der Streckenziige j,,{,,...,{,_, trifft. Das so bestimmte System j,,j,,..., {;,--- 
paarweise verschiedener Streckenziige konvergiert gegen den Gebietsrand. — 

21° 
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Wir durchlaufen einen jeden Streckenzug j; in der Richtung vom Anfangs- 
punkt P\ nach dem Endpunkt P“’ bis zum ersten Schnittpunkt X, mit 
dem Teilschnitt y; des Teilgebietes §;, Den durchlaufenen Teil des Strecken- 
zuges j, bezeichnen wir fiir jedes ¢ mit ¢;. Die Fundamentaikurve C, welche 


wir konstruieren wollen, denken wir uns als Vereinigungsmenge C = x C, 
n=1 


abzihibar vieler einfacher Bogen dargestellt, von welchen ein jeder Bogen 
C,, den vorhergehenden C,_, enthalt. — Unter C, verstehen wir irgend- 
einen einfachen Bogen, welcher, von seinen beiden verschiedenen Endpunkten 
abgesehen, ganz innerhalb eines Gebietes };, der Kette (h;) verliuft und 
den auf dem Teilschnitt 7;, des Gebietes §;, liegenden Endpunkt X;, des 
Streckenzuges ¢;, mit einem Punkt X{ auf demselben Teilschnitt verbindet. 
Wir setzen jetzt allgemein C, _, fiir n > 2 als Vereinigung zweier in einem 
Punkt X;_, zusammenstoBenden Kurvenbégen C,_, und ©;’., voraus. Wir 
nehmen dabei an, daB der Bogen C,,_,; bis auf seinen Endpunkt ganz auBer- 
halb eines Gebietes h;, , (¢,_, > 4%,_.,) verlaéuft, wahrend der Bogen C,'_, 
den Punkt X;_, mit dem ebenfalls auf © liegenden Endpunkt X;,_, 
des Streckenzuges t;,_, verbindet. Auf Grund dieser Annahme bilden wir 
jetzt den Bogen C, fiir jedes n > 1. 

Wir bestimmen eine hinreichend groBe Zahl 1,>%,_, mit der Eigen- 
schaft, daB der Kurvenbogen C,,_, weder das abgeschlossene Teilgebiet §° der 
Kette (§;) (¢ =7,) noch den Streckenzug ¢;, trifft. Jetzt verbinden wir 
den Anfangspunkt PP? , des Bogens ¢;, , mit einem Punkt X;, auf dem 
Teilschnitt ©;, des Gebietes §;, durch einen Streckenzug ¢ welcher 
folgenden Bedingungen geniigt: 


in)? 


1. Von seinem Anfangspunkt abgesehen, trifft ¢;, in keinem Punkt 
die Bégen C,, t;,_, und 4j,. 
2. Von seinem Endpunkt abgesehen, verliuft ¢;, ganz auBerhalb §,,. 


3. AuBerhalb §;,, ist der Abstand eines jeden Punktes auf é;, 
von dem Streckenzug t;, ,< }d(t;,,,I°), wobei wir mit d(t;, ,I) den 
Abstand des Streckenzuges ¢;, , von I” bezeichnen. 

Unter C;, verstehen wir die Vereinigungsmenge 


Cr-1+ bi,_, + 


Mit ©,’ bezeichnen wir einen beliebigen einfachen Bogen, welcher das 
Punktepaar X‘, X;, innerhalb h;, verbindet. — Bei der Bestimmung des 
Bogens ¢;, , im Falle eines ebenen Gebietes G ist eine besondere Vor- 
sichtsmaBregel erforderlich. In diesem Fall zerlegt nimlich der Bogen C,’_, 
das Teilgebiet §;, , in zwei Teilgebiete. Der Streckenzug ¢;, , mu8 deshalb 
so bestimmt werden, daB er den Punkt P’, mit einem Punkt auf »;, , 
verbindet, ohne C,, zu trefien. Es kommt dabei auf die richtige Wahl 


—1? “in, 


in-)? 


tm-1 tn-1* 
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des ,,Ufers“ des Streckenzuges t;, , an, auf dem /;, | bestimmt werden soll. 
Jedenfalls 1a8t sich das geeignete ¢;, , elementar konstruieren. 
Unter C,, verstehen wir die Vereinigung der beiden Bogen C, und C,’. — 


Auf diese Weise ist die gegen den Rand konvergierende Kurve C = re, 
eindeutig bestimmt. = 
Wir kénnen uns jetzt leicht tiberzeugen, daB die Kurve C eine Fun- 
damentalkurve ist, deren Grenzkontinuum einen einzigen erreichbaren Punkt 
enthalt. Zunaichst bemerken wir, daB die Kurve C gegen den mit dem 
einpunktigen Endgebilde E, identischen erreichbaren Randpunkt konvergiert. 
Wir miissen noch zeigen, daB eine jede Punktfolge (R,), welche auf C 
gegen einen Randpunkt konvergiert und auBerhalb eines ersten Gebietes §,, 
(¢ =4,) der Kette (b,;) liegt, eine #-Punktfolge sein mubB. 
Die Punktfolge (R,,) liegt jedenfalls auf dem Vereinigungsgebilde 
34,4 Si. 
n=1 n=1 
Liegt aber eine gegen einen Randpunkt konvergierende Punktfolge auf yt, 


n=1 
und auBerhalb §;,, so muB sie sich aus Teilfolgen zusammensetzen, welche in 


den endlich vielen ausgezeichneten Streckenzugsystemen 6, 6™,..., 6°~” 
konvergieren. Eine solche Punktfolge kann nur eine £-Punktfolge sein. 
Wiirde also die Punktfolge (R,,) eine gegen einen erreichbaren Randpunkt £, 
konvergierende «-Teilfolge (A,) enthalten, so miiBte diese jedenfalls auf 


> t;, liegen. Wir ziehen jetzt in Betracht, daB laut Bedingung 3, welcher 


n=1 
die Streckenziige ¢;, geniigen, fiir fast alle Punkte der Folge (A,) die Be- 
ziehung 


a(4,, 5 t,) <44(A,, I) 


gilt, weshalb diese in einer noch so kleinen Umgebung des Punktes &, 


sich mit Punkten auf dt, innerhalb @ verbinden lassen. Eine solche auf 


n=1 


Dy t;, konvergierende Punktfolge, welche mit der Punktfolge (A,) durch 


n=1 
ein Wegsystem in @ wesentlich in einer noch so kleinen Umgebung des 
Punktes &, sich verbinden lat, miiBte ebenfalls eine «-Punktfolge sein. 
Das letztere ist, wie oben festgestellt wurde, unméglich. Somit ist gezeigt, 
daB die Kurve C eine Fundamentalkurve sein muS, deren Haufungskonti- 
nuum den einzigen mit EH, identischen erreichbaren Punkt enthiilt. 

Wir wenden uns jetzt dem zweiten, nach dem verscharften Struktur- 
satz méglichen Fall zu, in dem eine Teilfolge der Punktfolge (P,,) in einer 
zyklischen konjugierten f-Menge 4 enthalten ist. 4 konvergiert in diesem 
Fall in-sich-glatt gegen ein ausgezeichnetes kontinuierliches Endgebilde EZ, 
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(vom £-Typus). Obwohl sich dieser Fall in sachlicher Hinsicht von dem 
oben behandelten grundsitzlich unterscheidet, ]4Bt sich auch diesmal die 
Konstruktion der Fundamentalkurve nach demselben Verfahren durchfiihren. 
An Stelle des einpunktigen Endgebildes 2, tritt das gestaltlich wesentlich 
kompliziertere ausgezeichnete Endgebilde Z, vom {-Typus. Doch ist die 
Gestalt von Z, formal fiir die Konstruktion der Fundamentalkurve ohne 
Einflu8 **). — Konvergiert eine Teilfolge von (P,) selbst gegen Z,, so laBt 
sich immer eine gegen HZ, konvergierende Kurve bestimmen, welche eine 
Teilfolge von (P,) enthalt. Eine solche Kurve ist naturgema8 eine Fun- 
damentalkurve. Anderenfalls la8t sich nach dem oben geschilderten Ver- 
fahren eine geeignete Kurve C konstruieren, welche eine Teilfolge von (P,) 
enthalt und teilweise gegen HZ, konvergiert. Die Fundamentalkurve C kon- 
vergiert in diesem Fall lediglich gegen nicht erreichbare Randpunkte. 


§ 6. 
Ein Satz iiber die Verteilung der ausgezeichneten Endgebilde 
in-sich-glatter Konvergenz. 


9. Es sei 4, ein beliebiger Komplex erster Ordnung mit der Eigenschaft, 
da8 mindestens eine konjugierte f-Menge seiner Grundmenge Jt (4) in-sich, 
nicht aber in-sich-glatt gegen ein Endgebilde in @ konvergiert. Wie wir 
zeigen werden, besteht zwischen den Endgebilden nicht glatter und den 
ausgezeichneten Endgebilden in-sich-glatter Konvergenz der konjugierten 
f-Mengen von 4, eine feste Beziehung. 

Zunichst heben wir hier die folgende erweiterte Fassung des ver- 
scharften Struktursatzes hervor: 

Es sei 9 ein beliebiges durch einen reguléren Schnitt H bestimmtes 
Teilgebiet von G. * sei ein durch einen reguliren Schnitt H* bestimmtes 
Teilgebiet von 9, welches der Bedingung 

H*°. H® + 0 
geniigt und eine f-Punktfolge B,, B,,...,B,,...=(B,) des Gebietes © 
enthalt. Wir behaupten, eine Teilfolge von (B,) ist in der konjugierten 
Ausgangsmenge 4 eines Komplexes 4, erster Ordnung enthalten, welche 
in-sich-glatt gegen ein ausgezeichnetes Endgebilde Z, in 9° konvergiert. 

Die Verallgemeinerung des Struktursatzes in dieser neuen Fassung 
besteht in der willkiirlichen Wahl der Teilgebiete § und *, welche lediglich 
durch die Beziehung H*°- H° +0 verbunden sind. 


15) Hier mu8 besonders beriicksichtigt werden, daB die Teilschnitte der Gebiete 
einer Z, bestimmenden Gebietskette (@,,) regular sind. — Eine besondere Vorsichts- 
maBregel bei der Konstruktion der Fundamentalkurve ist auch diesmal im Falle der 
Ebene notwendig. 
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Wir erinnern uns des Verlaufes des Beweises des Struktursatzes in § 4. 
Wir setzen 9* = g, und (B,) = (B,’) und nehmen an, es gibt ein zu g, 
benachbartes regulares Teilgebiet g, von & (etwa ein zweites Auflésungs- 


gebiet einer hinreichend feinen simplizialen Zerlegung), desssen Durchmesser 
1 


< 334 (H®, H™*°) ist und welches der Bedingung geniigt, daB in g,-g, eine 
mit einer Teilfolge von B,’ innerhalb g, konjugiert zusammenhingende 
Punktfolge (B\’’) enthalten ist. Allgemein bezeichnen wir mit g, (fiir 
beliebiges k >1) ein regulires Teilgebiet von @, dessen Durchmesser 


< = 4(H° , H*°) ist und welches der Bedingung geniigt, daB in g,_,-g, 


eine mit einer Teilfolge von B\‘~" innerhalb g, , konjugiert zusammen- 


hiingende Punktfolge B\”’ enthalten ist. LaBt sich auf diese Weise fiir ein 
beliebiges noch so groBes k ein Gebiet g, bestimmen, so konvergiert die 
Gebietsfolge (g,) gegen einen auf I" liegenden Punkt &, von H. In diesem 
Fall existiert eine konjugierte f-Menge 4, welche je eine Teilfolge einer 
jeden Punktfolge (B\) enthalt und in-sich-glatt gegen den erreichbaren 
Randpunkt &, konvergiert '*). — Bricht hingegen die Bildung der Gebiets- 
folge (g,) nach endlich vielen Schritten ab, und gibt es also ein letztes 
Gebiet g; (k =k) dieser Folge, so geniigt dieses den Voraussetzungen des 
in § 3 bewiesenen Satzes, und kénnen wir schlieBen, daB gewisse Teilfolgen 
von (B,) bzw. von (Bi) (k < k) in einer zyklischen konjugierten f-Menge 4 
enthalten sein miissen. Insbesondere mu die in 4 enthaltene Teilfolge 
von (B,") gegen ein ausgezeichnetes Endgebilde (vom f-Typus) innerhalb 
4 ©  konvergieren. 

10. Es sei Z, ein beliebiges Endgebilde, gegen welches mindestens eine 
konjugierte f-Menge 4 der Grundmenge 92(4) des Komplexes 4, in-sich 
konvergiert, wahrend keine konjugierte f-Menge von %t(4) in-sich-glatt 
gegen EH, konvergiert. g, >.> .---9,>.--.=(g,) sei die Gebietskette, 
welche Z, bestimmt, wobei wir voraussetzen, daB die abgeschlossenen Hiillen 
der g, bestimmenden Teilschnitte paarweise zueinander fremd sind. 

Laut Voraussetzung ist in jedem Gebiet g, eine Punktfolge (B,.’) von 4 
enthalten. Da 4 aber nicht in-sich-glatt gegen EZ, konvergiert, so kann 
auch keine der Punktfolgen (B,”) gegen E, konvergieren. — Wir bemerken 
jetzt, daB die Voraussetzungen der oben ausgesprochenen Verallgemeinerung 
des verschirften Struktursatzes fiir jedes Gebietspaar g, ,,g, bzw. fiir jede 
Punktfolge (By’) in g, (»>1) erfiillt sind. Wenden wir jetzt diesen 
Satz an, so kann geschlossen werden, daB mindestens eine Teilfolge (BY*) 
einer jeden Punktfolge (B,”) in einer solchen konjugierten f-Menge 4” 
enthalten ist, welche innerhalb g,, in-sich-glatt gegen ein ausgezeich- 


18) Vgl. die entsprechenden Betrachtungen im § 4. 
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netes Endgebilde EZ,” konvergiert. Insbesondere enthalt 4°” saimtliche gegen 
ES” konvergierenden Punktfolgen, falls Z," vom £-Typus (bzw. kontinuier- 
lich) ist. Jedes 4” ist in der Grundmenge von 4, enthalten, kann also 
laut Voraussetzung nicht in-sich-glatt gegen EZ, konvergieren. Deshalb kann 
ein E,” niemals gegen EZ, konvergierende Punktfolgen enthalten. Es gilt 
also fiir jedes » die Beziehung 


Ey” . E, = 0 


und kénnen wir schlieBen, daB unendlich viele Endgebilde Z,;” nicht nur 
verschieden, sondern zueinander fremd sein miissen. 


Als Ergebnis dieser Betrachtung erhalten wir den Satz: 


Ein jedes Endgebilde E, des Gebietes G, gegen welches mindestens 
eine konjugierte f-Menge der Grundmenge IN(4) eines Komplezxes A, 
erster Ordnung in-sich konvergiert, wahrend keine konjugierte f- Menge der 
Grundmenge in-sich-glatt gegen E, konvergiert, ist ein Haufungsgebilde 
unendlich vieler paarweise zueinander fremder ausgezeichneter Endgebilde, 
gegen welche mindestens je eine (eventuell dieselbe) konjugierte f-Menge 
der Grundmence desselben Komplexes in-sich-glatt konvergiert *’). 

Diesen Satz kénnen wir kurz noch folgendermaBen fassen: 


Die ausgezeichneten Endgebilde in-sich-glatter Konvergenz der kon- 
jugterten f- Mengen der Grundmenge eines Komplexes erster Ordnung liegen 
relativ zu den Endgebilden nicht-in-sich-glatter Konvergenz der konjugierten 
f-Mengen desselben Komplexes dicht. 


11. In den nachfolgenden Beispielen unterscheiden wir vier verschiedene 
Fille nicht-in-sich-glatter Kornvergenz der konjugierten f-Mengen. Es handelt 
sich dabei um nicht-in-sich-glatte Konvergenz gegen solche Endgebilde, 


1”) Durch Erweiterung des Begriffes nicht-in-sich-glatter Konvergenz lat sich 
das gewonnene Resultat noch verallgemeinern. — Konvergiert die konjugierte Aus- 
gangsmenge 4 eines Komplexes erster Ordnung in-sich gegen ein Endgebilde E,, so 
kénnen wir auch dann von nicht-in-sich-glatter Konvergenz sprechen, wenn fast alle 
Gebiete der Ey bestimmenden Gebietskette Punktfolgen von 4 enthalten, welche nicht 
gegen E, konvergieren. Sehen wir von der Existenz paarweise verschiedener 
Endgebilde in-sich-glatter Konvergenz ab, so ist sofort einleuchtend, daB der obige 
Verteilungssatz auch unter solchen Bedingungen gilt. — Derselbe kann noch in einer 
anderen Richtung erweitert werden, falls wir an Stelle der (das Endgebilde bestim- 
menden ) Gebietsketten allgemeinere Gebietsfolgen betrachten. Mit + Lg (4) bezeichnen 


wir die Gesamtheit aller unbewallten #-Grenzpunktfolgen authiies konjugierten 

f-Mengen eines Komplexes erster Ordnung 4,. Es la8t sich leicht nachweisen, da8 

simtliche Haufungspunkte der Punktfolgen der Gesamtheit > L,(4) gleichzeitig 
4, 


Hiufungsstellen von ausgezeichneten (einpunktigen oder kontinuierlichen ) Endgebilden 
in-sich-glatter Konvergenz sein miissen. 








~~ ee 
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deren Teiler dem einen, nicht aber gleichzeitig einem anderen der nach- 
folgenden Fille geniigen **). 

1. Haufung einpunktiger Endgebilde in-sich-glatter Konvergenz im Falle 
eines einpunktigen Endgebildes nicht-in-sich-glatter Konvergenz (1. Beispiel ). 

2. Haufung einpunktiger Endgebilde in-sich-glatter Konvergenz im 
Falle eines kontinuierlichen Endgebildes nicht-in-sich-glatter Konvergenz 
(2. Beispiel ). 

3. Haufung ausgezeichneter kontinuierlicher Endgebilde in-sich-glatter 
Konvergenz im Falle eines kontinuierlichen Endgebildes nicht-in-sich-glatter 
Konvergenz (3. Beispiel). 

4. Haufung kontinuierlicher Endgebilde in-sich-glatter Konvergenz im 
Falle eines einpunktigen Eckgebildes nicht-in-sich-glatter Konvergenz 
(4. und 5. Beispiel). 

1. In einem durch die Eckpunkte (0,0, 0), (0,0,0), (0,1,0) und 
(1, 0,0) festgelegten Einheitswiirfel sei eine Folge von Flachenstiicken ge- 
geben, deren Punkte einem der folgen- 









































den Wertetripel geniigen: 
0<2<l, y= 
0<2<5 (v=1,2,...), 
4 1 5 1 1 
Bests YS 
t<s<1 (e—1,8,...), 
wobei n fiir jedes » simtliche ganze 
positive Zahlen durchlauft. Die Vereini- 





gungsmenge aller Flachenstiicke mit der 
Wiirfelflache bildet die Berandung [" 
eines beschriankten Gebietes & (Fig.1). Die abgeschlossene Hiille der Flache, 
welche durch die obigen Wertetripel fiir y= 0 bestimmt wird, ist mit 
einem durch einen vollkommen gesiittigten Komplex 4, bestimmten Prim- 
ende zweiter Art identisch. Ein jeder Punkt A (Fig.1) des Intervalls mit 
den Koordinaten 


Fig. 1. 


1 
z=0, y=0, <zsl 
18) Gerade auf Unabhingigkeit und getrenntes Vorkommen verschiedener Fille 
legen wir besonderen Wert. — In diesem Zusammenhang bestehen noch weitere un- 
beantwortete Fragen. So z. B. liegt die Vermutung nahe, da8 der Fall 3 in der Ebene 
niemals getrennt von dem Fall 4 auftritt. 
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ist eine erreichbare Stelle nicht-in-sich-glatter Konvergenz einer jeden in 4, 
enthaltenen konjugierten f-Menge vom £-Typus. Wie wir uns leicht iiber- 
zeugen kénnen, sind diese einpunktigen Endgebilde Haufungspunkte erreich- 
barer Stellen in-sich-glatter Konvergenz derselben konjugierten f-Mengen. 

2. Wir vereinigen jetzt die Berandung des oben konstruierten Bereiches 
mit den Viereckflichen, deren Punkte den Beziehungen 


e= a5, 0<y<l, 5a2<1 


fir n=1,2,... geniigen. Das von dieser Vereinigungsmenge begrenzte 
P Gebiet (Fig. 2) enthalt ein durch 
einen Komplex 4, bestimmtes Prim- 
ende sechster Art. Dieses letztere ent- 
halt keine erreichbaren Stellen nicht- 
in-sich-glatter Konvergenz. Hingegen 
ad ist die Viereckfliche mit den Eck- 
punkten (0,0,%), (0,1,%), (0,1,1) 
und (0,0,1) (ABCD in Fig. 2) mit 
ay einem kontinuierlichen Endgebilde 
nicht-in-sich-glatter Konvergenz der 
(auch im vorigen Beispiel enthaltenen ) 
konjugierten f-Mengen vom £-Typus 
/ identisch. Wie leicht ersichtlich, haufen 
Fig. 2. sich gegen dieses Endgebilde erreich- 
bare Stellen in-sich-glatter Konvergenz 
derselben konjugierten f-Mengen. (Besonders mu8 beriicksichtigt werden, 
daB8 (0,0,}) ein einfacher erreichbarer Punkt des Primendes ist.) 
3. In dem (wie oben festgelegten) Einheitswiirfel seien Folgen von 


Flachenstiicken gegeben, deren Punkte einem der nachstehenden Werte- 
tripel geniigen: 


























0<2e<l, y= 9 O0<zs 


"| = 
2 


1 


” 





grant < * Se? y r? 


La) 


LU 
2 
1 1 3 2 2 
gent <7 <gene? YS Gat<! (v=12,...), 
1 
2 


1 
t=9n» 0<y¥<zF, 





S$2<1 (n—1,2,...), 


wobei in den mittleren Wertetripeln n fiir jedes y alle natiirlichen Zahlen 
durchlauft, wahrend im vierten fiir jedes n » =n sein soll. Die Vereini- 
gungsmenge samtlicher Flachenstiicke mit der Wiirfelflache bildet die Be- 




















grenzung eines beschrankten Bereiches 
kommen gesattigter Komplex 4, ein 
Der Komplex 4, enthalt eine zyklische 
konjugierte f-Menge 4, welche nicht- 
in-sich-glatt gegen ein mit der die 
Punkte (0,0,2) und (0, 0,38) ver- 
bindenden Strecke (AB in Fig. 3) 
identisches kontinuierliches Endgebilde 
konvergiert. (Man beachte hier ins- 
besondere, daB die Stelle (0,0,4) ein 
einfacher erreichbarer Punkt des Prim- 
endes ist und da simtliche gegen 
die Strecke AB konvergierenden Punkt- 
folgen nicht in 4 enthalten sind.) Es 
ist nicht schwer einzusehen, daB 4 in- 
sich-glatt gegen ausgezeichnete kon- 
tinuierliche Endgebilde (vom £-Typus) 
konvergiert, welche sich gegen das 
haufen. 


4. Ersetzen wir jetzt fiir jedes » 
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@ (Fig. 3), in welchem ein voll- 
Primende sechster Art bestimmt. 















































Fig. 3. 


mit AB identische Endgebilde 


die im Beispiel 3 in dem zweiten 


und dritten Wertetripel gegebenen Folgen von Flachenstiicken durch die 


Folgen, welche den Wertetripeln 





1 1 
giana ~ * < Guan’ =>’ 
5 <*S2-soe (n =1,2,...), 
ain<#<qis Ip 
8 Bah sect (x =1, 2,...) 


geniigen, so erhalten wir einen beschrank- 
ten raumlichen Bereich @G (Fig. 4), 
welcher ebenfalls einen durch einen Kom- 
plex A, zweiter Ordnung bestimmtes 
Primende sechster Art enthalt. 4, ent- 





{| 















































Fig. 4. 


halt eine zyklische konjugierte f-Menge vom 8-Typus, welche nicht-in-sich- 
glatt gegen ein mit dem Punkt (0, 0, 2) identisches einpunktiges Endgebilde 
(A in Fig. 4) konvergiert. Gegen dieses letztere haufen sich, wie leicht 
ersichtlich, ausgezeichnete kontinuierliche Endgebilde in-sich-glatter Kon- 


vergenz desselben 4. 
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5. Nebst dem letzten Beispiel im Raume bringen wir jetzt noch ein ein- 
faches Beispiel fiir denselben Fall in der Ebene*’). 


In rechtwinkligen kartesischen Koordinaten in der Ebene sei eine 
Streckenfolge (t,) durch die Werte 


1 


1 
== Ga » 4 


lA 


ysis (s =1, 2,...) 


gegeben. Jedes Streckenpaar ¢,,¢,,, verbinden wir durch einen unterhalb 


der Geraden y=} liegenden Kreisbogen c Innerhalb eines jeden 


4 n,n+1° 





Streifens <2< > 0 < y<1 sei weiterhin je eine Folge paarweise 


Quti 
zueinander bzw. zu den vorher definierten Kurvenstiicken fremder Kurven- 
bogen gegeben, welche fiir jedes m gegen das 
Kurvenstiick (¢,-+-¢, .1-+-¢,, ,,,,) konvergieren. 
Fiir jedes n bezeichnen wir mit t: den n-ten 


j il \| i) Teil der Strecke ¢, mit eimem Endpunkt in 
( 1 3) 


Ge i): Wir bestimmen jetzt fiir jedes n je 


eine Folge gegen t: konvergierender Kurven- 











bogen, welche insbesondere so. beschaffen sein 
mégen, daB gleichzeitig gewisse links von ¢, 
Fig. 5. liegenden Teile derselben von links, wahrend 

andere rechts von ¢, liegenden von rechts 

gegen t: konvergieren (vgl. Fig. 5). Wir setzen dabei voraus, daB je zwei 


dieser Bogen zueinander bzw. zu den vorher definierten fremd sind. — Eine 
der obigen ganz entsprechende, in bezug auf t, symmetrisch liegende Ge- 
samtheit von Bogen definieren wir jetzt im Streifen |< 2 <1. 


Die Vereinigung simtlicher oben definierten Linien bildet die Begrenzung 
eines unbeschrinkten Gebietes, welches wir durch einen die Stellen (0, *) 
und (1, ) verbindenden einfachen Bogen in zwei Teilbereiche zerlegen. Der 
beschrinkte dieser beiden Teilbereiche (Fig. 5) enthalt einen vollkommen 
gesiittigten Komplex 4,, welcher ein Primende sechster Art bestimmt. 
A, enthalt eine zyklische konjugierte f-Menge 4, welche nicht-in-sich-glatt 
gegen den erreichbaren Randpunkt z = 0, y = ? (A in Fig. 5) konvergiert. 
Wir bemerken aber auch sofort, daB A in einer noch so kleinen Umgebung 
desselben Randpunktes gegen ein mit der Strecke ¢: (mn hinreichend groB) 


identisches ausgezeichnetes Endgebilde vom £-Typus konvergiert. 


1) Welche Bewandtnis es damit hat, ist aus der SchluBbemerkung dieser Arbeit 
ersichtlich. 
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Die obigen Betrachtungen iiber nicht-in-sich-glatte Konvergenz der kon- 
jugierten f-Mengen veranlassen uns zur folgenden grundsatzlichen SchluB- 
bemerkung. — In den Fiillen 1 und 2 handelte es sich um raumliche 
Komplexe. Wir miissen deshalb besonders hervorheben, daS es Komplexe 
erster Ordnung, welche den Bedingungen 1 und 2 geniigen, in der Ebene 
iiberhaupt nicht gibt!*°) Diese Tatsache ergibt sich aus einer grundsiitz- 
lichen Eigenschaft ebener Bereiche, deren Komplexe erster Ordnung 
héchstens drei unbewallte f-Gesamtheiten vom a-Typus ent- 
halten kénnen. Der letzte Satz bildet eine wichtige Etappe im Beweis 
des Fundamentalsatzes der ebenen Primendentheorie, wonach ein Prim- 
ende (in der Ebene) héchstens abzahlbar unendlich viele erreich- 
bare Punkte enthalten kann, weshalb auch die Gesamtheit aller Prim- 
enden eines ebenen Bereiches (in Unterschied vom Raume!) immer die 
Machtigkeit des Kontinuums haben mu8. — Diese Grundsiitze ebener Prim- 
endentheorie bilden den Gegenstand unserer bisher nicht verdffentlichten 
Untersuchung ebener Bereiche von unendlich hohem Zusammenhang. Bei 
dieser Gelegenheit sei noch erwahnt, daB auch das Problem der Existenz 
der Primenden fiinfter Art in der Ebene von uns gelést wurde, und zwar 
im negativen Sinne (vgl. Pth. § 16, Anmerkung 3). 


2) Uber die vermutliche Unméglichkeit des unabhangigen Vorkommens des 
Falles 3 in der Ebene vgl. die FuBnote **). 


(Eingegangen am 6. 6. 1931.) 











Uber die Bestimmung der Primenden durch regulire 
Komplexe. 


Von 


Boris Kaufmann in Heidelberg. 


I, 


1. Die GesetzmaBigkeiten, welche den Ubergang von dem Innern zum 
Rande eines beliebigen ebenen oder raumlichen Gebietes kennzeichnen und 
den Gegenstand der Komplextheorie’) bilden, erfahren durch die Aufdeckung 
der Strukturtypen*) der Komplexe erster Ordnung eine abstrakt und geo- 
metrisch wesentliche Verscharfung. 


Eine jede gegen den Rand I" des Gebietes @ konvergierende Punkt- 
folge (P,,) enthalt mindestens eine reguliare Teilfolge (P;). Liegt nicht 
etwa der einfache Fall einer «-Punktfolge (P,) vor, so konvergiert die 
(Pz) enthaltende konjugierte f-Menge 4 in-sich-glatt gegen ein ausgezeich- 
netes Endgebilde vom «- oder 8-Typus, wobei im letzten Fall 4 insbesondere 
zyklisch sein muB. Eine jede dieser Bedingungen ist fiir die Regularitat 
einer Punktfolge kennzeichnend (verscharfter Struktursatz, Struk. § 4). 

Die Gesamtheit aller regularen Punktfolgen ist mit der Gesamtheit 
aller normierten Punktfolgen (Pth. § 10) des Gebietes gleichwertig: deshalh 
ist es méglich, unter Heranziehung lediglich der regularen Punktfolgen 
ein dem vollstandigen Komplexsystem analoges System von Komplexen 
erster und héherer Ordnung zu bilden. Solche Komplexe nennen wir 
regular. — Werden durch das System aller vollstandig gesattigten Kom- 


) Vgl. die vorstehende Abhandlung des Verfassers, Uber die Struktur der Kom- 
plexe erster Ordnung in der Primendentheorie, sowie die Arbeit des Verfassers in 
den Math. Annalen 108 (1930), S. 70—144 (Primendentheorie), deren Kenntnis (ins- 
besondere die Kapitel I und II) hier vorausgesetzt wird. Im nachfolgenden wird die 
erstgenannte Arbeit kurz als ,Struk.“ und die zweite als ,Pth.“ zitiert. 

*) Vgl. den verschirften Struktursatz (Struk. § 4). 





—- 
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plexe die Primenden des Gebietes G bestimmt, so bestimmt das ent- 
sprechende System aller vollkommen gesittigten reguliren Komplexe 
ebenfalls ein System von Randelementen. Sind diese Randelemente 
mit den Primenden identisch? — Die Bedeutung dieser Frage liegt 
auf der Hand. Die bejahende Antwort wiirde vor allem besagen, daB es 
méglich ist, die Primenden durch die wesentlich scharfer gekenn- 
zeichneten regularen Komplexe zu bestimmen. Das letztere er- 
fordert offenbar den Nachweis der Gleichwertigkeit des urspriinglichen voll- 
stindigen Komplexsystems M(4,) mit dem vollstandigen System aller 
reguliren Komplexe M(4;). Wir bezeichnen diese beiden Systeme als 
gleichwertig, wenn die Gesamtheit aller regularen Punktfolgen 
eines jeden Komplexes des Systems M(4,) in einem regularen 
Komplex enthalten ist, wihrend andererseits ein jeder regulare 
Komplex des Systems M(45) in einem gewoéhnlichen Komplex 
enthalten ist. — Die Gleichwertigkeit dieser beiden Komplexsysteme 
werden wir in der vorliegenden Note nachweisen; dariiber hinaus werden 
wir uns iiberzeugen, daB die Ordnungszahl eines regularen Komplexes sich 
héchstens um eins von der Ordnungszahl des ihm entsprechenden Kom- 
plexes unterscheiden kann. 


2. Wir vereinbaren zunichst die folgenden Bezeichnungen, von welchen 
wir weiterhin stindig Gebrauch machen werden. — Ist MM, eine beliebige 
Punktfolgengesamtheit in der gewéhnlichen Komplextheorie, so bezeichnen 
wir immer die ihr in der Theorie regulérer Komplexe begrifflich ent- 
sprechende Punktfolgengesamtheit mit Wt; (z. B. bezeichnen wir eine re- 
gulare konjugierte f-Menge mit 4‘, einen reguliren Komplex o-ter Ordnung 
mit 4 usw.). Mit f°(M,) wird die Gesamtheit aller reguliren Punktfolgen 
von it, bezeichnet. Insbesondere verstehen wir unter einer abgeschlossenen 
reguliren f-Gesamtheit 90/° immer die Summe M+ L‘*(M/). 

Ist (Pz) eine regulire «- oder f-Punktfolge des Gebietes G und 
M(4°) die Gesamtheit aller konjugierten f-Mengen, von welchen eine jede 
mindestens eine Teilfolge von (P,) enthilt, so verstehen wir unter einem 
reguldren Komplex erster Ordnung (vgl. die Definition A der Komplexe, 
Pth. § 6) die Vereinigungsmenge 

Aj = 5 M(4*°). 
Die Definition reguldrer Komplexe einer beliebigen Ordnung 9 gewinnen 
wir durch eine direkte Ubertragung der Definitionen B und C der Kom- 


plexe (Pth. § 6), wobei wir von den reguliren Komplexen erster Ordnung 
ausgehen. 


Unter Verwendung der obigen Bezeichnungen lautet der zu beweisende 
Gleichwertigkeitssatz folgendermaBen: 
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In bezug auf die beiden Systeme M(4,) und M(4.) aller Komplexe 
(des urspriinglichen Komplexsystems) bzw. aller regularen Komplexe des 
Gebietes sind gleichzeitig die beiden folgenden Gleichwertigkeitsbedingungen 
erfillt: 


1. Die Gesamtheit [*(4,) aller reguldren Punktfolgen eines jeden 
Komplexes 4,2 M(4,) (endl. oder transf. Ordnung @) bildet einen regu- 
laren Komplex 4;,; (i =0,1) o-ter oder o + 1-ter Qrdnung. 

2. Hin jeder (reguldre) Komplex Aj eM(4;) ist in einem Komplex 
A,_, (¢=0, 1) @-ter oder 9 —1-ter Ordnung enthalien. 

Aus diesen beiden Bedingungen ergibt sich insbesondere die umkehrbar 
eindeutige Zuordnung und die Gleichwertigkeit der vollkommen gesattigten 
Komplexe der beiden Systeme. Die reguliren Komplexe erméglichen somit 
die Bestimmung der Primenden eines Gebietes. 


3. Wir schicken zunichst einige Ausfiihrungen iiber Komplexe erster 
Ordnung voraus. 

Geniigt eine zyklische konjugierte f-Menge 4 der Bedingung L( 4) = 0, 
so ist 4 mit einem abgeschlossenen zyklischen Komplex 4; erster Ordnung 
identisch. 4 bzw. 4, nennen wir in diesem Fall in-sich-geschlossen. 

Wir beweisen jetzt die folgende einfache Behauptung, von welcher in 
der Primendentheorie auch sonst vielfach Gebrauch gemacht wird: 


Ein abgeschlossener Komplex Aj erster Ordnung, welcher keine «-Punkt- 
folgen enthdlt, ist immer in-sich-geschlossen und danach mit einer in- 
sich-geschlossenen konjugierten f-Menge A identisch. 

Wie im § 12 der Primendentheorie ausgefiihrt wird, laBt sich immer 
ein den Komplex 4; einschlieBendes Ende €, konstruieren. Samtliche 
gegen €, konvergierenden Punktfolgen sind £-Punktfoigen, welche, wie sich 
leicht zeigen laBt (vgl. die Ausfiihrungen in Struk. § 3), in einer und der- 
selben konjugierten f-Menge enthalten sein miissen. Steht aber einmal 
dies fest, so kénnen wir auch umgekehrt leicht folgern, daB 4 in 4) ent- 
halten ist. Daraus ergibt sich, daB A? mit 4 identisch sein muB, wobei 
eine jede Punktfolge von 4 zu einer jeden ihrer Teilfolgen konjugiert ist. 

Im Zusammenhang mit der bewiesenen Behauptung ist besonders die 
folgende scharfere Aussage iiber Komplexe erster Ordnung bedeutungsvoll*): 

Ein (nicht abgeschlossener!) reguldrer Komplex Aj erster Ordnung, 
welcher keine «-Punktfolgen enthdlt, ist mit einer in-sich-geschlossenen 
zyklischen konjugierten f-Menge identisch. 

Ware namlich die konjugierte Ausgangsmenge 4° von 4; nicht zyklisch, 
so miiBte jedenfalls Z°(4°) und danach auch 4; «-Punktfolgen enthalten, 


*) Von dieser Aussage werden wir im nachfolgenden keinen Gebrauch machen. 
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was aber unméglich ist. Deshalb kann die Grundmenge ¥t(4°) von 4{ 
lediglich die einzige (zyklische) konjugierte f-Menge 4° enthalten. Wir 
gewinnen leicht die Beziehung 

yo 4, 
und kénnen, ahnlich wie im Beweis der vorstehenden Behauptung, leicht 
folgern, daB L(4°) =0 ist. Es muB also 4°= 4 sein. 


Il. 


4. Wir weisen jetzt die Giiltigkeit des Gleichwertigkeitssatzes fiir 9 = 1 
nach, und zwar zuniachst seinen ersten Teil. f°(4,) sei die Gesamtheit aller 
reguliren Punktfolgen eines Komplexes 4, ¢M(4,). t(4;) sei die Ge- 
samtheit aller reguliren Komplexe erster Ordnung, deren konjugierte Aus- 
gangsmengen mindestens eine Punktfolge von f°(4,) enthalten. Enthalt 
M(4;) einen einzigen Komplex, so ist die Giiltigkeit unseres Satzes evident. — 
Anderenfalls sei t’(4;) die Gesamtheit solcher Komplexe von %t(4{), 
deren konjugierte Ausgangsmengen in der Grundmenge M(4) des Kom- 
plexes 4, enthalten sind. I”(4{) sei die (eventuell leere) Gesamtheit 
der Komplexe (2t(4;) — Mt’ (4))) 

Offenbar enthalt ein jeder regulare Komplex der Gesamtheit St” (4{) 
mindestens eine Punktfolge von 


f°(M(4°) —S M(4)), 

d. h. mindestens eine regulére Punktfolge der unbewallten f-Grenzmenge 
einer gewissen konjugierten f-Menge von M(4). Aus dem Wesen der un- 
bewallten f-Grenzmengen ergibt sich leicht fiir jede regulire konjugierte 
f-Menge 4°e M(A) die Beziehung 
(1) f°(L(4°)) c (4°+ L*(4°)). 
Fiir je zwei (regulire) konjugierte f-Mengen 4° und 4° von M(4) gilt 
nach der Folgerung 1 der Definition A der Komplexe (Pth., § 6) die Be- 
ziehung 
(2) (4° + L(4*))-(4° + L(4”)) +0. 
Weiterhin miissen offenbar die folgenden (eventuell leeren) Durchschnitte 
gleich sein 
(3) 4°-L(4°)=A*-L°(4") baw. 4° -L(4°) =A" - L(A"). 
Aus (1), (2) und (3) ergibt sich die Beziehung 

(4° + L°(A%))-(4° + L°(4° )) +0. 


Somit ist gezeigt, daB je zwei regular abgeschlossene Komplexe der Ge- 
samtheit Wi'(4{°) benachbart sein miissen. Danach sind simtliche Kom- 
Mathematische Annalen, 106. 22 
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plexe der Gesamtheit t’(4{) entweder identisch oder in einem und dem- 
selben Komplex zweiter Ordnung enthalten. — Wir iiberzeugen uns jetzt, 
daB ein jeder Komplex der Gesamtheit 92”(4{°) zu mindestens einem 
Komplex der Gesamtheit 92’(4{°) benachbart sein muB. 

Eine jede regulire konjugierte f-Menge von M(4) ist jedenfalls eine 
Ausgangsmenge eines Komplexes der Gesamtheit I0’(4;), und muB deshalb 
nach (1) die Beziehung 

f° (5 (M(4%)) —M(4)) TM's") 
gelten. Jetzt kénnen wir schlieBen, daB die (mindestens zwei verschiedene 
Komplexe enthaltende) Gesamtheit 92(4{) in einem und demselben Kom- 
plex zweiter Ordnung enthalten sein muB. 

Die Giiltigkeit des zweiten Teiles unseres Satzes fiir 9 —=1 ist evident: 
die konjugierte Ausgangsmenge eines jeden reguliren Komplexes erster Ord- 
nung 4 ist jedenfalls auch eine Ausgangsmenge eines Komplexes 4, erster 
Ordnung schlechthin, und mu8 4j in 4, enthalten sein. 

Wir nehmen jetzt an, die beiden Teile unseres Satzes gelten fiir alle 
Ordnungszahlen < e(o >1), und beweisen ihre Giiltigkeit fiir einen be- 
liebigen Komplex 4, mit Hilfe der vollstandigen (endlichen oder trans- 
finiten) Induktion. 


Ill. 


5. Auf Grund der obigen Annahme beweisen wir zunachst den ersten 
Teil des Gleichwertigkeitssatzes. — Es sei 9 eine Zahl mit einem unmittel- 
baren Vorganger. M(4,) sei die Grundmenge des Komplexes 4,. Laut 
Annahme ist die Gesamtheit aller reguliren Punktfolgen f°(4,) eines jeden 
Komplexes 4, ¢ M(4,) in einem reguliren Komplex 4),,; (¢ = 0,1) 9-ter 
oder » ++ 1-ter Ordnung enthalten. Weiterhin ist f°(4,) in einem in bezug 
auf die Ordnungszahl 9 +-1 gesittigten reguliren Komplex 45 von einer 
Ordnung 7 < #< 0 enthalten. Durch diese Feststellungen kénnen wir der 
Grundmenge M(4,) des Komplexes 4, eine entsprechende Gesamtheit It (45) 
in bezug auf 9 +1 gesittigter regulirer Komplexe zuordnen. 

Wir machen jetzt die folgende, fiir unseren Beweis wesentliche Be- 
merkung. Es sei 4,, ein beliebiger und 4; ein regularer Komplex. Ist 
f°(4,,) C 4g,, so muB (ahnlich wie in (1)) auch die Beziehung 


{ 4) f*(L (Ap, )) < (46, + L‘(A¢,)) 


gelten. Diese Beziehung ergibt sich direkt aus den Eigenschaften der un- 
bewallten Grenzfolgen, deren Teilfolgen ebenfalls unbewallte Grenzfolgen des 
Komplexes sind oder im letzteren enthalten sein miissen. 

Wir unterscheiden jetzt zwei Fille, je nachdem %9(45) einen einzigen 
oder mehrere Komplexe enthilt. 








eee 
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a) Im ersten Fail gilt die Beziehung 

f° (4) C 4 > 
wobei wir mit 45 den einzigen Komplex von 92(45) bezeichnen und ins- 
besondere beriicksichtigen, daB jede regulare Punktfolge von 4, in einem 
Komplex der Grundmenge M(4,) bzw. in einem Komplex der Gesamtheit 
M (45) enthalten sein muB. Wir iiberzeugen uns jetzt, daB in diesem 
Fall # = o ist. 

Im Falle 9 = 2 bemerken wir, daS f’(4,) gleichzeitig «- und £-Punkt- 
folgen enthalten muB‘). Der Komplex 45, welcher f*(4,) enthalt und in 
bezug auf 3 gesittigt ist, muB deshalb von zweiter Ordnung sein. 

Wir betrachten jetzt den Fall 9 >2. Ware #< 0, so miiBte, da wir 
die Giiltigkeit (auch des zweiten Teils) unseres Satzes fiir alle Werte < 0 
vorausgesetzt haben, 45 in einem Komplex 4y_; (¢=0,1) #-er oder 
‘i —1-ter Ordnung des urspriinglichen Komplexsystems M(4,) enthalten sein. 

Aus der Beziehung 45 -4,+ 0 ergibt sich 


Ag_i-4,+ 0. 
Wegen # —i<o gilt (Pth. Satz V) 
Ao-i o A, ’ 

wobei 4»_; insbesondere auch in einem in bezug auf @ gesattigten Komplex 
enthalten ist. Wegen o > 2 enthialt 4, mindestens zwei zueinander fremde, 
in bezug auf @ gesittigte Komplexe, von welchen jedenfalls einer zu 4y_; 
fremd sein mu$. Es gibt also solche Punktfolgen von 4,, deren regularen 
Teilfolgen nicht in 4, _, enthalten sein kénnen. Dies widerspricht offenbar 
der Beziehung f*(4,) ¢ 45 C 49-;. 

b) Wir setzen jetzt voraus, It(45) enthalt mindestens zwei verschiedene 
Komplexe. 

Nach dem Erzeugungsprinzip (Pth. §7, Satz IV) laBt sich die Grund- 
menge M(4,) von 4, in der Form 


M(4,) = M(,4,) + M(,4,) +... + M(,4,)+--. 
darstellen, wobei M(,4,) einen einzigen Komplex ,4, enthilt, und jeder 
Komplex der Gesamtheit M(,4,) zu mindestens einem Komplex von 


M(,,_,4,) benachbart ist. Dieser Darstellung der Grundmenge von 4, ent- 
spricht umkehrbar eindeutig die Darstellung der Komplexgesamtheit St (45) 


(5) MN (43) = M(,45) + M(,4$) +... + M(,4$) +..., 





*) Die abgeschlossenen in 4, enthaltenen Komplexe erster Ordnung miiBten sonst 
mit konjugierten f-Mengen vom f-Typus identisch sein (vgl. Ziffer 3). Die Komplexe 
der Grundmenge von 4, miiBten deshalb simtlich identisch sein, was der Definition B 
der Komplexe widerspricht (Pth. § 6). 


22* 
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wobei I2(,45) einen einzigen Komplex 4 enthialt. Von der Darstellung (5) 
ausgehend, kénnen wir auf Grund der Beziehung (3) durch gewdhnliche 
Induktion schlieBen, da8 fiir ein hinreichend groBes n =n, ein von ,45 
verschiedener Komplex ,,45 ¢ Ut(»,45) der Beziehung 


145 : 2,40 a 0 


geniigt. Die beiden Komplexe ,45 und ,,4% sind benachbart und in bezug 
auf die Zahl 9 +1 gesittigt. Nach einem Satz der Komplextheorie 
(Pth. § 7, Satz IV) sind diese beiden Komplexe in einem reguléren Kom- 
plex 4;,; enthalten. Von dem Komplex ,45 ausgehend, kénnen wir jetzt 
auf Grund der Beziehung (5) ganz allgemein durch Induktion schlieBen, 
daB simtliche abgeschlossene regulire Komplexe der Gesamtheit 9t(45) 
mit 45,1 einen nicht leeren Durchschnitt haben. Samtliche Komplexe von 
(45) miissen deshalb in 4;,, enthalten sein. Somit erhalten wir im be- 
trachteten Fall die Beziehung 


f*(4e) < MAS) C Agar, 
welche unseren Satz ausdriickt. 


6. Wir betrachten jetzt den Fall einer Limeszahl 9. — (A,) sei eine 
regulare Teilfolge der Ausgangspunktfolge von 4, und M(4,) seine Grund- 
menge. Laut Voraussetzung ist ein jeder Komplex 4, ¢ M(4,) in einem 
regularen Komplex 4),; (¢ = 0,1) von einer Ordnung 7 oder 7 +1 ent- 
halten. Der Grundmenge M(4,) entspricht eine Gesamtheit 92(4)) regu- 
larer Komplexe, von welchen ein jeder die Punktfolge (A,) enthilt. Die 
wohlgeordnete Gesamtheit aller Ordnungszahlen der Komplexe von (45) 
ist offenbar mit dem durch o bestimmten Zahlenabschnitt konfinal, und 
kénnen wir sofort folgern, daB simtliche Komplexe der Gesamtheit St (4)) 
in einem und demselben Komplex 4; enthalten sein miissen. 

Zu den obigen Beweisen bemerken wir jetzt noch, daB die Ordnung 
eines /*(4,) enthaltenden regularen Komplexes niemals < g sein kann. 
Dies ergibt sich in den in 5, b) und 6. behandelten Fallen (ahnlich wie im 
Falle 5, a)) auf Grund der Voraussetzung der Giiltigkeit des zweiten Teils 
unseres Satzes fiir alle Werte <. Gabe es nimlich einen /‘(4,) ent- 
haltenden Komplex 45 (3 < @), so miiBte dieser letztere in einem Komplex 
4y_; (¢=0, 1) des urspriinglichen Systems M(4,) enthalten sein. Anderer- 
seits folgt aus 4, _,-4,+0 die Beziehung 4,_;C4,. Danach miiBte 
wegen #< mindestens ein zu 4, ,; fremder Komplex der Grundmenge 
von 4, (@ > 2) existieren, und kénnte nicht 4, _, je eine Teilfolge einer 
jeden Punktfolge von 4, enthalten. Dieses Ergebnis widerspricht der Be- 
ziehung f°(4,) C 4y_;. 
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IV. 


7. Der Beweis des zweiten Teiles unseres Satzes fiir Werte 9 >1 ist 
im wesentlichen dem Beweis des ersten Teiles ahnlich. Es sei 45 ein be- 
liebiger regularer Komplex o-ter Ordnung und M(4;) seine Grundmenge. 
Laut unserer Annahme (der Giiltigkeit des Gleichwertigkeitssatzes fiir 
alle Werte <) ist ein jeder Komplex 4); M(45) in einem Komplex 
A,_; (¢=0,1) n-er oder 7 —1-ter Ordnung des urspriinglichen Systems 
M(4,) enthalten. Der Grundmenge 92(4;) von 45 entspricht umkehrbar 
eindeutig eine Gesamtheit (nicht notwendig verschiedener) Komplexe It (4, ) 
des urspriinglichen Systems. 

a) Es sei o eine Zahl mit einem unmittelbaren Vorginger. Ein jeder 
Komplex 4, ¢ 9(4,) ist in einem in bezug auf @ gesittigten Komplex 4, 
enthalten. Die Komplexe letzter Art, welche Ii (4,) entsprechen, bilden 
eine Gesamtheit 9(4,). Wir unterscheiden wiederum die beiden Fille, 
je nachdem I(4,) einen einzigen Komplex 4, oder mehrere Komplexe 
enthalt. 

Im ersten Fall miiBte offenbar 4) in 4, enthalten sein. Wir kénnen 
uns leicht iiberzeugen, daB in diesem Fall # =o —1 sein mu, was fiir 
o = 2 selbstverstindlich ist. Ware #< o—1, so miibte f*(4,) in einem 
reguliren Komplex 45,; (¢ = 0,1) von einer Ordnung < o enthalten sein. 
Es miiBte somit die Beziehung 

As © f°(40) € 454% (@+%<@) 
gelten, welche bekanntlich (Pth. § 7, Hilfssatz 5) unmédglich ist. Es mu 
also # = 9 —1 sein. 

b) Wir setzen jetzt voraus, It(4,) enthalt mindestens zwei verschie- 
dene Komplexe Die Grundmenge 9t(4;) von 4) stellen wir nach dem 
Erzeugungsprinzip (Pth. Satz IV) in der Form 

M(4°) — M(,A5) + M(o4$) +...+ M(n4%) +... 
dar, und gehen von der entsprechenden Zerlegung der Gesamtheit M(4,) 
Me (dy) = W(,4y) + M(y4y) +--+ Md) +... 
aus, wobei I(,4,) lediglich einen Komplex ,4, enthilt. Da (4,) 
mindestens zwei verschiedene Komplexe enthilt, so kénnen wir durch 
Induktionsschlu8 leicht folgern, daB ein zu ,4, benachbarter Komplex 
n,4oe¢ M(n,49) fiir ein hinreichend groBes n =n, existieren mu8. Die 
beiden Komplexe ,4 und ,,4» sind in bezug auf 9 gesittigt und miissen 
in einem Komplex 4, o-ter Ordnung enthalten sein (Pth. Satz IV). Von 
der obigen Darstellung ausgehend, kénnen wir jetzt schlieBen, daB ein jeder 
Komplex der Gesamtheit 9%(4,) in 4, enthalten sein muB. 
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8. Es bleibt uns noch lediglich der Nachweis des zweiten Teils unseres 
Satzes im Falle einer Limeszahl 9. — (A,) sei die Ausgangspunktfolge des 
Komplexes 45. Ein jeder Komplex der Grundmenge M(4)) von 4) ist 
laut Voraussetzung in einem Komplex 4, _,; (¢ = 0,1) y-er oder » —1-ter 
Ordnung des Systems M(4,) enthalten. I2(4,) sei die M(4)) entsprechende 
Gesamtheit solcher Komplexe im System M(4,). Ein jeder Komplex von 
M(A,) enthalt offenbar die Punktfolge (A,). Die Gesamtheit aller Ord- 
nungszahlen der Komplexe von It(4,) ist mit dem durch g bestimmten 
Zahlenabschnitt konfinal, und miissen simtliche Komplexe von 3i(4,) in 
einem und demselben Komplex 4, o-ter Ordnung des urspriinglichen Systems 
enthalten sein. 

SchlieBlich heben wir noch hervor, da8 ganz ahnlich wie in Ziffer 6. 
leicht bewiesen werden kann, daB ein beliebiger Komplex 4) ¢M(4;) in 
keinem Komplex von einer Ordnung < 9 —1 bzw. <o (im Fealle einer 
Limeszahl o) enthalten sein kann. 


(Eingegangen am 6. 6. 1931.) 
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Ein Fundamentalsatz aus der Theorie der ganzen 
automorphen Formen. 


Von 


Hans Petersson in Hamburg. 


Die vorliegende Untersuchung kniipft an zwei Arbeiten an, in denen 
ich die Darstellung der automorphen Formen durch eine Art Poincaréscher 
Reihen behandelt habe. Einmal’) handelte es sich um die automorphen 
Formen reeller Dimension —r < —2, die zu einer Grenzkreisgruppe mit 
parabolischen Substitutionen und endlich vielen Erzeugenden gehéren. In 
der anderen Arbeit) wurden die eigentlich-automorphen Formen (— 2)-ter 
Dimension untersucht; die Durchfiihrung beschrinkte sich auf die Haupt- 
kongruenzuntergruppe N-ter Stufe I'(N) der Modulgruppe, da man zur 
Anwendung der an sich allgemeinen Methode die Kenntnis des arithmeti- 
schen Bildungsgesetzes der Substitutionskoeffizienten benédtigt. In beiden 
Fallen ergaben sich zunichst zwanglaufig Darstellungen fiir automorphe 
Formen, die in vorgegebenen Punkten eines Fundamentalbereichs Pole mit 
vorgeschriebenen Hauptteilen in der ortsuniformisierenden Variablen besitzen. 
Dabei ist, abgesehen von gewissen Einschrankungen, denen die in der Ent- 
wicklung einer automorphen Form auftretenden Potenzen der ortsuniformi- 
sierenden Variablen unterliegen, vor allem wichtig, daB die parabolischen 
Spitzen eine Ausnahmerolle spielen, indem man hier auch noch das kon- 
stante Glied dieser Entwicklung vorschreiben kann. 

Versteht man nun unter dem Hauptteil einer automorphen Form in 
einer parabolischen Spitze das Aggregat der Glieder mit nicht positiven 
Exponenten in der Entwicklung nach der ortsuniformisierenden Variablen, 
so ist klar, daB eine automorphe Form durch Angabe ihrer Hauptteile nur 


') Theorie der automorphen Formen beliebiger reeller Dimension usw., Math. 
Annalen 103 (1930), S. 369, im folgenden zitiert mit (A). 

*) Darstellung der eigentlich-automorphen Formen (-2)-ter Dimension usw., 
Math. Annalen 105 (1931), 8.206, im folgenden zitiert mit (J). 
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bis auf eine additive ganze, in allen parabolischen Spitzen verschwindende 
Form bestimmt ist. Es kam daher darauf an, aus den Reihen des Ansatzes 
Darstellungen fiir diese letzteren Formen zu gewinnen, die wir hier kurz 
als ganze Spitzenformen bezeichnen wollen. Diese Aufgabe wurde durch 
Benutzung eines Ritterschen Gedankens gelést, den ich im folgenden der 
Einfachheit halber an dem Beispiel der eigentlich-automorphen Formen 
ganzzahliger Dimension —r < —2 der I(N) kurz erlautern werde. 

Will man eine solche automorphe Form konstruieren, welche iiberdies 
in einem willkiirlichen Punkte w im Innern der oberen Halbebene einen 
Pol erster Ordnung besitzt, im iibrigen im Fundamentalbereich regular ist 
und in allen parabolischen Spitzen verschwindet, so bietet sich zunichst 
ein Ausdruck 








Mr 
32t- 
; 45’ e 
f(t; A,N;o)= 2 . eee 
. ae ate F H¢ N 


dar; A= (Se *) ist dabei eine Matrix aus (1) und ©(A) bezeichnet 

a, 4, ~ 
m, m, 
deren zweite Zeilen m,,m, alle voneinander verschieden sind. Dasselbe 
wie diese Funktion f_,(t; A, N; @) leistet aber jede der Funktionen 
f_,(t; A, N; Lw), wo L ein beliebiges Element der I'(N) bezeichnet: 
Alle diese Funktionen sind offenbar im Fundamentalbereich mit Ausnahme 
des Punktes t= regular, wo sie einen Pol 1. Ordnung aufweisen, und 
alle verschwinden sie in den parabolischen Spitzen der 7‘(N). Es ist nun 
auBerst naheliegend, hier zu fragen, ob man in der Menge dieser Funktionen 
simtliche automorphen Formen von dem beschriebenen Verhalten erhilt. 
Offenbar wiirde dies besagen, daB man simtliche ganzen Spitzenformen in 
der Gestalt 

f_,(t; 4, N; w) — C,f_,(t; A, N; Dw) = H,(t; w) 


darstellen kann, wo C, so gewahlit ist, daB diese Differenz im Punkte w 
regular ist. Eine eingehende Untersuchung hat gezeigt, daS man beim 
Beweise mit einem einzigen Punkte w nicht auskommt, man erhalt unter den 
H,(t; @) mit festem @ nicht einmal ein volles System linear unabhangiger 
ganzer Spitzenformen, wenn L die Gruppe ["(N) durchlauft; es ergab sich 
vielmehr der Satz, daB sich jede ganze Spitzenform als Linearkombination 
von endlich vielen der Funktionen Hz,(t; w,;) darstellen laBt, wo die L, 
gewisse Elemente der ['(N) und die mw; gewisse Punkte im Innern der 
oberen Halbebene hezeichnen. Der entsprechende Satz ergibt sich auch 
unter den allgemeinen Voraussetzungen der ersten Arbeit (A) und ebenso 
fiir die in der zweiten Arbeit (J) untersuchten automorphen Formen. 


der Nebengruppe AI'(N), 


1 2 
ein volles System von Matrizen u=( 
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Bis zu dieser Aussage fiihren die an das Rittersche Prinzip unmittelbar 
ankniipfenden Untersuchungen. Die naturgemaBen Darstellungen sind die 
so erhaltenen jedoch nicht. Wenn man iiberhaupt das Problem stellt, die 
ganzen Spitzenformen durch die in (A) bzw. (J) eingefiihrten Poincaréschen 
Reihen darzustellen, so wird man zunichst versuchen, hierzu die Linear- 
kombinationen derjenigen unter diesen Reihen heranzuziehen, die in dem 
gewahliten Beispiel die Gestalt . 

2xi—» 


.7 e 


Mc €(A) (m, t+ my) 


haben, wo » eine natiirliche Zahl bezeichnet. (In der Terminologie der 
friiheren Arbeiten heiBen diese Reihen G_,(t; 1; A, '(N); R,).) Denn schon 
die Definition der automorphen Formen fiihrt direkt zur Aufstellung solcher 
Ausdriicke wie zur Aufstellung der allgemeinen Eisensteinreihen *); das hier 
zitierte Verfahren, angewendet auf die ganzen Spitzenformen, macht es auch 
von vornherein wahrscheinlich, daB sich jede ganze Spitzenform aus den 
obigen Reihen linear aufbauen laBt. 

An dieser Stelle setzt nun die vorliegende Untersuchung ein. Sie zeigt, 
daB in der Tat ein derartiger allgemeiner Satz sowohl fiir die in (A) als 
auch fiir die in (J) untersuchten automorphen Formen richtig ist. Wir 
formulieren diese beiden Aussagen fiir die Fille r > 2 und die in (J) be- 
handelten Fille r= 2 getrennt. 


Satz I. Es sei I" eine Grenzkreisgruppe mit endlich vielen Erzeugen- 
den und mindestens einer parabolischen Substitution; sei ferner r > 2 und 
v(Z) ein Multiplikatorsystem fiir die LCI von der Dimension —r und 
mit der Eigenschaft, da8 


|\v(L)|=1 fiir alle Dor. 
Unter einer automorphen Form schlechthin verstehen wir eine zur Gruppe I" 
gehérige automorphe Form von der Dimension —r fiir das Multiplikator- 


system v(L). Dann laBt sich jede ganze, in allen parabolischen Spitzen ver- 
schwindende automorphe Form aus bestimmten endlich vielen der Funktionen 


G_,(t; v; A, I; R,) 
linear zusammensetzen. Dabei bezeichnet A eine unimodulare reelle Matrix 
derart, daB A~* co parabolische Spitze der Gruppe I ist, und es ist R, (x) = x’, 
wo » eine ganze rationale Zahl >0 mit » +x = ) >0. Anders ge- 
wendet: Man erhilt eine (notwendig endliche) Basis der linearen Schar 


*) Vgl. hierzu H. Petersson, Uber die Entwicklungskoeffizienten der ganzen 
Modulformen usw., Hamb. Abh. 8 (1930), 8.215, siehe insbes. 8. 223, 224 (§ 2). 
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aller ganzen in den parabolischen Spitzen verschwindenden automorphen 
Formen in gewissen Funktionen 


G_,(t; v; A, T; P), 
wo P(x) ein Polynom von z bezeichnet, dessen konstantes Glied fehlt, 
wenn x (=) = 0. Die Matrix A ist unter den angegebenen Voraussetzungen 


noch in hohem MaBe willkiirlich wahlbar. Man kann z. B. erreichen, dab 
alle A, die in den darstellenden Funktionen auftreten, mit einer vorgegebenen 
Matrix identisch sind. — 


Satz II. Sei N eine natiirliche Zahl. Jede ganze, in allen parabolischen 
Fixpunkten der I"(N) verschwindende Modulform N-ter Stufe von der 
Dimension — 2 (Integrand erster Gattung) laBt sich aus bestimmten end- 
lich vielen der Funktionen 


G_,(0;1;A,N; R,), ACT i(l) (» > 0 ganz rational) 


linear zusammensetzen. Mit anderen Worten: man erbilt ein volles System 
von p linear unabhangigen Integranden erster Gattung der Stufe N in ge- 
wissen p unter den Funktionen 


G_,(0; t; A, N; P), 


wo p= p(N) das Geschlecht der Gruppe ['(N) und P(x) ein Polynom 
mit verschwindendem konstanten Glied bezeichnet. Unter A kann bei allen 
darstellenden Funktionen dieselbe beliebige Matrix der I"(1) verstanden 
werden. — 


Der Beweis der Satze I und II stiitzt sich auf die in (A) bzw. (J) 
erhaltenen Darstellungsaussagen, indem die betrefflende Behauptung von 
jeder der Funktionen H,(t; v; A,@) aus (A) bzw. H(t; A, @) aus (J) 
nachgewiesen wird. Hierzu bedarf es ahnlich wie bei den Untersuchungen 
von (J) der Anwendung eines Summationsverfahrens, das seinen Ausdruck 
in der Einfiihrung eines neuen Parameters findet, welcher im Endresultat 
wieder herausfillt. 

Satz I wird in § 1 bewiesen, Satz II in § 2. In jedem der beiden 
Paragraphen bediene ich mich der Terminologie und der Ergebnisse aus 
der zugehérigen der beiden Arbeiten (A) oder (J). In § 3 werden an- 
schlieBend an die Resultate von (J) und an die des § 2 der vorliegenden 
Arbeit Reihenentwicklungen fiir die siamtlichen Abelschen Integrale der 
Kongruenzgruppen aufgestellt. Man gewinnt diese bekanntlich durch Inte- 
gration der Modulformen (—2)-ter Dimension nach dt. Es wird hier ge- 
zeigt, da diese Abelschen Integrale ahnlich wie die Integranden durch 
Benutzung eines Summationsverfahrens aus gewissen unendlichen Reihen 
erhalten werden kénnen. 
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§ 1. 
Wir bilden die Reihe 


1 
Dp = P ; ; A, r; ’ — ; 
--= O_,(%; 9 9) Pe oe ery ce 





wo y eine komplexe Zahl mit negativem Imaginirteil bedeutet, und fiir rc 


(x f= y)"* Je P aati Q< Ym log (t vs y) “ 
festgesetzt wird. Es gilt 








ae 1 Mr—@ Mr-—y)\ 
aie PONTE? ( a 
mit 
: “> =“ e~2tink - — 4a, as 
r(68)— 2 cemarye 1 *(G')  4— fava). 
Fiir die Funktion y,(z, &) findet man die folgende Fourierentwicklung *) 
1. 4 >0: 
Qni er tine ~ e~2tiintwe dy 
Zz, é = —_- SC . 
7,( ) (é -2)°-3 e**iz_ at+e>e — (€+2)"-* 
9 0 nm ganz 
2. » =0: 








2a erties band e~*tinz dy 
z,é —_ - ‘ 
?,( ) (& —2)"-* e**!*_} aictane 


Dabei denken wir uns die komplexe x-Ebene durch eine von —é nach 
—&—too verlaufende Vertikalhalbgerade aufgeschnitten. In der aufge- 
schnittenen Ebene ist 


(x + &)P tae eh“ Deeth ei < Qmlog (x + &) < *%. 


S bezeichnet eine Schleife, die den Schnitt in positivem Sinne umlauft 
und den Punkt = —z weder triffit noch im Innern enthiilt. 

Auf Grund dieser Entwicklungen ergibt sich durch eine einfache Um- 
rechnung zunachst die Beziehung 


a r-1 ar ° 
¥(s; 0; 4; @, y) = 40— 49) Oc 05 A, Fs Ao, Ay) 











( 6 (A) (a,@+a,)*~" 
(1) aR 

= F(t; v; A,w) + ( y : K_,(t; 0; A, lr’; Aw, Ay) 

6 (A)(a,o+a,)*~" 
mit 
K_,(t; 0; A,T; @, y) 
?) y 1 —y 1 en ttintme dy 
—-0" 2nmetay&, | Mie es 
Mc S(A) 1 2! n+n>0 (= 5 “+ 2) ( ; ¥ +2) 
n ganz § \ 


*) Vgl. in (J), § 3 die Entwicklung der Funktion ¢ (s; z, @). 
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Aus der Gleichung (1) gewinnt man jetzt leicht eine Relation, in der die 
zu untersuchende Funktion H,(t; v; A, w)*) auftritt. Von der linken Seite 
dieser Relation, namlich von der Differenz 


Y(t; v; A; Lo, Ly) 


Z,(t; v; A; w, y) = 3(L)(po4 8)" 





— Y(t; v; A; w, y) 


werden wir zeigen, daB sie identisch verschwindet. So resultiert aus der 
genannten Relation eine Darstellung der Funktion H,(t; v; A,w) durch 
die Funktionen K_, allein: 

3 H(t; v; A, @) 
(3) =CK_,(t;v;A,0; Aw, Ay)+C' K_,(t;0; 4,0; ALw, ALy), 


wo C und ©” als Konstanten anzusehen sind, da w und y unter den vor- 
liegenden Verhaltnissen feste Zahlen bezeichnen. Von dieser Darstellung (3) 
gelangt man durch einfache Uberlegungen zu einem Beweise von Satz I. 
Um zunichst zu zeigen, daB Z,(t;v; A; wo, y)=0, bilden wir die 
Reihe ®_,(t;v; A,T'; ALw, ALy) in der Gestalt 
1 
wear U(M’) (mir +m)’ (M't—ALo)(M't —ALy)*-*’ 





wo M’= PM, P=ALA™’*, M'={m{, m3}. Nun ist, wenn P= {p,, p,} 
gesetzt wird, 





’ M:1—Aw 
M1t— ALw=PM1t— PAw= gWitaadetal’ 
(M':— ALy)’~*=(PMt— PAy)"~*=g, (P; Ay) nee | 





(Pp, Mt +p)" (p,AY+P)-* 
Die Zweige der hier auftretenden vieldeutigen Funktionen sind in der be- 
kannten Weise festgelegt. g,(?; Ay) bezeichnet eine komplexe Zahl von 
der Form e**‘’” mit ganzem rationalem ». Ferner ist 


r M’ es £)” 
v(P)(p, Me + p,)" = e(P, M) mie me 





also 
® (t;0;A,0;ALw, ALy) 
o(P, A) 


= FUP. Ay) o(P) (Pi: 42+ Pr) (PAY + Mm)” * O_,(t; 0; 4,0; Aaa, Ay), 
Z1(t; 0; A; w, y) = 


pe {(Gte— Abs)” 6 (A) (@,@ + a,)*~"- 0 (P, A) (p,Ay+P)"-*(PA@+ Pr) 1} 
(Aw— Ay)"~*-6(A)(a,Lw+a,)*~"-0(L)(yo+5)*~" g,(P, Ay) v(P) 
(Aw—Ay)"-? 
6 (A) (a,@+a,)*~" 


8) (A), § 5, S. 428. 








®_,(t; v;A, 0; Aw, Ay). 
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Der Minuend in der geschweiften Klammer ist aber gleich 


v(A) (a, Lo + a)" ~*-v(L)(y@+8)""*-e(P, A) _ v( A’) (ajw+ay)""* _ 4 
v(P)(p,4@+p,)"~*-v(A) (a, @ + a,)"-* v(A’)(aj@+as)- 
Hier wurde A’= AL = (*" a gesetzt. Damit ist bewiesen, daf 

a, a 
Z(t; v; A; w, y) identisch verschwindet. 
Es handelt sich also nur noch um die Darstellung der Funktion 


K_,(t; 0; A,I°;,y). Man ersieht zunachst aus (2), daB 
K_,(t;v; A, T; @, y) 


3 Mr 
a %, 1 ~ y 8xi (nt) = arutabion 3 
é v(M)(m,1t+ mg.) as * («-%) (2-3) =T 











McG(A) n+n>0 
n ganz 


wo s'= 8+". Da 


. gmy 
e-ttiintM2 dy —e(n+)~ 
| | < Ce . 


=-5)(e-5) | 


mit numerischem c > 0 und einem gewissen nur von w und y abhangigen C,, 
so kann man hier die Reihenfolge der Summationen vertauschen und erhalt 
(4) K_.(t;v;A4,T;o0,y)= J a, ,,¢_,(1;0; A, T; R,). 


n+>0 
n ganz 








Dabei ist R, (x)= 2" und 
P e~2*idx dy 


(=-5) (=~) 
Die Funktionen G_,(t; v; A, I; P) bilden, wenn P(z) ein solches 
Polynom von 2 bezeichnet, wie es in Satz I angegeben ist, bei festem A 
offenbar eine lineare Schar von ganzen Spitzenformen fiir die Dimension 
—r und das Multiplikatorsystem v(Z). Es liegt nahe, alle G_,(t;v; A, I’; R,) 
durch ein bestimmtes System von Basiselementen dieser Schar auszudriicken 
und dann die Reihe fiir K_,(t;v; A, I"; m, y) nach diesen Basiselementen 
umzuformen. Da dieses Verfahren statthaft ist, lehrt der folgende allgemeine 


Hiljssatz. In einem Gebiet & der komplexen rt-Ebene seien die ana- 
lytischen Funktionen 





anni (A> 0). 





e 
s’ 


f(t), fa(t), -.. ad inf. 


simtiich regular und in einer linearen Schar G von endlicher Dimension h 
enthalten. Die Reihe F(r) = Ss a,,f,(t) sei in ganz © konvergent. Ist 
n=1 


9, (7), ---» 9,(t) 
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eine Basis von © und 
4 
(5) f(t) = Se,,9,(t) fir n—1,2,... ad inf, 
i=t 
so sind die h Summen 
b= Sa, ¢,,; (i<it<h), 
simtlich konvergent, und es gilt 
h 
F(t) = 5 5,9;(t). 
i=1 
(D. h.: Jede konvergente unendliche Linearkombination der f,(r) liegt 
gleichfalls in G.) 
Beweis. Es geniigt offenlar, zu zeigen, daB 
b,=Sa,c,, fir 1<i<h 
n=1 


konvergiert. Zu dem Zwecke wihle man h Punkte 1,,...,7, in © derart 
da8 die Determinante 
I) 9:(%) ll (sich, 1<ksh) 


nicht verschwindet. Ferner bilde man die Gleichungen (5) fiir 1+ —=1, 
(1< ksh). Nach der Cramerschen Regel ergibt sich fiir jedes natiirliche n 
eine Darstellung 


M > 


Cag = > Vinla(T%) 


k=1 


mit von n unabhangigen y,,, womit der Hilfssatz bewiesen ist. 

Satz I folgt dann unmittelbar aus den Gleichungen (3), (4) und dem 
Hilfssatz. — 

Es sei gestattet, hier noch auf eine andere Klasse von Poincaréschen 
Reihen hinzuweisen, welche gleichfalls ganze Spitzenformen darstellen, und 
welche sich in &hnlicher Weise durch die G_,(t;v; A, I; P) von Satz I 
ausdriicken lassen wie die Funktionen H,(t;v; A,@). Der unter denselben 
Voraussetzungen wie die Reihe ®_, gebildete Ausdruck 


1 
f_.(t;30;4,T;e)= » , 
( @) de SRG POO 





wo @ eine reelle Zahl bezeichnet, ist wegen 

__ ges 

| m, t+ m, |* 

in der ganzen oberen t-Halbebene 9 absolut konvergent, falls 


| Mr — 0|> 9m Mr— 


r—2 
xt. 2c 3 
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| Man hat 
Mr-—o 
~ inal ‘| :( 0 ) 
j (9) Le? v(M) (m,r+ m,)” 
Mc @(A) on" 
mit 
a (Mr-e) a e~2tink aule S re tatinee) Mone 
Ae) (Mte—e s Tay (Maye 
cpa +h n+n>0 
\ 0d n ganz 
und 


l(a) = fe~*a**dz. 
0 


Erklart man (=> e\ durch die Potenzreihe auf der rechten Seite 


von (7), so erhalt man in (6) eine fir 





5 r—2 
r>2, O<i<c-; 
giiltige Darstellung der Funktion f_,. Diese Funktion f_,(t; v; A, I; @) 
besitzt die Invarianzeigenschaft einer automorphen Form von der Dimen- 
sion —r und dem Multiplikatorsystem v(Z) und ist tiberdies in regular. 
Ihre Regularitat in den parabolischen Spitzen ergibt sich, indem man sie 
ahnlich wie die Funktion K_, in eine Reihe nach der G_,(t; v; A, I’; R,) 
entwickelt. Zu diesem Zwecke stellt man zunachst fest, dab 
Xm Mr 





% ae a-1 _— 22+ | = 0( 1 

ind ga ach Ao ; (3m Mr)? 
gleichmaBig fiir alle K, alle M und alle t in 9. Sind jetzt die M aus 
S(A) irgendwie in eine Folge M,, M,,... geordnet, so zerspalte man 


die Reihe 
Qx (Im Mr) —y = 
» tana = ate 
M;c@(A) M;cS(A) 
isT i>T 


Mm, tT + ™, 
utes! 1 Ft Ms | 


in zwei Teile; man sieht, daB der zweite Teil 





Qg (Ju Mr) —0O y 1 \ 
 imttm,|" a | m, r+ m,|"~*? 
M=M;c (A) : M=Mjc (A) . 
i>T i>T 


ein vorgegebenes ¢« >0 nicht iibersteigt, wenn 7’ hinreichend grof ist. 
Nach Wahl eines geeigneten 7 wihle man dann K so grof, daB 


ym M;r 
i - —22 (n+) —— 
> _(s+)~*e age 
n+q>K 
n ganz 
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fir i< T, |r| SC,, Jmtrj]sS, 6>0. Die erste Teilsumme geniigt also 
der Ungleichung 
1 


Se mene 

M=M;c¢i4) Mceyay) 2 t™! 

isT 
Damit ist gezeigt, daB 
_sih 
Qa\+e 2 _¢ —Sxtinty) & 
t_.=(F) Fay DY (mtn) *e ”? @_,(t;0; 4,1; R,). 

n+n>0 
n ganz 


Aus dieser Entwicklung erhilt man dann vermége des Hilfssatzes eine 
Darstellung der Funktion f_,(t; v; A, I; @) als Linearkombination von 
endlich vielen der G_,(t;v; A, I"; P) aus Satz L. 
Ubrigens gilt fiir gewisse reelle p, daB 
“y 1 


mear?(M)(m,1+ m,)"(Mr—p)* 





sogar fiir 
r>2, 1<ic<cr-l1 
absolut konvergiert. Man betrachte namlich unter denselben Voraussetzungen 
wie friiher die Summe 
1 
mear |™ttm|"**|Mr—Aw|*** 





wo o>0, Smw <0. Ist jetzt S eine unimodulare reelle Matrix, so daB 
auch noch (AS)~*co parabolischer Fixpunkt von I’ ist, so bilden wir diese 
Summe fiir AS statt A, ASw statt Aw und ersetzen das obige M durch 
PM=ASA *M=M’. Die so entstehende 


1 
mw’ casr |mit+ mg|"*? | PMr— PAw|**? 





ergibt, gliedweise umgeformt, den Ausdruck 


1 1 
|p, Aw + p,| hi e 4 
wear |\™t+m,|"t?|Mr—Aa@|'** |p, Mr+p,|"~* 





Wenn hier p,+ 0, so setzen wir p -—B.. Die Konvergenz von 
1 


1 
McAr | m,r+m,|"**|Mr—Aw|**+?| Mr— pi"? 





zieht, wie eine einfache Abschatzung zeigt, die Konvergenz von 


yy 1 


ha , - 
mMcar |™t+m, r+?|Mr— pj" ; 








nach sich, q. e. d. 
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§ 2. 

Der Beweis des Satzes II erfordert ahnliche Uberlegungen wie der 
von Satz I. Die eigentiimlichen Schwierigkeiten, welche bei der Unter- 
suchung der automorphen Formen (— 2)-ter Dimension auftreten, machen 
sich hier in ahnlicher Weise bemerkbar wie in (J), indem sich auch hier 
die Anwendung eines Approximationsverfahrens analog zu dem in (J), § 3 
als notwendig erweist. Die ausfiihrliche Darstellung dieses Verfahrens im 
§ 3 der Arbeit (J) enthebt uns der Notwendigkeit, die entsprechenden 
Schliisse nochmals in extenso zu reproduzieren. 

Wir gehen von der Funktion 


f(s, 8’; =; @, y; A) = : 

eres ee CE en) rT 
aus, in der A eine Matrix von I'(1), y wie in §1 eine komplexe Zahl mit 
negativem Imaginarteil bezeichnet und zur Abkiirzung ['(N) = I” gesetazt ist. 
Man findet zunachst wieder 


-9—s' 1 Mr—@w Mr-y 
f=N** —- 9 (8"; = 
Mee ta) (™ t+ m,)*|m,r+ m, |! ( N N 











mit 
+0 


y(8';2,é)= D' > 


nome (2+) (E+n)|E+n|" 
Die Fourierentwicklung fiir ¢ liefert die folgende Darstellung dieser Funktion: 











(8) y(8'; z, é) _ —— a ae 
(g-2) *-s)* 
pa —2 xing 
— P sgn n | : > =, (sgn0= —1). 
meg Saale te E42) F E42)" 


Hier sei die komplexe x-Ebene, ausgehend von den Punkten —é und —§, 
durch zwei vertikale Halbgeraden aufgeschnitten. Der von —é ausgehende 
Schnitt verliuft ganz in der unteren, der von —£ ausgehende Schnitt ganz 
in der oberen Halbebene. S,, und S_, sind zwei Schleifen, welche den 
von —& bzw. von —é ausgehenden Schnitt im positiven Sinne umlaufen, 
den Punkt —z und die reelle Achse nicht treffen und beide auBerhalb 
lassen. In der aufgeschnittenen Ebene gelte 


5 toe (+8) 82 


(2teraer "4 < Qmlog(x+é) < , 


(e+of=e 


log (x +) ” 
eo 
Mathematische Annalen. 106. 23 
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Wir betrachten nun zunichst den zweiten Term auf der rechten Seite 


von (8), namlich 


. 
¥ P "TINE 7, 
Y ‘ sgn n 
ho 7 
e ry = 1 = r) 
> — sgn n 
Mr . ants 
’ - 4 y ’ ‘ - . rd r 
Sgn vy € . 
1 ~‘ 
¢ y yt+-2¢ 5m Mr 
e r u = r - 
: N N, N 
Ss 
sgn > 
7 . Mr _ ‘ . . 
WO S—sgr S—sgn> y Fiir das einzelne Glied auf der rechten Seite 


erhalt man mit den iiblichen Methoden die folgenden Abschatzungen: 


M ale y 
¢ N O \¢ N ) 0 
s' 
sgn» 
Mi . Ym y im Mr 
ti , e221 la Je) - 
¢ N . O \¢ N N ’ 0 
Ss 


wo ¢ eine positive Konstante bezeichnet, welche man beliebig etwa zwischen 

und 1 vorschreiben kann. Das Zeichen O gilt gleichmabig unter der An- 
nahme der Ungleichungen (16) aus (J), §3, wenn man dort ¢ durch y 
ersetzt. 

Um die Funktion f(s, s’;1;@,y;A) in das Gebiet o — 0, o’<0 
hinein fortzusetzen, trenne man zunichst die Glieder mit m,|< 7 von 
denen mit |m, T. Die ersteren bereiten keine Schwierigkeit; der Teil /, 
der Glieder der f-Summe mit | m, T ist unter Voraussetzung der Un- 
gleichungen (16) in (J), $3 gleichmabig konvergent. Fiir die Glieder mit 
m,' > T wird analog zu dem Verfahren in (J), § 3 folgender Weg ein- 
geschlagen: Zunichst trage man in der Darstellung (8) der Funktion 
p(s; ue = ue ’ \ die rechte Seite der Gleichung (9) ein. Bei hinreichend 
groBem 7’ ist der darin auftretende Ausdruck Ym Mr beliebig klein, und 


e ~ . , M T @ Mi y ° 
man approximiert nunmehr die Funktion ¢ ( s’; vy ° W in der so 


erhaltenen Gestalt durch diejenige Funktion, die man hieraus erhalt, indem 


man Sm Mr durch 0 ersetzt. Genauer: man ersetzt den ersten Term auf 


der rechten Seite von (8), d. h. 


2% sm Mr)* é 









dure 


dure 


Dab 
in 


legu 


Stel 


Feh 
Wal 
lytis 
wel 


der 


gent 


wo 


ders 


10 
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durch 
Mr 
A 2a N 
2xiNn'** e * 
x 8 > Mr > @ 
1 a - lat ? vm v 
(@ y) “(@ y)~ ¢ é * 


Entsprechend ersetzt man den zweiten Term auf der rechten Seite von (8), 
d. h. nach (9) die Summe 


: Mt ‘ 2aivez 
> ve ¥ = 
’ N é da 
‘ sgn ve . 
1+ . 
' @ y 2 / y+2i3m Mr 
x = x = & 
oo N / N N 
? sgn» 
durch 
Mr ; 
\) at ’ en Ft"Z dy 
sgn ve : ; 
— 14 & 
; o y 2 y 4 
X = U = 1 
. v } N/ N 
sgn» 


Dabei denke man sich den Schnitt in der oberen x-Halbebene iihnlich wie 


in (J), §3 so modifiziert, daB er tiber den Punkt fiihrt. Auch die Ver- 


legung der Integrationswege geschehe so, wie es dort an der entsprechenden 
Stelle des Beweises ausgefiihrt wurde. 

Uber den durch diese Ersetzungen in dem Ausdruck fiir q entstehenden 
Fehler m* erhalt man genau wie in (J), §3 die folgende Aussage: Nach 
Wahl eines geeignet groBen 7'> 0 ist m* eine fiir o’ > —1 regulire ana- 
lytische Funktion von s’, welche fiir s’—0 identisch verschwindet und 
welche unter Annahme der Ungleichungen (16) aus (J), §3 gleichmaBig 
der Abschatzung 


° ] 
(p- O 
m,t + mM, 
geniigt. Wir schreiben nun 
f f(s, 8’ f 8, 8’) f,(s, 8’), 
wo /,(8, 8") die Glieder der f-Summe mit m, <7, f,(s, 8’) die Glieder 
derselben Summe mit |m,| > 7 bezeichnet, ferner 
2 2i— 
10 U/.!. Q2a2iNn't* e N 
p'(s’;tiM,y = -, = 
1+ = tain 2a 
(@ y) “(@ y)~ ‘ * t . 
+o . r r 
Vv’ Sat e 2 TZ dy 
sgn ve 5 
Haan 1+- 
@ y - q 
x > x - x 
,° N N ) N 
S_sgny 
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und 








,, Mt-—@w Mi-y 

0 (8 a) 

Entsprechend dieser Zerspaltung zerfallt die Reihe f,(s,8’) in zwei 
Summanden 


= p°(s’; Mt; mw, y) + ¢*. 


f,(8, 8’) = fy (8, 8’) + fe (8, 8’), 


deren zweiter, f, (s,s’), durch eine im Gebiete 


o>-—1+46, o>-1+0', d>0, d’>0 
und unter den iibrigen Voraussetzungen (16) in (J), §3 gleichmaBig kon- 
vergente Reihe dargestellt ist. Wegen der oben erhaltenen Aussage iiber p* 
verschwindet f,*(s,s’) fiir s’=0 identisch. f(s, 8’) ergibt sich, wie aus 
(10) zu entnehmen, zu 

















f; (8, 8°) 
ent 
_ 2x8 1 a ds 1 e 
N He Seta) (Tt m)* | mr + m,)|* anit 201% 
(11 (m—-y) “(@—¥)” imior e —?< 
} +@ onc Mt, 
» K,(s';a,y)e 4% 
; —2-s' t vr=—o 
+N 2 2 4 ® 
Mesa) (™t+m,)"|m, r+ m,| 
m,|>T 
wo 
’ —2nivz 
K,(8'; w, y) = —sgny . 4 7 
1+— 4 
_ @ _y 2 m 2 
a (= x) (2 x) (= vr) 
s 
-sgne 
gesetzt wurde. 


Der erste Term auf der rechten Seite von (11) ist in e’ ganz und 

in ¢ fir o > —}{ regular. Um den zweiten Term zu untersuchen, setzen wir 
- Mr . ¥ Mo 
2x a 8st —— 


e 7 =e *™ + Qar (1; R,), 





. ¥My —22iv 


Qu(t;R,)—e  *™ (-Femrre_ 1), 








wonach 
2a\r) 
2xa\y 1 = 
[Qur(+5 Be) Sy meme 
Durch Wahl von 7 erreicht man, daB gleichmaBig*) fir |m,| > T 
+ oO . 1 
2 Ks ;@, ¥) Qu (t; R,) =O Goscees a ’ 


*) Das Wort gleichmaBig bezieht sich, von zusitzlichen oder gegenteiligen 
Voraussetzungen abgesehen, fortan auf die Bedingungen o >—}+4, o’>—1+0’, 
4>0, 6’>0 und die itbrigen Bedingungen (16) in (J), $3. 
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so daB der entsprechende Bestandteil des zweiten Terms in dem Ausdruck 
von f,(s, 8’) auf der rechten Seite von (11), namlich 





+0 
» K,(s'; @, y) Qu(t; Ry) 
n=? 7 v=—@ 
Mc @(A) (m,1t + m,)* | mr + m,|* 


Im,|>T 
durch eine sogar fiir o > —1-+46,6>0 gleichmaBig konvergente Reihe 


2io 
dargestellt ist. Der mit e *™ gebildete Bestandteil dieses zweiten Terms, 
also der Ausdruck 
+@ 2Qxi —— 
» K,(s’;o,ye *™ 
n7*- 3’ a v= — co 
ucets) (m, t+ m,)* m,t + m,\* 
|\m,|>T 
ist ebenfalls gleichmaBig konvergent, wie man mit Hilfe der in (J), §3 
auf die Funktion G*,(8; 1; A; .N; P,) angewendeten Methode erkennt. 
Damit ist die gleichmaBige Konvergenz aller Terme, aus denen sich die 
Reihe f(s,8'; t; @,y; A) zusammensetzt, bewiesen. Es ist aber noch mehr 
erreicht: Setzt man 





2xi— 
2 - sid N 
Po(8'3t;@,y) = — z r < + SK( (8’;@, ye 
zti- 2xi- 


(oy) ae pie Fe , = 





und 








,, Mt—ow Mr— 
o(s’; 4 : 4 yy ¥) = Po(8'; Mt; Oo, y)+y, 


so entspricht dieser Zerspaltung eine Aufteilung der (vollsténdigen) Reihe 
f(s, 8’) in zwei gleichmaBig konvergente Summanden 

f(s, 8; t; @,y; A) = fo(8,8; t; oy; A) + 9(8,8'; 1; @,y; A), 
wo g(8,8’;t;@,y; A) fiir s’ = 0 identisch verschwindet. 


Andererseits findet man durch dhnliche Betrachtungen wie im § 1 
dieser Arbeit die folgende Beziehung: 


(12) f(s,8;1t; ALw, ALy; A) 
=(p,Aw + py) (p,Ay + Py) |p, Ay + Pe|"f(8, 8; t; Aw, Ay; A), 


in der L ein beliebiges Element aus I’(N) und P die Matrix ALA™~* mit 
P={p,,p.} bezeichnet. Setzt man 


W(0,8';t;@,9;4) =(@—y) ‘oa f(s, 8’;t;w,y; A), 


W,(8,8'; t;@,y;4)=(@—y) *(w—9)* fo(8, 8’; t; @, y; A), 
W-(8,8'; t; w, y; A) = W,(8, 8’; t; w,y; A) + w* (8, 8’; t; w,y; A), 
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so weif man, dab 


W,(8,8°;1; Am, Ay; A) = ~~" G_,(8;1; A, N; R,) + X(8,8";1; Aw, Ay: A 
mit 
R, i q é N 
aK. y : 
Ss ee | A N 1 j B 
Ml ’ . . 
Man erhalt also insgesamt eine Zerlegung fiir W(s,s’) in der Gestalt 
Wis,’ fim, Ay: A g G 1,N;1 i; { 
X tr: A { | i § t: A {y:A 
aus der man nun mit Hilfe n (12 nittelbar eine Beziehung g 
welche die Funktior 
H,(s;1; A.@ Fis;1; Aye F(s:1; A, Low Lc«INn) 
durch leichter zugingliche Reihen auszudriicken gestattet. Diese Beziehung 
lautet 
(13 W(s,8';1; Aw, Ay: A Wi(s,s':t; ALw,ALy; A 
H,(8; 1; A,@ (X(8,8°' 1; Aw, Ay; A X(s,8';1; ALw, AL y; A)} 


(W"(s,s';1; Aw, Ay; A) — W"(s,8';1; ALw, ALy; A)} 


j 
Aus (12) ersieht man, da die linke Seite. ebenso wie die zweite Klammet 
auf der rechten Seite verschwindet, wenn s = s’= 0; und hieraus folgt 


schlieBlich die zu (3) analoge Darstellung der Funktion 


H, t:; A, Hy 0:7; A, @ 


in der Form 
Hy(1t; A, @ X(0,0;1; ALw, ALy; A) — X(0,0;1; Aw, Ay: A 


Danach bleibt nur noch die Entwicklung der Funktion 
Mr 


32t-——s 
\ 


7 2 K,(s's@,y)¢ 
(14 X(e,a’,t; 0,9; A)=C > = — 


— 2 ‘ 
M cetAyit + My)” | MT + mM, | 





aufzustellen, wo 


, ’ 
s 8 
1+ 


C= C(s’)=N OF a som y) *(@ y)° 
gesetzt wurde. X(s,s’) ist offenbar eine ganze Funktion von s’, und man 
kann zunichst fiir o > 0 die Reihenfolge der beiden Summationen auf der 
rechten Seite von (14) vertauschen. Es ergibt sich 


(15) X (8, 8’) = OS K(s'; w, y) G_,(8;1; A, N; R,), 


v=1 
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weil 
aie 
1. Os K (s’;w,y e N > 
i 


, 
1 


gleichmaBig sogar fiir irgendwie beschranktes s’|, wenn k—+ oo, und weil 


) \y’ I 
i M -€& { . m 
gleichmaBig beschrankt fiir « 6, 0 0. 
Die Entwicklung (15) konvergiert nun, wie man leicht einsehen kann 
war fiir irgendwie beschrinkt s’| abs gleichmaBig. Um dies einzu- 
S¢ | en zerté ile mal dic Summatiol I Re he G at @; ¢ A N: R bei 
Ml 
einem 7 0, zerlege ferner di Ro \¢ Y / derart, daB 
Ml 
i Un R, 
zwei Summand So ¢ teht e a J), §1 bekannte Darstellun; 
( ( i: ] H,’ T H,"’( 831 
Nu at ’ 
AK, “/ H, 8 t 
ibsolut gleichmaBig konvergent, sogar fiir irgendwie beschrinktes |s’ und 
] 0. oO 0) ] penso konvergit rt 
SK (8s':;0,y)H 
absolut gleichmiBig, sobald o > —i 4-6, 6> 0, |8'| beschrinkt, da nach 
J), §1 gleichmaBig 
] 
H,”"(8; t) = O(r*). 
Der dritte Bestandteil in (16) gestattet eine fiir o> —1+ 46, 4>0 und 


beschrinktes |s’ gleichmiBige Abschitzung von der Form 
H,"'(8; 7) O\veXat 
aus der man ersieht, daB 

» K, 9’: @o,Yy) Hy” (8; T) 

v=1 
unter diesen selben Bedingungen gleichmaBig absolut konvergent ist, falls 
man 7’ hinreichend groB wihlt. 

Die Darstellung (15) ist daher fiir o > —}-+-6,6 >0 und beschrink- 

tes |s’| absolut gleichmaSig konvergent, man kann also in (15) s = s’ = 0 
einsetzen. Hieraus und aus dem Hilfssatz im § 1 dieser Arbeit folgt Satz Il 
unmittelbar. 
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§ 3. 

Die in (J) und im § 2 dieser Arbeit erhaltenen Darstellungen der 
Modulformen N-ter Stufe von der Dimension —2 fiihren nun, wenn man 
nach dr integriert, unmittelbar zu Darstellungen der simtlichen Abelschen 
Integrale der Kongruenzgruppen. In bequemerer Form gewinnt man 
diese Darstellungen der Abelschen Integrale, wenn man die Ausgangs- 
reihen G_,(8;t;A,N;R) etwas modifiziert. Man verstehe unter FR eine 
rationale Funktion von einem der drei Typen aus (J), Satz 1. Ferner sei 1, 
ein fester Punkt in 9 und 


R (27) 


— 4 
Mae A) (Mt + My)® | m, t +m, | 





G_,(8; t; A,N; R) = 


Zerspaltet man diese Reihe in der gewohnten Weise in drei Summanden 


G_,(s; t; A,N; R) = H,(s; t) + Hi, (8; t) -+- H, (8; t), 

wo die drei Ausdriicke rechts in analoger Weise gebildet sind wie H,(s; t), 
H,(s;t), H,(s;1), so sieht man zunachst, daS H,(s;1r) und H,(s;r) in s 
fiir o > —1 regular sind, und daB - 

H,(0;t)= H,(0;t), A,(0;t) = H,(0; t). 
H,(s; 1) gestattet die Fourierentwicklung 

+0 

fies w-* 5 Dyes) 4,(015,%) 

mit wars 


+o 
. 





40:54) 


e~**inz dy 
(5 +2) | T) 
J \w" yr? 
-© 


Man entnimmt dieser Entwicklung, daB auch H,(s; 1) fiir o > — regular 
in ¢ ist, und daB 


ra 











H,(0; t) = H,(9; t). 
Insgesamt ist also G_,(8;t; A, N; R) fiir o > —} regular und 
G_,(0;«; A,N; R) = G_,(0;t; A, N; R). 


Ober das Verhalten dieser Funktion G_,(s;1;A,N;R) in ihrer Ab- 
hangigkeit von + ist insbesondere zu bemerken, da® sie fiir alle s mit 
o> —} in der ganzen oberen t-Halbebene 9 mit einziger Ausnahme der 


Mee 
Pole des Zahlers i” ¥ ) regular in rt ist. Die Regularitét gilt auch 
fiir den Punkt t= 1,, vorausgesetzt, daB dieser kein solcher Pol ist. Man 
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beweist dies etwa, indem man die erwaihnte Zerspaltung 

G_.(8; t; A,N; R) = Ai, (8; t)+ Hi, (s; t)+ Hi, (8; t) 
mit dem Werte 7’=0 ausfiihrt und die Integrationswege der in der 
Fourierentwicklung von H,(8;1) auftretenden Integrale A, (s; y y) 80 
umbiegt, daB die Punkte — 7 und — + auf derselben Seite des umgebo- 
genen or liegen. Ferner zeigt sich, daB 


G_,(8; t; 4, N; R) — H,(8;t) —N~*~*D,(s; R) A, (8; 4,59), 


gebildet fir 7=—0, gleichmaBig in s fir o> —}+6,5>0 mindestens 


so stark wie (Smtr)? gegen 0 geht, wenn +r in einem Vertikalstreifen 
beschrankter Breite innerhalb gegen co geht. Der Ausdruck 


G_,(8;t; A, N; R) — H,(8;t) —N~*""D,(8;R)A,(8;-y) (T=0) 


strebt unter gleichen Bedingungen mindestens so stark wie (Sm «)7* gegen 0. 
Nunmehr sei $ ein abgeschlossener Teil im Innern der oberen Halb- 
ebene 9, und 1,, 7, seien zwei Punkte innerhalb 8, in welchen die Funk- 
tion G_,(8; 1; A, N; R) regular ist. Unter R = R(x) verstehen wir eine 
rationale Funktion von x von einem der beiden folgenden Typen 


R(x) =R,(z) = 2" (y +0) 
oder 


R(z)=Ry"(z), R(x) = 


1 satt4e 
sy gel" (C9, 921). 
Dann gilt, zunichst fiir alle s mit o > 0, 
T Mr Mr, 


2x2i——r 
* N 
G_,(8;1; A, N; R,) dt =>— ; 
: af , ’ * 3at° Su | Mm, t+ m, |* 








e =6¢ w 





bh 


- N my 1—ge N 2ky ai 
G_,(8;1t; A, N; R;) dt =——— + =, 
a -«( e) aly Xp | m Tot my |* Py 1 FoF My 


1 1 





(17) 








Ta Mr, r Mr, A 
g-1 22i— 22i—- ) 
~ Y _ vs 
f6_.(e;2;.4.9 Ry*)dt = a eee ( -4) (. : q 
% A=1 2xih(— q)* Mc6&(A) | M, T+ My | 
Mt, 
. <i Oe 
log Mi, 
tat 
™ N 1—ge + Poet 2kyy xi 
tat(—4)? SS | m, to+ m, |* Tm, t+ m, |*" 





McE 
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Uber den Integrationsweg werde festgesetzt, dal er ganz im Innern von 8 
verlauft. Von den dabei auftretenden Logarithmen mu der Hauptwert 
genommen werden, wenn M so beschaffen, daB Sm Mr < QmAo fir c 8; 
dies trifft bei fast allen M aus G(A) zu. € bezeichnet die Ausnahme- 


menge derjenigen M aus ©(4A), fiir die dies nicht zutrifft, k —k,, fiir 
M < € eine ganze rationale Zah! 

Nach ihrer Herkunft konvergieren die Reihen auf der rechten Seité 
der Gleichungen (17) einzeln, wen 0. Andererseits sind sie aus dem 
selbe) Grunde ersichtlich bis zur Gerader ‘ fortsetzbar und im 
Gebiete o ; Tegulir. Um dies direkt einzusehen, und um gleichzeitig 
einel tibersichtlic nere! Ausdru Iu ile Integral Zu erhalten, fiil 
vir die Reiher 

[ i 
J i,N; R)=1 (,N; 1 > = ps 
18 nd 


aene!l iur m. = U 


= 2xih(—q)?-* Y me ‘| 
6 q/ é . q 
" Mr 
N 1 —qe . 
— ———~ log ——_- 
221(—q)? 8 a 
1 — qe m,N 
ferner H(t; A, N; R) = 0, wenn a, ==0(N), 
¥ tt 
, m ». ss. — 
E(t; +U',N; R,)= xiv’ ; 


E(t; +U”",N; Ry’) 
.t+™m 


g-1 

N 1 { -22i 
ya OF igampte ——_*___ log 1—ge NW 
hoi 24 8h(—q)?” ( 2x1 oe & 2xi(- q)* 
\e N —q 








(g=1) 
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und bei den Logarithmen der Hauptwert zu nehmen ist, falls M auBer- 
halb von ©. Danach ist jetzt 


Im folgenden sollen die Funktionen J(s:1) und J(s:71) eingehender 


untersucht werden. Zuniachst sind sie offenbar regular in s, sobald o A 
Mit den Methoden von (J), § 1 1aBt sich aber zeigen, daB beide Funktionen- 
ssen in das Gebiet « fortsetzbar und dort regular sind. Zu dem 
Awecke beweist mat dali 
M uM 
Fy\e %;R)/=R\e Qu (1; R 
ichmabig fir alle t mit Sit > » und alle g mit |g l—x, »>0, 
| 
, 
Gs R 2) ——_—— 


Fiir R R_ ergibt sich dies aus der Identitit 


’ My? 
\ _ Iai 2 — ) 
¢ . ee N ' N | Nm — 1 oa 
’ N m, m, T ” 7™t? N m, { m, ’ +m, ) 
. ~— l a 
Ro \e ; ——— Qa (t; R, 
m, (m,7 m. 


die Giiltigkeit der Abschitzung (20) erhellt hier ohne weiteres. 
7 * 
Im Falle R= R, kann man annehmen, dab 
] 





| 4 
| m,(m,t 


fiir ein geeignetes e > 0. Es ist dann 

















5 = 2a 
Mr 324 = ——__—_—_—— ) 
- 2xi -- « | N ae m, N Le nt, (mM, + m,) _ 1 | 
Fy\e 7; Re) = g—-log{1 —=—— ——~—— - 
mie jo 
~ 7 Sxi m . | 
1 qé m,N 
‘ » Mo \ ‘Ls * 
N log 1-4 2aig pe .°*'aw) 1 , 2mig Q wy ( 1 
2atq N 5 Te m,(m,t+m,) | N _eni 
en qe 2 m,N 


/ m 


Ry \e 7 8) —— + Oin( #3 Re); 


m,(m,t +m, ) 


die Abschatzung (20) ist hier nach dem Vorangehenden trivial. 
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SchlieBlich findet man (vgl. (J), § 1) 

















1 1 1 
Mr —" , tie \A —2at h 
( —- ) ( oe NV m, Gm, + + m,) 
e Z —q e m,2 —q/ ; Pe 2 es sabato Lia! 
-22i-™ 
l—qe "mad 
2Qxi Me * ° 
R**(.2*! ma ) 122% _¢ a ~ig Qxi Qh (ts RB) 
= i+ 4 AT me mt a 
= qd / a > 
Noni -™ m, (m,t + Mg) N an4-™ 
m, N q e m, q 
also 
ni Mt ( 2a i aon 
*h eee *h ai ; 
R, \e 7)/—R,"\e ™4 
p Ms, 
2aih 221i +h+1( oxi l *h 
= Vv m, N R e m, 0 ) ee Qu (t; Ry ), 


a * 1 \ 
Qu (15 Re”) = 0( s) 
m? | m, rt + meg | 
gleichmaBig fiir alle t mit Smt >, 4 > 0 und alle g mit |g| <1 —x. 
Eine einfache Rechnung fiihrt von -hier aus zu der gewiinschten Beziehung 
ani ME * * 22i— —1 * * 
Fy(e ¥; Re?) = Ri*(¢ mW ) ay t Olt: Re"), 
in der Qy(t; Re’) aus den endlich vielen Qy(t; Rf") (1S h<g —1) 
und Qi (t; Rj) linear mit beschrinkten Koeffizienten zusammengesetzt ist. 
Zerlegt man die Reihen J(s;1) und J(s;1) entsprechend der Zer- 
spaltung (19) in Teilreihen, 


J(8;1t; A, N; R) = E(t; A, N; R) — K, (8; t) + K,(8; 1), 
J(8;t; A, N; R) = E(t; A, N; R) — R,(s;t) + K, (8; 2), 


wo also 











22 me ) 
—y al. * m,W ) 
K, (8; t)= <2 
Mc ©(4) ™ (™, t+ m,) | m, r+ m, | 
m,+0 
le 
. p(.2**am) 
K, (8; t) = .. 
Mc (A) ™(™, t+ m,) | m, t+ m, | 
m,+0 
Qi (t; R) 
K,(8;1t) = — 7» 
mce(a) | t+ m™,| 
m,+0 
= Qir(t; R) 
K, (8; t) = 


McG (A) | my t+, |° 
m, +0 
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so zeigt eine kleine Rechnung, daB die Reihen K,(s;1) und K,(s;1) fiir 
alle s mit o> —1+ 46, 6>0 und alle t mit Smt > y gleichmaBig: kon- 
vergent sind und iiberdies gegen 0 streben, wenn rt in einem Vertikal- 
streifen beschrinkter Breite innerhalb 9 gegen oo geht. Die Regularitat 
von K,(s;7t) und K,(s8; 1) folgt aus den Fourierentwicklungen 


+c 











K,(8;t)=N-*-* S’ D,(s; R)B, (s; 5) (T=0), 
K,(8;t) = N-*~" > d,(e; R)B, (0:5, 43) (T=0), 

in denen — 
B,(8;)= [—_ecteteeae 5, B,(8;5,3)= ( —ecttnsas ;. 
\ 8 y) | (4+) +e (s N x) (yt) e+e 











Hier sind die Dirichletreihen D, (8; R) nach (J), § 1 fiir o > — { konvergent 
und gleichmaBig fiir o >—}-+ 46, 5>0 und alle n beschrinkt. Die Inte- 
grale B, werden durch Umbiegen des Integrationsweges umgeformt; das 
einzelne Integral gestattet eine Abschatzung 


B. = (,>* "|\7) 


mit einem numerischen c > 0 gleichmabBig fiir alle n +0, alle irgendwie 
beschriinkten s und alle t,7, mit Jmt>y, Jmt,>y. Die Regularitat 





der Integrale B, (s; 7) und B, (s; rE sy) wird durch die Gleichungen 
~~: Oe 5 (gmt dz 
B, (87) =—24() | => 
J(1+2*) 
0 
+o 
F dz 








B, (8; 37>) = Bo (8; 32) ->S 








tT 
wate 


(w+) (F+*)|¥ 





e 
—c 


bis zur Geraden o = —1 garantiert. 
Man erkennt also insgesamt, da die Funktionen J(s;1; A, N; R) 
und J(s;t;A,N;R) bis zur Geraden o =—)} regular fortsetzbar sind. 


+ 
Mr 
J(0;1;A,.N; R) ist mit Ausnahme der Pole von r(ee™ ¥) in ganz 9 
regular. Das gleiche gilt von J (8; 1; A, N; R) fiir alle s mit o>—}; 
J(8;1; A, N; R) ist auch im Punkte rt = 1, regular, falls dieser kein solcher 
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Pol ist. Fiir s = 0 stimmen beide Funktionen ceteris paribus iiberein. Man 
sieht auch, daB die Ausdriicke 


J(s;t; A, N; R E(t: A, N; R)-— N~*~" D.(s; R)B,/s:; 


0 ” N 
und 
J(s;1; A, N; R) — B(t; A, N; R) + N-*~* Dy(8; R) By(8; 33-4 
y 4 
gebildet fiir 7’— 0, gleichmaBig fiir alle s mit o 6, d0>0 gegen 0 


i 
streben, wenn rt in einem Vertikalstreifen beschrinkter Breite innerhalb 
gegen oo geht. 
Falls nun G_, (0;1; A, N; R) im Punkte co verschwindet, d. h. also, 
falls R== R,, » > 0, oder falls a,==0(N) bei beliebigem R, so existiert 


| {é »(#; 1; A, N; R) — N~*~" Dy (8; R) Ay(8; 4, 39 par 
J (8; 1; A, N; R)-+ N~*~* Dy (8; R) By(8; 4.3 T -.0) 
gleichmaBig fiir alle s mit o>—i-+946, d6>0. Der Wert des obigen 


Integrals im Punkte s= 0 kann wegen der Regularitét der betrachteten 
Funktionen bei t= 1, auch erhalten werden, indem man (@_, statt G 


J statt J einsetzt. Danach ist (7 =- 0) 


2° 


(21) | G_,(0;1; A, N; R)dt = J(0;1; A, N; R) — 7 D, (0; R). 
Ebenso liefern die Gleichungen (17’) die Darstellungen 

(22) | @4(0;0; A, Ny R)dr =J(0; m3 A, N; R) —J (034,54, NR). 
Dabei sind fiir die eventuell auftretenden Logarithmen in den endlich 
vielen Gliedern mit McC€ geeignete Zweige zu wihlen. Durch die 
Formeln (21) und (22) werden Reihenentwicklungen fiir die siamtlichen 
Abelschen Integrale der Kongruenzgruppen angegeben. 

Da man nun jede algebraische Funktion aus Integralen erster und 
zweiter Gattung linear kombinieren kann, so sind implizite auch Darstellungen 
fiir alle Funktionen N-ter Stufe gewonnen; allerdings diirfte es schon fiir 
niedrige Werte des Geschlechts p erhebliche Schwierigkeiten bereiten, zu 
entscheiden, ob eine vorgelegte Linearkombination der obigen Reihen fiir 
die Abelschen Integrale wirklich eine Funktion N-ter Stufe ist oder nicht, 
d. h. ob ihre simtlichen Perioden verschwinden oder nicht. Im aller- 
einfachsten Falle der vollen Modulgruppe erhilt man aus der allgemeinen 




















Fundamentalsatz iiber automorphe Formen. 
Theorie unmittelbar zwei Darstellungen fiir die absolute Invariante 


° . 4 1273 —Qnir l ‘I Qnint 
j(t)=12°e + Dia,e ; 
n=0 


die ich hier noch anfiihren méchte. 

Es bezeichne zu diesem Zwecke S* ein volles System von Matrizen M 
aus I°(1) derart, daB fiir zwei Elemente M, M’ aus G* niemals M = M’ 
oder M=— M’ zutrifft. Dann ergibt sich der folgende Sachverhalt: 


1. Das Produkt 


1 
II (/1—qe~*7iae (m? + m3)* 
(8, T) LS ae 2xiMi , 
MceS* 


ree -1+i/3 


-_jaee . D 


ist fiir o >0 absolut konvergent; die Funktion f(s;1) ist als Funktion 
von s bis an die Gerade o = —} heran regulir fortsetzbar, und ihr Wert 
im Punkte s = Q ist 
f(0;7) =j(t). 

2. Die Entwicklung der Funktion G_,(0;1; J, 1; R_,) nach Potenzen 

von e°*'* ist von der Form 
G_,(0;2;J,1; R_,) =2e7°*** + zee" 
r= 

Da 
j (t) =— n2i12-*G_,(0;14; 7,1; R_,), 


so erhilt man j(t) als 0-Wert der analytischen Funktion von s: 


—2a2iMr_ ,-2xiMe 





\ g-3 ye 
g(s;t)=12 , ; 
uce* (mf +m?) 
welche sich in s bis an die Gerade o = —} heran regular fortsetzen laBt: 


j(t)=9(0; 1). 
Ferner gilt eine Entwicklung 


@ @o 
93°/-\ -2 —Sate , & 1 C, Snine 1 Cp 325 
12 j(t) en tte _ Baie N n gttin ae eee. 
2 n 2 n 
n=1 n=1 


so da8 sich fiir die Entwicklungskoeffizienten a, der absoluten Invariante j (1) 
folgende Werte herausstellen: 


any, 
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Das Problem der Bestimmung der c, ist ein Spezialfall innerhalb der 
allgemeinen Aufgabe, die Entwicklungskoeffizienten derjenigen Modulformen 
zu untersuchen, welche im Innern der oberen t-Halbebene regular sind. 
Auf diese Frage werde ich an anderer Stelle’) ausfiihrlich und in voller 
Allgemeinheit eingehen; fiir die a, (n=1,2,3,...) haben sich dabei 
folgende Tatsachen ergeben: 

Erstens eine genaue Formel, welche aussagt, daB 12° a, die zu einem 
gewissen Aggregat von konst.- nm Gliedern nachstgelegene ganze Zahl ist. 
Diese Darstellung von a, ist analog dem bekannten Ausdruck fiir die 
Anzahl p(n) der Partitionen von n.*) 

Zweitens die genaue Wachstumsordnung wenigstens der a,, wo n in 
einer gewissen arithmetischen Progression liegt. 


Hamburg, Mai 1931. 


?) Uber die Entwicklungskoeffizienten der automorphen Formen, Acta Mathe- 
matica 58, S. 169—215. 

*) G. H. Hardy and 8. Ramanujan, Asymptotic formulae in binatory analysis, 
Proc. London Math. Soc. (2) 17 (1918), S. 75—115. 





(Eingegangen am 31. 5. 1931.) 











Uber Funktionen mit positivem Realteil. 


Von 


W. Cauer in Géttingen. 


Einleitung. 


Die praktischen Aufgaben der Elektrotechnik, Schaltungen zu entwerfen, 
deren Verhalten nach auBen hin sich in vorgeschriebener Weise mit der 


Frequenz des Wechselstroms andert, fiihren auf das folgende mathematische 
Problem *): 


Gegeben seien drei nicht negative *) quadratische Formen von n Variabeln 
mit den Matrizen L, R, D*) und eine komplexe Verianderliche 4. Sei 


Li+R+Di“* =A. 


Definition 1. Eine gegebene quadratische symmetrische q-reihige 
Funktionenmatrix Q, die als Hauptminor einer Matrix A~*, bei der n >q 
ist, aufgefaBt, oder ,,dargestellt“, werden kann, mége ,,darstellbar“ *) heiSen. 


Hauptproblem. Gesucht sind die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafiir, daB eine Funktionenmatrix®) darstellbar ist. Sind die 


1) Vgl. dazu Math. Annalen 105 (1931), 8S. 86—132, ,Untersuchungen iiber ein 
Problem, das drei positiv definite quadratische Formen mit Streckenkomplexen in Be- 
ziehung setzt“, weiterhin kurz als ,QFS*“ zitiert. Um die vorliegende Arbeit von QFS 
unabhingig lesbar zu machen, wurden die erforderlichen Erliuterungen iiber Zu- 
ordnungen von quadratischen Formen und Streckenkomplexen in § 2 in gekiirzter 
Form gestellt. 

*) Wir wollen voraussetzen, da8 wenigstens fiir einen Punkt der rechten 4 -Halb- 
ebene der Realteil von A positiv definit ist. Hinreichend dafiir ist, daB wenigstens 
eine der drei Formen L, R, D positiv definit ist. 

5) L repriasentiert die Induktivitéten, R die Ohmschen Widerstiinde, D die rezi- 
proken Kapazititen von geschlossenen Stromkreisen einer Schaltung. 

*) Darstellung“ in dieser Arbeit ist identisch mit ,Darstellung im weiteren 
Sinne“ in QFS. 

*) Eine solche darstellbare Matrix von Funktionen reprisentiert physikalisch die 
Frequenzcharakteristiken eines ,,2 q- Pols“. 

Mathematische Annalen, 106. 94 
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notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir erfiillt, so wird die 
Angabe einer Darstellung, oder, allgemeiner, aller Darstellungen verlangt. 

Notwendige Bedingungen. (§1.) Eine einfache Uberlegung zeigt, 
daB jede darstellbare Matrix Q in der rechten 4-Halbebene regular ist, der 
reelle Teil von Q dort zu einer positiv definiten quadratischen Form gehért, 
und Q fiir reelle 4 reelle Werte annimmt. 

Definition 2. Eine diesen notwendigen Bedingungen geniigende sym- 
metrische Matrix Q mége ,,positiv’ genannt werden. 

Vermutung. Eine positive Matrix ist darstellbar. 

Diese Umkehrung der Tatsache, daB jede darstellbare Matrix positiv 
ist, ist nicht trivial, scheint aber allgemein richtig zu sein. Sie wird in 
dieser Arbeit fiir folgende Fille bewiesen: 

I. g=1.*) Hier reduziert sich die Matrix Q auf eine positive Funktion. 

a) (§ 3.) Beschrankung des Grades der positiven Funktion so, daB dem 
Grad nach eine Darstellung mit m2 méglich erscheint, aber n—2 oder n>2. 

b) (§ 4.) m-—+0co im dem Sinne, daB jede positive Funktion in jedem 
abgeschlossenen Teilgebiet der Halbebene Ri *) 4 > 0 beliebig gut gleich- 
maBig durch eine Funktion approximiert werden kann, die durch A mit 
hinreichend groBem n dargestellt wird. 

DaB die Vermutung im Falle g = 1 fiir jede rationale positive Funktion 
nicht nur approximativ, sondern exakt richtig ist, mit endlichem n, wurde 
kiirzlich von Otto Brune’*) durch einen Kettenbruchalgorithmus bewiesen, 
der als Spezialfall die Stieltjesschen Kettenbriiche enthalt. 


Il. g =2.*%) (§ 5.) 

a) Gleichheit der Elemente der ersten Zeile (und Spalte) der Matrix Q. 

b) Symmetrie der Matrix Q beziiglich der Nebendiagonale*). 

Beide Fille II. a) und II.b) kénnen auf Fall I. reduziert werden. 

Die Diskussion des Falles II. b) liefert einen sehr einfachen neuen 
Beweis eines unter anderm fiir die Theorie der Siebschaltungen grund- 
legenden Theorems iiber symmetrische Vierpole*°) (vgl. die Definition 12). 

Derjenige Teil des Hauptproblems, der nicht nur die Angabe einer, 
sondern allgemeiner, die Angabe aller médglichen Darstellungen ein und 


*) Elektrotechnisch: Zweipol (Wechselstromwiderstand ). 

*) R bedeutet ,reeller Teil von“. 

**) Genaues Zitat s. 8. 385, Anm. *»). 

*) Elektrotechnisch: Vierpol. 

*) Elektrotechnisch: Symmetrischer Vierpol. 

10) ,Uber die Variabeln eines passiven Vierpols“, Sitzungsber. der PreuSischen 
Akademie der Wiss., Dez. 1927. 
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derselben Matrix Q verlangt, wird in dieser Arbeit nicht behandelt. Dieser 
Teil des Hauptproblems fiihrt im wesentlichen auf invariantentheoretische 
(algebraisch-geometrische) Fragen. 

Im Einklang mit der ausgesprochenen Vermutung stehen die in QFS 
bewiesenen Reziprozitdtstheoreme, die besagen, daB mit jedem Q auch Q-* 
darstellbar ist. Wie hier in § 1 gezeigt wird, ist namlich mit Q auch Q-* 
positiv. 

Neben dem Hauptproblem sind fiir die elektrotechnischen Anwendungen 
eine Reihe von Interpolationsproblemen von Interesse, die darauf hinaus- 
laufen, daB eine numerisch oder graphisch oder durch gewisse ideale For- 
derungen gegebene Matrix Q* durch positive Matrizen Q approximiert 
werden soll, deren Elemente rationale Funktionen sind. 


1. Der Entwurf symmetrischer Siebschaltungen entspricht wesentlich 
der Lésung eines solchen dem obigen Fall II. b) angehérigen Interpolations- 
problems, fiir das die idealen Forderungen formuliert werden (§ 6). Dieses 
Problem wurde theoretisch und praktisch befriedigend gelést **). 


2. Fiir den Fall I. und somit indirekt auch fiir die Fille I. a) und 
II. b) wird das Interpolationsproblem behandelt, zu einer numerisch oder 
in Kurvenform auf einem Stiick der imaginiren Achse der 4-Ebene durch 
Realteil und Imaginarteil gegebenen Funktion die Bedingungen anzugeben, 
da8 diese Funktion durch eine positive Funktion approximiert werden kann, 
und zutreffendenfalls approximierende rationale Funktionen konstruieren **), 
Ein Beitrag zur Lésung dieses Problems wird hier im Anschlu8 an eine 
Untersuchung von G. Pick **) geliefert. (§ 7.) 


Die in dem besonderen Fall g=1 auftretenden positiven Funktionen 
bilden, wenn man von einer linear gebrochenen Transformation absieht, 
einen Spezialfall der von Carathéodory u. a. untersuchten im Einheitskreis 
beschrinkten Funktionen oder Funktionen mit positivem Realteil. Die 
Spezialisierung liegt in der Einschrankung, daB ,,positive* Funktionen nach 
der hier gegebenen Definition fiir reelle 4 reellwertig sind. Die in jenen 
Arbeiten im Falle der Semidefinitheit gewisser positiver Hermitescher Formen 


“) Vgl. Zeitschr. f. angew. Math. u. Mechanik, Okt. 1930, ,Die Siebschaltungen 
der Fernmeldetechnik“; die in Buchform als Forschungsheft des V.D.I. mit Unter- 
stiitzung des Elektrotechnischen Vereins herausgegebene Arbeit ,Siebschaltungen“, 
sowie eine in ,Physics“ erscheinende Arbeit ,.New theory and design of wave 
filters“. 

%%) Elektrotechnisch: Ein Zweipol oder symmetrischer Vierpol von numerisch 
oder graphisch gegebener Frequenzabhingigkeit soll konstruiert werden. 

18) Math. Annalen 77, 8. 7, ,Uber die Beschrinkungen analytischer Funktionen, 
welche durch vorgegebene Funktionswerte bedingt werden“. Ich bin Herrn G. Herglotz 
fir den Hinweis auf diese Arbeit zu besonderem Dank verpflichtet. 

24* 
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auftretenden rationalen Funktionen bilden, abgesehen von der eben er- 
wahnten Realitatsbedingung, ihrerseits nur einen Spezialfall der in unserer 
Fragestellung auftretenden rationalen Funktionen. Im hier vorliegenden 
Fall wiirde das eine Einschrankung auf solche rationale positive Funktionen 
bedeuten, die auf der imaginiren Achse rein imaginaére Werte annehmen. 
Diese kénnen bereits durch zwei nicht negative quadratische Formen dar- 
gestelit werden, nimlich A = LA +- ig 

Die zugrunde liegenden elektrotechnischen Fragen haben mit Schal- 
tungen zu tun. Entsprechend handeln die urspriinglichen mathematischen 
Fragen von einer Zuordnung von positiven definiten Formen zu Strecken- 
komplexen (Graphen). In dem urspriinglichen Hauptproblem, das in 
QFS (Anm.')) formuliert wird, ist die L-Form vor den beiden anderen 
Formen R und D bevorzugt, wodurch eine unliebsame Unsymmetrie in 
die Problemstellung hineinkommt. In jener Arbeit wird gezeigt, daB sich 
die urspriingliche Frage in gewisser Weise auf das hier formulierte Haupt- 
problem reduzieren laBt, das unmittelbar mit Streckenkomplexen nichts 
mehr zu tun hat. Trotzdem erscheint es nicht nur vom elektrotechnischen, 
sondern auch vom rein mathematischen Standpunkt aus ganz naturgemaB, 
wenn hier bei der Durchfiihrung.der Beweise und der Konstruktion dar- 
stellender Formen L, R, D von Streckenkomplexen Gebrauch gemacht wird. 
Man sieht das z. B. deutlich an denjenigen positiven Funktionsklassen, die 
schon durch zwei quadratische Formen dargestellt werden kénnen, namlich 
R und D, D und L oder L und R. Diese Funktionen sind fiir unbe- 
schranktes n identisch mit den Stieltjesschen Kettenbriichen und haben als 
solche eine wesentliche mathematische Beziehung zu Streckenkomplexen **). 


§ 1. 


Notwendige Bedingungen. 


Es soll bewiesen werden, daB eine darstellbare Matrix Q gema8 der 
Definition 2 notwendig positiv ist. Aus der gemachten Voraussetzung, dab 
die zu Ri 

4 


ap 


RA=—=LRA+R+D 


gehérige quadratische Form By A,,x,x; fiir wenigstens ein 4 mit RA > 0 
i,j=t 

positiv definit ist, folgt zunichst, daB sie in der ganzen rechten Halbebene 

positiv definit ist. Da die L,R,D als nicht negativ vorausgesetzt sind, 


kann iA nicht negativ, kénnte aber fiir gewisse 4 der rechten Halbebene 


4) 8. Jahresberichte der Deutschen Mathematikervereinigung 1929, 8S. 63, ,Ober 
eine Klasse von Funktionen, die die Stieltjesschen Kettenbriiche als Sonderfall 
enthalt*. 
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positiv-semidefinit sein. Das wiirde aber bedeuten, da® fiir ein System 
nicht simtlich verschwindender reeller x,- Werte die in 4 analytische Funktion 


2 Ay 21%; 


i,j=1 
fiir wenigstens ein 4 in der rechten Halbebene verschwindenden Realteil 
und sonst nicht negativen Realteil hatte. Aus dem Satze, da8 eine in einem 
Bereich harmonische Funktion ihr Minimum stets am Rande des Bereiches 
annimmt, folgt dann aber das identische Verschwinden des Realteils und 
somit ein Widerspruch gegen die Voraussetzung. Unter der engeren Voraus- 
setzung, daB wenigstens eine der Formen L, R, D positiv definit ist, folgt 
ebenfalls sofort, daB die Form 

n( 34,218) 

i,j=1 

im Innern der rechten 4-Halbebene positiv definit ist. Denn sie ist die 
Summe dreier nicht negativer Formen, von denen wenigstens eine positiv 
definit ist. Die Matrix A ist ferner symmetrisch und in der rechten Halb- 
ebene regular und reellwertig fiir reelle 4. Somit ist A positiv, was auch 
so ausgedriickt werden kann: 

Zs A,; 2; 2; 

i,j=1 
ist eine positive Funktion von A, sofern nicht gleichzeitig alle auftretenden 
n Parameter x; verschwinden. 

Wir beweisen nun im folgenden den 


Satz 1. Zu jeder positiven Funktionenmatrix B existiert eine In- 
verse B~*, und diese ist wieder positiv. 

Die Anwendung dieses Satzes auf A zeigt, daB A~*, und damit alle 
Hauptminoren Q von A™~* positiv sind, was nachgewiesen werden sollte. 
Die Anwendung auf irgendeine positive Matrix Q ist mit Riicksicht auf 
die in der Einleitung erwahnten Reziprozitaétstheoreme von Interesse. 

Nach Voraussetzung ist B speziell fiir positiv reelle 4 positiv definit. 
Also kann |B|**) nicht identisch und wegen der Regularitatsbedingung 


**) DaB eine ,Fundamentaldeterminante“ |A| nur Nulistellen in der linken Halb- 
ebene hat, wurde von Routh, ,Die Dynamik der Systeme starrer Kérper“, Bd. II, 
Kap. VII, Teubner 1898, bewiesen. Vgl. auch Sitzungsber. d. Berl. Math. Ges., 
27, S. 25, ,Ein Satz itiber zwei zusammenhingende Hurwitzsche Polynome“. DaB 
jede komplexe Nullstelle einer Fundamentaldeterminante negativ reellen Teil be- 
sitzt, besagt physikalisch die einleuchtende Tatsache, da8 in einem schwingungs- 
fahigen System mit Energieverzehrung jede freie Schwingung abklingen mu8. Der 
Realteil einer positiven Funktion (eines Wechselstromwiderstandes) ist fir rein ima- 
ginfre 4=iw proportional zum mittleren Energieverbrauch des Systems, wenn es 
sinusférmige erzwungene Schwingungen von der Kreisfrequenz » ausfihrt. 








374 W. Cauer. 


héchstens in isolierten Punkten verschwinden, die im Innern der rechten 
Halbebene keinen Hiaufungspunkt besitzen diirfen. Beschrinken wir {4 zu- 
nachst auf das Innere der rechten Halbebene unter Ausschlu8 dieser iso- 
lierten Punkte, dann existiert zu B die inverse Matrix B™* und ist wieder 
regular und fiir reelle 4 reell. Seien B,; die b* Elemente von B, B,; die 
Elemente von B~*. 

Nach Voraussetzung ist fiir die komplexe quadratische (nicht Hermite- 
sche) Form 


der Realteil 
(1) r( > % Bis Ht z,)>0, 


\Vi,j= 
fiir beliebige komplexe z,, die nicht alle zugleich verschwinden. Da bei 
einer komplexen linearen Transformation der x; der reelle Teil von 
} B; 

Ps 5%; 
in sich iibergeht, bleibt die Definitheitsbedingung (1) bei einer nicht singu- 
laren komplexen linearen Transformation der z, erhalten. Wahlen wir 
speziell die Transformationen 


b 
z; —= > Bie zi, 
k=1 


so geht die quadratische Form mit der Matrix B iiber in eine mit der 
Matrix 

B-’ BB-*=B* BB-* = BB". 
Demnach ist 

n( » a Bi; 2 x)= 8 (. = Y fist BS) > 0, 

i,j=1 
wenn nicht alle x, zugleich ‘iin Dies gilt zunichst nicht fiir alle 
Punkte in der rechten Halbebene, sondern mit Ausschlu8 eventuell von 
einer Menge isolierter Punkte, die sich im Innern der Halbebene nicht 
haufen, und in denen B verschwindet. Diese Punkte kénnten fiir die in A 


b 
analytische Funktion » £;;2,Z; im Innern der rechten Halbebene keine 
i,jat 


ij “i 


anderen Singularitaten liefern, als Pole. Da aber die Umgebung eines solchen 
Poles die volle Umgebung des unendlich fernen Punktes mindestens einfach 
tiberdecken wiirde, kann in der Umgebung eines Poles nicht iiberall die 


**) Ein Querstrich bezeichnet den konjugiert komplexen Wert. 
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dort bewiesene Ungleichung 
b 
x( > pus xt #}) >0 


i,j=1 
gelten. Somit sind solche Pole im Innern der rechten Halbebene nicht 
méglich, und der Satz 1 ist ausnahmslos bewiesen. 


§ 2. 


Zuordnung quadratischer Formen zu Streckenkomplexen. 


In diesem Abschnitt werden einige spaiter benutzte Hilfsmittel erlautert. 
Es sollen gewisse Zuordnungen der quadratischen Formen L, R, D zu 
Streckenkomplexen (linearen Komplexen, Graphen) definiert und einige ein- 
fache Hilfssitze dariiber ausgesprochen werden **). 


Definition 3. Ein (orientierter) Streckenkomplex ist eine Matrix 
M=(m,,) von k Zeilen, den ,,.Knotenpunkten“ und / Spalten, den Strecken 
oder ,,Zweigen“, dadurch gekennzeichnet, daB ein Element jeder Spalte den 
Wert +-1, ein anderes den Wert —1, und alle iibrigen den Wert 0 besitzen. 

Wir verabreden zu sagen, da8 ein ,,Zweig* in einem ,,.Knotenpunkt“ 
,endigt“, ,beginnt“ oder keinen Punkt mit ihm gemeinsam hat, je nach- 
dem das betreffende Element der Matrix den Wert +1, —1 oder 0 hat, 
und veranschaulichen diese Verhiltnisse statt durch Matrizenschreibweise 
auch in bekannter Weise durch die Figur eines Streckenkomplexes. Nur 
,zusammenhingende* Streckenkomplexe kommen hier in Betracht, d. h. 
solche, in denen von jedem Knotenpunkt ein Weg iiber Zweige des Strecken- 
komplexes zu jedem anderen Knotenpunkt fiihrt. Die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafiir ist, daB M den Rang k —1 hat. Ferner mége 
vorausgesetzt werden, daB jeder Zweig wenigstens einem ,, Kreis“ angehért 
(vgl. Def. 4), woraus u. a. folgt, daB 1 > k ist. 

Jedem (orientierten) Zweige p mége eine ,,Zweigvariable“ x, zugeordnet 
werden, derart, daB die Gleichungen 

I 
(2) Miy Xp = 0 
p=1 
gelten, so daB die x; durch n = 1 — k +1 (1. Bettische Zahl, ,,zyklomatische 
Ordnungszahl“, z. B. 1 = 8, k= 5, n= 4 in Fig. ia) unabhingige ,,Kreis- 
variable“ z, ausgedriickt werden kénnen. 


n 
(3) Zp = 2 pr, 
r= 


1”) Vgl. hierzu auch den Abschnitt I in QFS. 
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Bei passender Numerierung der z, besteht zwischen zj, x3, ..., 2, keine 
lineare Relation, und diese x, mégen dann mit den x, (p =1, 2,..., m) iden- 
tifiziert werden, also 


Ypr a 


ey 
> me ce. 
0 fir p +r, sl 


Die y,, bilden ein Fundamentalsystem von Lésungen des Diophantischen 


linearen Gleichungssystems 
l 


(4) Mp For =O (r=1,2,...,n), 


aus denen sich die iibrigen y,, eindeutig bestimmen. 
Hilfssatz 1. Jede aus M gebildete Determinante hat entweder den 
Wert +1, —1 oder 0 (leicht durch vollstandige Induktion zu beweisen). 
Hieiaus folgt, daB alle y,, nur die Werte +1, —1 oder 0 annehmen 
kénnen. 


Definition 4. Eine zyklische Folge von orientierten Zweigen derart, 
daB jeder folgende Zweig in dem Knotenpunkt beginnt, in welchem der 
vorhergehende endigt, heiBt (geschlossener) ,, Kreis“. 


Ein Kreis wird vollstandig charakterisiert durch ein ganzzahliges nicht 
identisch verschwindendes teilerfremdes Lésungssystem x, —d, von (2). 
d, gibt an, wie oft der Zweig p des Streckenkomplexes bei einmaliger 
Durchlaufung der den Kreis bildenden Zweigfolge vorkommt, wobei eine 
Durchlaufung im Sinne von M mit +1, im entgegengesetzten Sinne mit —1 
gezahit wird. 

Besteht irgendeine lineare Relation zwischen den Zweigen eines Strecken- 
komplexes, so heiSt das demnach, daB ein geschlossener Kreis im Strecken- 
komplex vorhanden ist. 

Die y,, charakterisieren speziell ein Fundamentalsystem von n Kreisen 
mit folgenden Eigenschaften: 

a) In jedem Fundamentalkreis gibt es einen Zweig, der keinem anderen 
Fundamentalkreis angehért (Zweige r= 1, 2,...., m). 

b) Jeder Fundamentalkreis enthalt jeden in ihm enthaltenen Knoten- 
punkt und Zweig nur einmal. 


Als Orientierung eines Fundamentalkreises wird die Orientierung des 
in ihm ausgezeichneten Zweiges definiert. 

7p, hat den Wert +1 oder —1, je nachdem der r-te Fundamental- 
kreis mit einem vorkommenden Zweig p gleichorientiert ist oder nicht, 
und y,, verschwindet, wenn der Kreis r den Zweig p nicht enthalt. 


Definition 5. In einem zusammenhingenden Streckenkomplex M 
hei8t ein in ihm enthaltener zusammenhingender Teilkomplex ohne ge- 
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schlossene Kreise mit Maximalzahl von Zweigen ein ,,Baum“**); die im 
Baum nicht enthaltenen (n) Zweige heiBen ,,unabhingig“. 

Die Zahl der Zweige eines Baumes und der Rang ist k —1, und um- 
gekehrt ist jeder Teilkomplex von k —1 Zweigen vom Range k —1 ein 
Baum (z. B. Zweige 5,6, 7,8 in Fig. la). Die Zweige n+1. n+2,...,1 
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Fig. 1. 


in der oben festgesetzten Numerierung bilden einen Baum. Jedem Baum 
entspricht eindeutig ein Fundamentalsystem von Kreisen (I, II, III, IV 
in Fig. 1a). 

Die ana Formen 


U se 
SL ae 2 Ry Xp, Dy x, 
p= 


p=1 
mit den Matrizen L*, R*, D***) werden einem Streckenkomplex M da- 
durch zugeordnet, daB8 L,, R,, D, dem p-ten Zweige von M zugeordnet 
werden. Durch die Transformation (3) gehen diese neu eingefiihrten 
quadratischen Formen in solche mit unabhangigen ,,Kreisvariabela“ 
Zhsmry Put i z;, DDisre i 
iiber%*), Sei A*= L*14+ R*+ D*’~*. Den caisaiiinaiinss (2) ent- 
spricht eine Randerung der Matrix A* mit der um eine Zeile verminderten 
Matrix M, welche M* heiBen mége: 


: om( ZX") 


18) Etwas abweichend von der iiblichen Definition eines ,,Baumes“. 

1*) Fiir die Zwecke dieser Arbeit geniigt es, diese quadratischen Formen als 
Quadratsummen vorauszusetzen. Allgemeinere Zuordnungen von quadratischen Formen 
zu Streckenkomplexen sind in QFS behandelt. 

***) Fir den Zusammenhang zwischen den L,,, R,,, D,; und den L,, R,, D, 
bestehen einfache geometrische Regeln, die unmittelbar aus dem iiber die y,, Ge- 
sagten folgen und am Ende des Abschnittes II 14 von QFS angegeben sind. Z. B. 
ist hier in Fig. la D,,= D,+D,, Ry = — Ry. 
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Hilfssatz 2. Die aus den ersten n-Zeilen und Spalten von C~* be- 
stehende Matrix C~** ist identisch mit A~*, wenn die in den unabhingigen 
Kreisvariabeln x; geschriebenen quadratischen Formen L*, R*, D* mit den 
Formen L, R, D unserer Problemstellung identifiziert werden. 

Zum Beweis lése man z. B. das Extremalproblem 


I n 
(4 S'4p2'— S'zin) 0 
\ p=1 i=1 

unter den Nebenbedingungen (2) einmal nach der Lagrangeschen Multi- 
plikatorenregel und das andere Mal durch das Einfiihren der unabhangigen 
Kreisvariabeln z; und lése die so gewonnenen linearen Gleichungen nach 
2, = Bi, ..., 2, = 2, aul 

Definition 6. Wenn eine gegebene symmetrische quadratische Funk- 
tionenmatrix Q als Hauptminor einer Matrix C~** aufgefaBt oder dar- 
gestellt werden kann, so nennen wir das eine ,,Darstellung von Q in 
einem Streckenkomplex M“*), falls die vermége (3) transformierten 
quadratischen Formen L*, R*, D* nicht negativ sind. 

Hinreichend, aber nicht notwendig dafiir, daB die aus L*. R*, D* 
durch die Transformationen (3) entstehenden Formen L, R, D nicht negativ 
sind, ist, daB 
(6) L290, R,=0, D,=09. 


Nach Hilfssatz 2 ist eine ,in einem Streckenkomplex darstellbare“ 
Matrix auch darstellbar im Sinne der Definition 1. Darstellungen in Strecken- 
komplexen werden demgem&8 in den folgenden Paragraphen als Beweis- 
mittel fiir die ,Darstellhbarkeit“ benutzt. 

Eine Darstellung durch einen Streckenkomplex wird statt durch die 
Matrix (5) mehr anschaulich durch das Bild eines Streckenkomplexes 
reprisentiert, wenn in die betreflenden Zweige noch Zeichen fiir die zu- 
geordneten A, (L,, R,, D,) eingetragen werden. Die Zeichen fiir 0, L,, R,, D, 
werden gemaB Fig. 1d verabredet. Diejenigen Zweige, welche der dar- 
gestellten Matrix Q speziell zugeordnet sind, d. h. die zu dem betreffenden 
Hauptminor in C~** (Definition 6 und Hilfssatz 2) gehérigen Zweige 
werden in der Darstellung durch ,,(finung“ der betreffenden Zweige, d. h. Zu- 
fiigung zweier neuer Knotenpunkte oder ,,Pole“ in jedem solchen Zweig, 
hervorgehoben. Demgema8 mége definiert werden: 

Definition 7. Eine Darstellung einer g-reihigen Matrix Q in einem 
Streckenkomplex heidt 2q¢- Pol. 


*) Dieser Begriff ,,Darstellung in einem Streckenkomplex“ deckt sich nur teilweise 
mit der ,Darstellung im engeren Sinne“ von QFS. 
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Fig. 1a zeigt einen Vierpol, Fig. 1b und 1c Zweipole. Die Orientierung 
der Zweige wird durch Pfeile markiert. 

Hilfssatz 3. Eine durch einen 2q-Pol dargestellte Funktionenmatrix 
ist invariant gegeniiber Orientierungsinderungen der ihr nicht speziell zu- 
geordneten (gedfineten) Zweige und ebenso unabhangig von der Wahl des 
Systems von Fundamentalkreisen, sofern nur die gedfineten Zweige dem 
entsprechenden System von unabhangigen Zweigen angehéren. 

Eine Orientierungsinderung eines gedfineten Zweiges bewirkt lediglich 
eine Vorzeichenanderung der zugehérigen Zeile und Kolonne der dargestellten 
Matrix. 

Der Beweis folgt unmittelbar durch Bildung der zu (5) inversen 
Matrix C~*. Insbesondere also andert eine gleichzeitige Orientierungs- 
anderung samtlicher gedfineten Zweige nichts an der dargestellten Matrix. 
Demgema8 eriibrigt sich bei einem Zweipol jede Orientierung (Fig. 1b und 1c). 

Definition 8. A, heiBt ,, Funktionswert“, L,, R,, D, »Elemente“ des 
Zweiges p. Werden fiir A, statt L,4-+ R,-+ D,4~* beliebige Funktionen 
von A zugelassen, so heiBt die Darstellung durch den Streckenkomplex 
,uneigentlich*. 

Folgende Hilfssitze erlauben eine kombinatorische und anschauliche 
Ermittlung der Elemente «,; einer dargestellten Matrix aus dem dar- 
stellenden Streckenkomplex. Sei c die Determinante von © (5), c,; das 


algebraische Komplement zu C;;, so daB a, ; =. 


Hilfssatz 429°), (—1)*~*e ist gleich der Summe aller Produkte der 
Funktionswerte von je n =/—k-+-1 unabhangigen Zweigen. 

(—1)*~*e,, (¢=1,2,...,2) ist gleich der Summe aller Produkte 
der Funktionswerte von je n —1 Zweigen, nach deren Entfernung noch 
ein geschlossener Kreis, der den Zweig i enthalt, vorhanden ist, derart, daB 
nach weiterer Entfernung des i-ten Zweiges ein Baum iibrig bleibt. 

(—1)*~*e,, (¢,7=1,2,...,4; ¢4+ 7) ist gleich der algebraischen 
Summe aller mit passendem Vorzeichen versehenen Produkte der Elemente 
von je n—1 Zweigen, nach deren Entfernung noch ein zugleich durch 
Zweig « und Zweig j laufender Kreis vorhanden ist, derart, dab sowohl 
nach weiterer Entfernung des i-ten Zweiges, als auch nach weiterer Ent- 
fernung des j-ten Zweiges ein Baum iibrig bleibt. Dabei ist das Vor- 
zeichen eines Produktes positiv zu nehmen, wenn die Zweige ¢ und j relativ 
zu dem durch sie laufenden ausgezeichneten Kreis gleich orientiert sind. 


andernfalls negativ. 


%*) Dieser Satz findet sich in anderer Form bei G. Kirchhoff, Pogg. Annalen 
72 (1847), 
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Der Beweis kann durch Laplace-Entwicklung der Determinante von C (5) 
nach den letzten k—1 Zeilen und Spalten unter Beriicksichtigung des 
Hilfssatzes 1 erbracht werden. 


Hilfssatz 5. Die durch einen 29-Pol dargestellte Matrix andert sich 
nicht, wenn ein in ihm enthaltener Zweipol ohne gedfinete Zweige (wie 
z. B. Z in Fig. 1c) durch einen einzigen Zweig mit einem Funktionswert 
ersetzt wird, welcher zu der durch diesen Zweipol dargestellten Funktion 
reziprok ist **). 

Definition 9. Der durch den _,,VerkiirzungsprozeB“ von Hilfssatz 5 
entstehende Ersatz-2g-Pol hei®t eine ,,verkiirzte Darstellung“. 


Verkiirzte Darstellungen sind im allgemeinen uneigentlich gemaB 
Definition 8, aber nicht jede uneigentliche Darstellung kann als verkiirzte 
aufgefaBt werden. 

Definition 10. Zwei Zweige ,liegen in Reihe*, wenn sie in einem 
Knotenpunkt zusammenstoBen, der fiir keinen weiteren Zweig Anfangs- 
oder Endpunkt ist; zwei Zweige ,,liegen parallel“, wenn sie in zwei Knoten- 
punkten aneinanderstoBen. Die Verkiirzung zweier in Reihe liegender Zweige 
zu einem einzigen Zweig heiBt ,,Reihenverkiirzung*, die Verkiirzung zweier 
parallel liegender Zweige zu einem einzigen Zweig _,,Parallelverkiirzung*. 

Hilfssatz 6. Ein aus zwei in Reihe liegenden Zweigen mit den 
Funktionswerten z,(4) und z,(4) bestehender Zweipol stellt die Funktion 


1 : , , P , ‘ . 
Stu) > ein aus zwei parallel liegenden Zweigen mit den Funktions- 
1 7S 


werten z,(4) und 2z,(4) bestehender Zweipol stellt dié Funktion 
z,'(4)+ zg (A) dar. 

(Zu beweisen z. B. wieder durch Ausrechnung der Determinanten 
von C (5).) 

Damit kennt man gemaB Hilfssatz 5 einfache Regeln fiir die Anderung 
der zugeordneten Funktionswerte bei dem ProzeB der ,,Reihenverkiirzung“ 
und der ,, Parallelverkiirzung“. 


Definition 11. Zweipole, die durch fortgesetzte Reihen- und Parallel- 
verkiirzung zu einem einzigen Zweig zusammengezogen werden kénnen, 
heiBen_,,einfach“**), 


*) Der Beweis kann durch Umformung der Determinanten von C(5) gefiihrt 
werden. Ein natiirlicherer Beweis des Hilfssatzes 5 ergibt sich durch Einfihrung 
von neuen Variabeln, die den Knotenpunkten zugeordnet sind und den elektrischen 
Potentialen entsprechen, so wie die x’ den elektrischen Strémen entsprechen. 

*) Von den in QFS benutzten Begriffen ,,Reihen-“ und _,,Parallelverkiirzung“ 
und ,,einfacher Zweipol“ bilden die hier eingefiihrten gleichnamigen Begriffe einen 
Spezialfall, da ,,Verkniipfungselemente“ in dieser Arbeit nicht in Betracht gezogen 
werden. 
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Die weiterhin hier vorkommenden Zweipole sind einfach (z. B. Fig. 1b, 
le, 3, 4). 

Nach den Hilfssitzen 5 und 6 kann jede Partialbruchzerlegung und 
Kettenbruchentwicklung einer Funktion als (eventuell uneigentliche) Dar- 
stellung der Funktion durch einen Streckenkomplex oder als einfacher Zwei- 
pol aufgefaBt werden. 

Zu jedem einfachen Zweipol kann man einen reziproken angeben, der 
dem ersten Zweig fiir Zweig zugeordnet wird, derart, daB zwei Zweige oder 
Teilzweipole, die in dem ersten Zweipol parallel liegen, in dem zweiten 
Zweipol in Reihe liegen und umgekehrt, und die Zweige des zweiten Zwei- 
pols Funktionswerte haben, die zu denen des ersten Zweipols reziprok sind. 
Speziell sind Fig. 1b und lc reziproke einfache Zweipole. Reziproke Zwei- 
pole stellen reziproke Funktionen dar. 

Kann man eine positive Funktion in zwei Summanden zerlegen, die 
beide positiv sind, und die Summanden oder ihre reziproken Werte, die 
wieder positive Funktionen sind, in gleicher Weise weiter zerlegen usf., bis 
man schlieBlich nur einfache Glieder LA, R, DA~* iibrig behilt, so ent- 
spricht diesem ZerlegungsprozeB, der eine Mischung von Partialbruchzer- 
legung und Kettenbruchentwicklung ist, offenbar eine Darstellung der Aus- 
gangsfunktion durch einen (eigentlichen) einfachen Zweipol. 


§ 3. 
Fall g = 1. 


Wir beschranken uns jetzt auf den Fall g=1, d.h. auf Zweipole 
und dargestellte skalare positive Funktionen und hier wiederum auf solche 
dargestellte rationale Funktionen, deren Grad dem Fall n = 2 entspricht, 
namlich rationale Funktionen der Form 


b, 4° + b, 4% + dy A 


7) ¢.,=>- ’ 
( a,4*+a,i*°+a,4°+a,i4+4, 





11 


deren Koeffizienten ohne Einschrinkung der Allgemeinheit als reell an- 
genommen werden kénnen. Unter «,; sind die Elemente der Matrix 7 
zu verstehen. 


Satz 2. Jede positive Funktion der Form (7) ist darstellbar. 

Wir gehen davon aus, daB die Voraussetzung der Positivheit fiir eine 
in der rechten Halbebene regulire rationale Funktion oder, allgemeiner, 
fiir eine im Innern der rechten Halbebene regulire Funktion, die auf der 
imaginaren Achse keine anderen Singularititen als Pole besitzt, lediglich 


durch das Verhalten der Funktion auf der imaginiren Achse charakterisiert 
werden kann, 
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Hilfssatz 7. Eine im Innern der rechten Halbebene regulare und 
fiir reelle 4 reellwertige Funktion f(A), die auf der imaginaren Achse keine 
anderen Singularitaten als Pole besitzt und nicht identisch verschwindet, 
ist dann und nur dann positiv, wenn sie in den reguliren Punkten der 
imaginaéren Achse nicht negativen reellen Teil, und dort als Singularitaten 
nur einfache Pole hat, deren Residuen alle positiv sind. Ist Unendlich ein 
Pol, so ist dabei das zu diesem Pol gehérige Residuum als das Residuum 


von r( i) fiir 4 = 0 definiert. 


Beweis des Hilfssatzes 7. Die Notwendigkeit der Bedingungen fiir 
einen Pol auf der imaginaren Achse folgt sofort daraus, da8 fiir Pole 
anderer Beschaffenheit Bildpunkte der Umgebung dieses Poles negativ 
reellen Teil erhalten. Jedem Pol auf der imaginaren Achse entspricht ein 
konjugiert komplexer Pol mit gleichem Residuum, beide addiert mit einem 
Partialbruchanteil 


ai 
8 ; 
\ A*#+5b 





ist der Nullpunkt Pol, so entspricht ihm speziell der Partialbruchanteil 
(9) =; 


ist Punkt co Pol, so entspricht ihm der ganze rationale Anteil 

(10) ai, 

worin immer a >0,6>0 gelten mu. Diese drei einfachen Typen von 
Funktionen sind offenbar positiv. Nach Subtraktion solcher héchstens in 
endlicher Anzahl auftretender Partialbruchanteile von f(4), die mit Aus- 
nahme des betreffenden Poles auf der ganzen imaginaren Achse rein imaginar 
sind, bleibt eine Funktion mit reellen Koeffizienten iibrig, die in der ab- 
geschlossenen rechten Halbebene regular ist und auf der imaginaren Achse 
nicht negativ reellen Teil besitzt. Aus dem Umstande, daB der Realteil 
als harmonische Funktion sein Minimum auf dem Rande annehmen muB, 
folgt, daB die Restfunktion eine positive Funktion ist, ausgenommen, wenn 
sie auf der ganzen imaginaren Achse verschwindenden Realteil hat. In diesem 
Ausnahmefall ergibt sich nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip**) aber, 
daB die Restfunktion in der ganzen i-Halbebene regular, also eine rein 
imaginare Konstante und somit identisch Null ist. Fiir die urspriingliche 
Funktion folgt die Posivitét dann einfach daraus, daB die Summe zweier 


positiver Funktionen wieder eine positive Funktion liefert. Damit ist der 
Hilfssatz bewiesen. 


*8) Um den folgenden Schlu8 zu machen, geniigt schon die Voraussetzung, daB 
der Restteil nur in einem Interval] der imaginaren Achse rein imaginar ist. 
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Man bemerke, was fiir das Folgende wichtig ist, daB die Funktionen 
(8), (9), (10), bzw. eine Darstellung gestatten durch ein Element L = a~* 
und ein Element D = b-a™* in Reihe, ein Element L = a™*, ein Element 
D =a™* und die zu (8), (9), (10) reziproken Funktionen, bzw. durch eine 
Parallelanordnung eines Elementes L = ab™* 
und eines Elementes D = a, durch ein Element 
D =a, ein Element L = a. Die Bedingung dafiir, 
daB der Realteil von (7) auf der imaginaren 
Achse nicht negative Werte annimmt, lautet 
(11) V8 + Ved, Se + Mads 20 

fir §,20,620, 
worin 
V,= a,b, — a,b,, 
(12) 0) V2 4, b,— a,b, —a,b,, 
| V, = a, b, — a, b,. 

Um Weitschweifigkeiten zu vermeiden, be- 
schranken wir uns auf den Fall, daB die Null- 
stellen des Nenners von (7) im Innern der linken 
Halbebene liegen**). Hier ist die Funktion (7) 
noch auf der ganzen imaginaren Achse regular 
und daher die Bedingung (11) nach Hilfssatz (7) 
auch hinreichend fiir die Positivitaét. In dieser 
Bedingung ist enthalten, daB a, und b, gleiches 
Zeichen haben*®). Setzen wir dies voraus und 
denken wir uns die Nullstellen «,, «,, «,, «, des 
Nenners von (7) irgendwie in der linken Halb- 
ebene gegeben, so ist der fiir positive Funk- 
tionen (7) charakteristische Bereich in der kar- 


tesischen *, Ebene (Fig. 2) durch das Innere 
der Ellipse 
(13) 4V,V,—V;—0 














*4) Dieses ist der komplizierteste Fall. Ist z. B. a) oder a,, oder sind beide 
gleich 0, so ist der im folgenden Beweis vorgenommene ReduktionsprozeB in ver- 
einfachter Form anwendbar. Im Fall a, = 0 wird aus der Ellipse Fig. 2 eine Parabel. 
Enthalt der Nenner zwei konjugiert imaginaére Wurzeln, so hat man zuerst gemaS 
dem Beweis von Hilfssatz 7 einen Partialbruchanteil der Form (8) abzuspalten und 
gelangt sofort zu einer positiven Funktion der Form eines Gliedes der rechten Seite 
von (15). 

*) Bedingung (11) enthalt unter anderem die notwendige Bedingung, daB alle 
Koeffizienten von (7) gleiches Zeichen haben. 
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zusammen mit dem von ihren Tangenten V,—0 und V,=0 und der 
Ellipse eingeschlossenen Gebiet gekennzeichnet. Die Positivheitsbedingung 
entspricht also in Fig. 2 dem konvexen Bereich aehda. Darin ist a der 
Beriihrungspunkt der Ellipse mit der Geraden b,=0, d ihr Beriihrungs- 
punkt mit V,—0 und e ihr Berihrungspunkt mit V,—0, h der Schnitt- 
punkt von V,—0 und V,=0. Die vollstandige Diskussion der mit n = 2 
darstellbaren Funktionen**) (7) ergab das Resultat, da8 nur ein Teil des 
eben beschriebenen Gebietes darstellbar ist, der von der Ellipse (13) und 
dem reellen Teil der gleich Null gesetzten Resultante von Zahler und Nenner 
in (7) begrenzt wird, die vier Tangenten der Ellipse darstellt. In Fig. 2 
ist ein Beispiel des kompliziertesten Falles gezeichnet, in dem diese vier 
Tangenten sémtlich reell sind. Das darstellbare Gebiet ist schraffiert. 
Fiir das Folgende ist es nur wesentlich, da8 in allen Fallen das Innere 
der Ellipse (13) mit n = 2 darstellbar ist. 
Es soll jetzt gezeigt werden, daB das von den drei Geraden V, = 0, 
V, = 0, V,=0 eingeschlossene Dreiecksgebiet hde (V7, > 0,V,>0,V,>0) 
stets mit n> 2 darstellbar ist. Zum Beweis sollen ,einfache“ Zweipole 
konstruiert werden, welche eine Darstellung durch einen Streckenkomplex 
leisten. Wir nehmen eine Zerlegung der Funktion (7) derart vor, wie sie 
am Ende von § 2 geschildert wurde. 
«;,;' hat fiir 4 = 0 und 4 = oo je einen einfachen Pol. Die zugehérigen 
Partialbruchanteile oe ‘i spalten wir ab. Die Funktion 
—1 Gi wy — a d*+azh+a; 
a To vos wees 
ist wieder positiv. Bei dieser Operation bleibt V,—V,, V,=V., V,= V; 
invariant. Es ist daher auch insbesondere 
(14) V,; = a,b, — afb, — a,b, >0. 
Fiir Punkte des Dreiecks hde ist eine weitere Zerlegung in zwei posi- 
tive Funktionen auf unendlich viele Weisen méglich: 


A+B Ato, BATE DA+d, BAP + OAD, 
Nach (14) kann man nimlich auf unendlich viele Weisen setzen: 





i Ig , , 38 ” wr , 
(15) a, +ayh+ay _ a, A* +a, a, A+4, u+v. 


a, = a; + a”, 
derart, daB sgna; = sgna,;’= sgnaj” und ferner die Ungleichungen 
ay b, — a; b, > 0 


und 
az" b, — agb, > 0 


**) R. M. Foster, The Bell Syst. Techn. Journ., Okt. 1924, und Cauer, Archiv fiir 
Elektrotechnik 1926. 
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erfillt sind. Da auBerdem , , 
V;=a,6,>0 


Vi= a;b,>0 
ist, sind hinreichende Bedingungen fiir die Positivheit von u und wv vor- 
handen. Von u~* wird wiederum das Glied ae von o~* das Glied is 
abgespalten, wobei die restlichen Funktionen wieder notwendig positiv sind. 
Alles ist nun darauf reduziert, von einer linear gebrochenen positiven Funk- 
tion, d. h. von einer linear gebrochenen Funktion mit positiven Koeffizienten, 
die Darstellbarkeit nachzuweisen. 
Die linear gebrochene positive***) Funktion 


und 








ai+ifp 

“yats 
wird nun aber z. B. durch einen einfachen Zweipol gemaS Fig. 3a 
oder Fig. 3b dargestellt, A 
je nachdem & qv 


ad — py z0, a Te ttt tg 
womit der Beweis von 
Satz 2 beendet ist. me § 

Der wesentliche Gesichtspunkt bei der Konstruktion einer Darstellung 
fiir irgendeine positive Funktion, deren Grad dem Fall n = 2 entspricht, 
war, daB man auBer n= 2 auch ausgeartete Fille (semidefinite Formen 
L,R, D) n>2 zur Darstellung mit heranziehen muB. 

Ausgehend von Satz 2 hat kiirzlich Otto Brune einen sehr ein- 
fachen und funktionentheoretisch durchsichtigen, fiir beliebige positive Funk- 
tionen anwendbaren Kettenbruchalgorithmus (Darstellung durch einfache 
Zweipole) entwickelt, der den Stieltjesschen Kettenbruchalgorithmus als 
Sonderfall enthalt, und dadurch die Darstellbarkett jeder positiven ratio- 
nalen Funktion bewiesen**>), 











§ 4. 
Approximation beliebiger positiver Funktionen 
durch darstellbare Funktionen. 
In diesem Abschnitt wird der Satz bewiesen: 


Satz 3. Jede positive Funktion kann in jedem abgeschlossenen Teil- 
gebiet der Halbebene Ri > 0 gleichmafig durch eine mit hinreichend groBem 


%s) .Positiv“ ist in diesem Fall gleichwertig mit «>0, 820, y2>0, 820 
ad— py +0. 

%>) Otto Brune, ,Synthesis of a finite two-terminal network whose driving- point 
impedance is a prescribed function of frequency“, Journal of Mathematics and Physics, 
10, No. 3 (1931). 
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endlichem n darstellbare Funktion approximiert werden, wobei die Dar- 
stellung nur zwei quadratische Formen, ndmlich die L- und die D- Form, 
enthalt. 

Beweis. Fir positive Funktionen w gilt namlich die Poissonsche 
Integraldarstellung**) 


(16) w = ai(e +( ), 
+2) 
0 


worin C > 0 und y eine nicht abnehmende Funktion ist, die der Bedingung 





eniigt, daB ua I fiir a > 0 existiert und das fntegral im Stieltjesschen 
genugt rs g J 


Sinne genommen werden soll. Ist w noch auf der imaginaren Achse regular, 
so ist y differentiierbar und die Ableitung y’ proportional Rw: 

(168) v'(z) = 220) 20. 

Ein solches Integral (16) kann aber in jedem abgeschlossenen Teilgebiet der 
Halbebene Ri>O gleichmaBig durch eine Summe angenahert werden, 
welche die Form 


(17) i(c4 Dye -) 





besitzt, wo C>0,a,>0,b,>0. 

Jede Summe (17) wird aber z. B. durch einen Zweipol Fig. 4a dar- 
gestellt**). Man vergleiche dazu die Bemerkungen iiber die Darstellbarkeit 
der Funktionen (8), (9), (10) auf S. 382 und den Hilfssatz 6. 

In den Anwendungen handelt 


? T T aiht’de es sich gewobnlich um solche posi- 





«aq tive Funktionen, die als Funktionen 
I if a von 4-+-e, mit geniigend kleinem 
e>0, noch positiv sind. Fiir sie 


“= > ator gilt die zu (17) analoge Partial- 
b = t Y t bruchapproximation 
i 3 . 
: yy +. 
Fig. 4. ww (c +2 art :). 


*?) Sie wurde abgeleitet aus einem Resultat von G. Herglotz in den Leipziger 
Berichten 1911 unter Anwendung einer linear gebrochenen Transformation und unter 
Beriicksichtigung des Umstandes, daB es sich um Funktionen handelt, die fir reelle 
4 reellwertig sind. 

**) Uber &quivalente Darstellungen siehé loc. cit. Archiv f. Elektrotechn. 1926 
und QFS. 
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wo C20, a,>0, 6b. >0, w=A-+«. Sie ist in 4 auch noch auf der 
imaginaren Achse selbst giiltig**). Die Funktion (18) ist nicht nur eine 
in m positive Funktion, sondern erst recht eine in 4 positive Funktion, und 
kann demnach gemaB § 3 dargestellt werden. Es laBt sich aber sehr leicht 
unmittelbar eine Fig. 4a entsprechende Darstellung durch einen Strecken- 
komplex angeben (Fig. 4b), die wieder ein einfacher Zweipol ist. Fig. 4b 
geht aus Fig. 4a dadurch hervor, daB neben jedes D-Element von Fig. 4a 
ein R-Element parallel gelegt wird, derart, daB 


(19) = =e, 


und ebenso mit jedem L-Element ein R-Element in Reihe gelegt wird, 
derart, daB 


(20) fame. 
§ 5. 
Fall I= 2. 
Von dem Fall g = 2, d.h. positiver zweireihiger Matrizen 
(21) ~ =), 
Mo, “ge 


werden hier zwei Spezialfaille behandelt. Zu der stets geltenden Einschrankung 
5 =, nehmen wir erstens die weitere Einschrinkung «,,=«,, hinzu. 
Dann kann leicht der Satz bewiesen werden: 


Satz 4. Jede positive Matrix der Form 5, aot tst darstellbar. 
11 22 
Beweis. Wir betrachten den uneigentlichen Vierpol Fig. 5a und be- 
rechnen die durch ihn dargestellte Matrix, ausgedriickt durch z,(4) und z,(A), 
die Funktionswerte seiner Zweige. Dieser Vierpol enthalt nach SchlieBung 
von Zweig 1 und 2 zwei Knotenpunkte und drei Zweige, letztere mit den 
Funktionswerten z,, 0, 2,. 


Nach Hilfssatz 4 erhalt man sofort 


—C =2,2,, 
—C,, =%,, 
—Cyg = 2, + 2, 
— Cyq = 2; 


*) In den Anwendungen interessieren hauptsdchlich rein imagin&re A, d. h. reelle 
Freq n des Wechselstroms. 
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also 
a= = zi", 

(22) gy = Bm af — 2", 
y_ = = [* 


Da die Bedingung «,, = «,, erfiillt ist, lassen sich z, und z, so bestimmen, 
daB Fig. 5a eine (zunachst uneigentliche) Darstellung von ™ >) gibt. 

23 
Durch Auflésung von (22) folgt . 


-1 
(23) 4 O11, a 
2= (Gee = 11) : 
Die Positivheitsvoraussetzung besagt im wesentlichen 
Ra, >0 fir RA>0 
und 
Ra,, Ra. —(Re,,)°>O0 fir RA>O, 


wovon die letzte Ungleichung ersetzt werden kann durch 
R(a,.—e«,,)>0 fir RA>O. 


Danach sind z, und z, in (23) positive Funktionen und als solche nach 
§ 3 darstellbar. Die uneigentliche Darstellung Fig. 5a kann danach als ver- 


kiirzte (eigentliche) Darstellung aufgefabt 
2 he werden, und damit ist Satz 4 durch Reduk- 
| ‘i f tion auf g=1 bewiesen. 
ES , Mathematisch interessanter und fiir die 
a 
b 
Fig. 5. 


Anwendungen wichtiger ist ein zweiter Spezial- 
fall von (21), naémlich der Fall, wo die Ein- 
schrankung «,, = «,, gilt. 

Definition 12. Unterliegt die durch einen Vierpol dargestellte Matrix 


( =) der Einschrankung «,, = «,,, so hei®t der Vierpol ,,symmetrisch“. 
21 ‘22 
Die durch einen ,symmetrischen“ Vierpol dargestellte Matrix andert 


sich nicht, wenn die beiden geéfineten Zweige miteinander vertauscht werden. 
Satz 5. Jede positive Matrix der Form we ) ist darstellbar. 


Oro My 
Beweis. Wir betrachten den uneigentlichen Vierpol Fig. 5b und be- 
rechnen die durch ihn dargestellte Matrix. Dieser Vierpol enthilt (nach 
SchlieBung der Zweige 1 und 2) vier Knotenpunkte und sechs Zweige, der 
Reihe nach mit den Funktionswerten 0, 0, z,, z,, z,, z,. Die Anwendung 
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von Hilfssatz 4 ergibt: 
—c =22,2}+ 2222,, 
“aa — Cy, = 2] + 23+ 22,2,, 


_— 9 
—Cyg = 2; — 2q 


oder 
‘ ¢ Ce +2 
Oy Oye Tae 
(24) 2*—2? 
e.. == ok oot 


ie 2 2, 29 (2%, +29) ° 

Die Auflésung der Gleichungen (24) nach z, und z, ergibt 

2, = (0, + 65), 

By = (0, — My)”. 

Die Positivheitsvoraussetzung besagt im vorliegenden Fall in der Hauptsache 
Ra, >0 fir RA>O0, 
(Ra,,)*—(Re,,)*>O fir RA>O. 

Also haben entweder Ra,,+ Ra,, und Ra,,—Rea,, beide negatives oder 
beide positives Zeichen fiir RA>0. Das erste wiirde einen Widerspruch 
gegen Ra,,>O0 fiir RA>O ergeben. Somit sind die Bedingungen (26) 
aquivalent zu 

(27) R(a,,ta,)>0 fir RA>O. 

Danach sind z, und z, in (25) positive Funktionen und nach § 3 dar- 
stellbar. Somit ist auch Satz 5 durch Reduktion auf g =1 bewiesen. 


§ 6. 
Das Interpolationsproblem der symmetrischen Siebschaltungen. 


Das in diesem Abschnitt behandelte Interpolationsproblem ist ein typi- 
sches Beispiel einer Aufgabe, in der nicht eine gegebene positive Matrix Q 
dargestellt, sondern eine gewissen idealen Forderungen geniigende Matrix Q* 
approximativ dargestellt werden soll*’). Soweit die Aufgabe, eine gegebene 
positive Matrix Q darzustellen, gelést ist (unser Hauptproblem), reduzieren 
sich derartige Aufgaben darauf, den idealen Forderungen approximativ durch 
eine positive Matrix Q mit rationalon Elementen zu geniigen**). 

Der Entwurf symmetrischer elektrischer Siebschaltungen, die in ge- 
wissen Frequenzintervallen nahezu verschwindende ,,Gesamtdimpfung“ (Be- 


(25) 


(26) 


%) Solche Aufgaben treten haufig in der Technik der Wechselstromschaltungen auf. 

31) Die folgenden Ausfiihrungen itiber das Interpolationsproblem der symmetri- 
schen Siebschaltungen beschranken sich auf ein kurzes Referat, da ausfihrlichere Ver- 
éffentlichungen dariiber an anderer Stelle schon erschienen sind oder noch erscheinen. 
Siehe die Literaturangaben Anm. "). 
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triebsdampfung), in den komplementiren Frequenzintervallen aber praktisch 
unendlich groBe Dampfung haben sollen, fiihrt auf ein Interpolationsproblem 
mit positiven Matrizen der Form des Satzes 5 (§ 5): 


% =), 
Og My 
Die idealen Forderungen lauten: Es soll 


(@,+1)*—aef, 


2 ais 


U = log = 0 








sein in gewissen vorgeschriebenen Intervallen der positiven imaginaéren Achse 
(und damit von selbst in den konjugiert imaginaren Intervallen) und 


U=co 
in den komplementiaren Intervallen. 
Unter der Benutzung der Parameter z, und z, von § 5 laBt sich dem- 
nach das Interpolationsproblem so formulieren: 
Interpolationsproblem 1. Zwei rationale positive Funktionen z, 
und z, sind so zu bestimmen, da die Forderungen 
(28) U = log (1+2,)(1+2,) oat 


%— 4, 
in gegebenen Intervallen der positiv imaginaéren Achse und 
(29) U=©co 


in den komplementaren Intervallen approximativ erfiillt werden. 

Es ist leicht zu sehen, daB wegen der Forderung (28) z, und z, 
(von Polen abgesehen) auf der imaginaren Achse nahezu rein imaginar sein 
miissen. Um Weitlaufigkeit in der Ausdrucksweise zu vermeiden, setzen 
wir weiterhin voraus, daB z, und z, solche rationale positive Funktionen 
sind, die auf der imaginaren Achse bis auf Pole rein imaginar sind. Solche 
Funktionen sind nach den Erlauterungen zu Hilfssatz 7 bereits durch zwei 
quadratische Formen, namlich L und D, darstellbar. 


Definition 13. Positive Matrizen, die durch lediglich R und D dar- 
gestellt werden kénnen, heiBen Matrizen der Klasse %. 

Positive Matrizen, die durch lediglich D und L dargestellt werden 
kénnen, heiBen Matrizen der Klasse C. 

Positive Matrizen, die durch lediglich ZL und R dargestellt werden 
kénnen, heiBen Matrizen der Klasse D. 

Weiterhin ist leicht zu sehen, daS sich das Interpolationsproblem 1 
ohne Einschrankung der Allgemeinheit auf das folgende einfachere Problem 
reduzieren |aBt: 








Se ee em me ete 
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Interpolationsproblem la. Es sollen rationale Funktionen z,(A) 
und z,(4) der Klasse € so bestimmt werden, daB die Gleichungen 


(30) 2,2%,=1 
in gegebenen Intervallen der positiv imaginiren 4-Achse und 
(31) 2 =1 


in den komplementaren Intervallen approximativ erfiillt werden. 

Da mit z, auch ~ Funktion der Klasse € ist, sind beide Forderungen 
(30) und (31) gleicher Art. Mit (30) allein ist (28) erfiillt, mit (31) die 
Forderung (29). Es gilt 

Satz 6. Interpolationsproblem 1a ist losbar in dem Sinne, daf die 
Approximation gleichmapfig  beliebig gut gemacht werden kann in jedem 
Teilintervall®'*) der gegebenen Intervalle fiir die Forderung (30) und zugleich 
in jedem Teilintervall der komplementaren Intervalle fiir die Forderung (31). 

Verschiedene Lésungen des Interpolationsproblems 1 bzw. 1a, und somit 
Beweise des Satzes 6, findet man in den zitierten Arbeiten. Eine Lésung 
zeigt mittels einer Integraldarstellung den Grenzfall, wo der Grad der Funk- 
tionen z, und z, nach oo strebt und die Approximation ideal wird. Be- 
sonders wertvoll fiir die elektrotechnischen Anwendungen ist eine Approxima- 
tion im Sinne von Tschebyscheff, welche bei geniigend kleiner Zahl der ge- 
gebenen Intervalle, d. h. fiir die praktisch vorwiegend interessierenden Fille, 
auf das Transformationsproblem der elliptischen Integrale zuriickgefiihrt 
werden kann. Fiir alle diese Fille wurden die Parameter der im Tscheby- 
schefischen Sinne approximierenden rationalen Funktionen z, und z, explizit 
ausgerechnet und durch ein umfangreiches Kurvenmaterial*>) dem Ingenieur, 
der Siebschaltungen zu entwerfen hat, zuginglich gemacht. 


§ 7. 
Approximation numerisch oder graphisch auf einem Stiick der imaginiren 
Achse gegebener komplexer Funktionen durch positive Funktionen *). 


Die allgemeine Problemstellung dieses Abschnittes ist die folgende: 
Interpolationsprobleme 2. In einem Intervall der positiven ima- 


giniren 4-Achse sind Realteil und Imaginarteil als stetige oder stiickweise 
stetige Funktionen gegeben. Gesucht sind rationale positive Funktionen, 


818) dessen Enden innere Punkte eines der gegebenen Intervalle sind. 
%>) Verdffentlicht in der in Anm, **) an zweiter Stelle genannten Arbeit. 
*) Diese Interpolati b] lassen sich natiirlich auch auf positive Matrizen 
ausdehnen und end auch in | dieser Verallgemeinerung von praktisch groBer Bedeutung. 
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bzw. Funktionen der Klassen 8, €, D, welche diese gegebenen Funktionen 
approximieren, sowie die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir 
die Approximierbarkeit **). 

Eine Vereinfachung dieser Interpolationsprobleme besteht darin, daB 
verlangt wird, w in einer endlichen Anzahl von Punkten der imaginaren 
4-Achse durch rationale positive Approximationsfunktionen, bzw. solche Funk- 
tionen der Klassen 6, €, D exakt wiederzugeben. Fiir die Lésung dieser 
Aufgaben sind die Resultate der erwahnten Arbeit von G. Pick**) von 
Interesse. Zu beachten ist, daB die von Pick untersuchten Funktionen 
nicht fiir reelle 4 reell sind, und da8 die Interpolationsstellen bei Pick nach 
unserer Redeweise im Innern der rechten 4-Halbebene liegen. 

Definition 14. Vorgeschriebene Wertepaare (A, , w,), (4,, w,), ---» (A,,W,) 
heiBen fiir positive Funktionen (Funktionen der Klassen 8, €, D) ,,zulissig“, 
wenn positive Funktionen (Funktionen der Klassen 8, €,D) existieren, 
welche die vorgeschriebenen Werte annehmen. 

Im folgenden wird eine praktisch brauchbare Lésung fiir das verein- 
fachte Interpolationsproblem®) im Fall der Klasse 8 mitgeteilt. Durch 
Vertauschung von 4 mit 4~* erhalt man daraus die entsprechende Lésung 
fiir den Fall der Klasse D. 

Alle Funktionen «,, der Klasse § gestatten die Schreibweise 


Pa 
(39) a3 = 0+ |? ©), 
0 


wo C20 ist, wy eine nicht abnehmende Funktion und das Integral im 
Stieltjesschen Sinne zu nehmen ist. 
Durch die Transformation 2 = y* wird 


—_— dy (2) 
~ y (0+ fix) 


als Funktion von y eine allgemeine positive Funktion (vgl. (16) § 4). Die 


**) Die Ausfihrungen dieses Paragraphen haben wie die des § 6 nur referieren- 
den Charakter, da game ist, auf diese fiir die elektrotechnischen Anwendungen 
besonders wichtigen In lati bi in einer besonderen Arbeit ausfiihrlich 
zurickzukommen. Die elektrotechnischen Aufgaben, Nachbildungsschaltungen, Phasen- 
und Da&mpfungsausgleichsschaltungen, Entzerrungsschaltungen zu entwerfen, fihren 
z. B. auf Interpolationsprobleme 2. 

*) Siehe 1. o. *). 

*) Das &quivalente elektrotechnische Problem lautet: Einfachste Zweipolschal- 
tungen aus Kapazititen und Ohmschen Widersténden zu finden, deren Wechselstrom- 
widerstand fiir eine endliche Anzahl gegebener Frequenzen vorgeschriebene Werte 
annimmt, 
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Interpolationsstellen 4, werden bei dieser Transformation auf die Halbgerade 
also jedenfalls in das Innere der rechten Halbebene transformiert. 

Eine Modifizierung der Uberlegungen von Pick ergibt nun 

Satz 7. Sind fiir die Punkte i,,4,,...,4, der positiv imaginaren 
Achse die komplexen Werte w,,w,,..., w, bzw. vorgeschrieben, so liefert 
das folgende Interpolationsverfahren nacheinander je zwei rationale Funk- 
tionen u,, v, der Klasse B niedrigsten Grades, welche die Wertepaare 
(A,, w,;) fiir ¢==1,2,...,@ (@ =1,2,...,m) annehmen, vorausgesetzt, dap 
die (4,,w,) fiir Funktionen der Klasse 8 zuldssig sind. Notwendig und 
hinreichend fiir die Zuldssigkeit ist sowohl, daB die im Verlauf des Inter- 
polationsverfahrens ermittelten Konstanten a,,6,, ale auch, daB die c,,d, 
nicht negativ ausfallen. 

Man bestimme die Konstanten a,, b,; c,,d, eindeutig so, daB 


— mld) _ 44+ 
Aq, (4) 7 





U, 
und 
7, (A) 1 
42) ~~ Gad, 
beide das Wertepaar (4,, w,) annehmen. 
Hat man 





1,= 


— Pal(d) 

Ma = Aga (A)’ 
f(A) 

ve “aq (4) 
so bestimmt, daB beide die Wertepaare (A,, w,), (A,, w,),---,(4,, W,) an- 
nehmen, wobei p,,8, Polynome in 4 vom «-ten Grade mit positiven Koeffi- 
zienten und g,,r, Polynome in 4 vom (a ~<1)-ten Grade mit positiven 
Koeffizienten bedeuten, so findet man die entsprechenden u,,,,0,,, durch 
die Ansitze 


(40) 





« pa, (Ge414+be41) Petite 
+8 A[(@q424+ ba41) Ge + &)’ 
e i Pat (Ca414+4e41) Fe 
o+3 Ada + (Ca4s4 + dq4s) Se > 
indem man @,,,, 5,413 Cosi» 4,4, eindeutig so bestimmt, daB u,,, und 
v,,, beide auch noch das Wertepaar (4,,,,w,,,) annehmen. 
Die in Satz 7 genannten notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
fiir die Zulassigkeit fiir Funktionen der Klasse % lauten mit 


A, =to, 





(41) 





%) Sy bedeutet Imagin&rteil von y dividiert durch i. 
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und 
= fa +49 
in den einfachsten Fallen explizit folgendermaBen: 
(42) axl. f, 29, 9, 59; 
f=, 9,50, 


(43) a= 2. 9:93(} + w}) —[(f, —f)* +93 +93], 0,20, 
(Af — i — 92) of + 29,9, + (fi fe — fe — 93) OF 20. 

Damit als stetige Kurve gegebener Realteil Rw = f(w) und Imaginir- 
teil $w=—g(m) durch Funktionen der Klasse § approximiert werden 
kénnen, sind fiir den Kurvenverlauf nach (42) und (43) notwendige, aber 
nicht hinreichende Bedingungen 

f20,g9s50 
und (ohne die Bedingungen (43) zu erschépfen) f monoton.fallend, g 
monoton wachsend, 

Durch Grenziibergang ergeben sich die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen fiir f und g und die ersten Ableitungen f’ und g’ fiir einen 
vorgeschriebenen Punkt: 

f29, 950, 
(44) (f'* +9") w* —g* <0, 
(f’* + 9°*) @* + (f*+9*)'w +9? SO. 
Realteil und Imaginirteil sowohl von u, als auch von v, geniigen den 
beiden Differentialgleichungen, die sich aus den beiden letzten Relationen (44) 
fiir den Fall des Gleichheitszeichens ergeben. 


(Eingegangen am 20. 3. 1931.) 




















Analogon zu den Kleinschen Erginzungsrelationen 
im Falle komplexer Exponenten der Schwarzschen 
s-Funktion’). 


Von 


Hans Falckenberg in GieBen. 


1. Die Schwarzsche s-Funktion mit reellen Exponenten bildet die 
positive oder negative X-Halbebene auf ein Kreisbogendreieck ab, dessen 
Winkel gleich den Exponenten sind. Die zur Schwarzschen s-Funktion ge- 
hérende Differentialgleichung ist durch die Exponenten véillig bestimmt. 
Durch die Formeln der spharischen Trigonometrie, denen bei Zugrunde- 
legung der projektiven (Cayleyschen) MaSbestimmung mit der Kugel als 
Fundamentalflache unsere Kreisbogendreiecke geniigen, sind dagegen durch 
deren vorgegebene Winkel die Kreisbogendreiecke nicht bestimmt, da sich 
aus den Formeln die in den Seiten (Begrenzungskreisbogen des Dreiecks) 
enthaltenen ganzen Vielfachen von 22 nicht eindeutig ergeben. 

Zur Festlegung dieser noch unbestimmten ganzen Vielfachen zieht 
F. Klein*) die Forderung des einfachen Zusammenhangs der Dreiecksfliche 
heran. Aus dieser ,,Flichenforderung“ sind die von Klein entdeckten ,,Er- 
ganzungsrelationen“ abgeleitet, die gerade die in den Seiten enthaltenen 
ganzen Vielfachen von 22 durch die Winkel des Dreiecks ausdriicken. 


2. Wie sind diese Uberlegungen auf die s-Funktion mit komplexen 
Exponenten zu iibertragen? Hier hat Fr. Schilling*) gezeigt, daB man an 
Stelle der reellen Winkel und reellen oder bis auf ganze Vielfache von 2 


1) Vgl. die Arbeit des Verfassers ,Zur Theorie der Kleinschen Erginzungs- 
relationen“ (erste Mitteilung), Math. Annalen 88 (1922), 8. 123. 

*) Uber die Nullstellen der hypergeometrischen Reihe“, Math. Annalen 37 
(1890), 8. 578. 

%) ,Beitrage zur geometrischen Theorie der Schwarzschen s-Funktion“, Math. 
Annalen 44 (1894), S. 162; ,Die geometrische Theorie der Schwarzschen s-Funktion 
fiir komplexe Exponenten I und II“, Math. Annalen 46 (1895), S. 62 und 529. 
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rein imaginiren Seiten des Abbildungskreisbogendreiecks die komplexen 
Exponenten zweier Tripel nichteuklidischer Schraubenbewegungen betrachten 
kann. Die Achsen dieser Schraubenbewegungen sind je zwei Tripel wind- 
schiefer Geraden, von denen jede auf zwei Geraden des anderen Tripels 
senkrecht steht. Die Schraubenbewegungen eines Tripels (hintereinander 
ausgeiibt) ergeben die Identitaét. Die Exponenten dieser Schraubenbewegungen 
geniigen, wenn man die des einen Tripels als ,,Winkel“, die des anderen 
als ,Seiten“ eines ,,komplexen Kreisbogendreiecks“ bezeichnet, den Formeln 
der spharischen Trigonometrie. 

Wie sind nun hier die in den Seiten enthaltenen ganzen Vielfachen 
von 22, die ja durch die Formeln der sphirischen Trigonometrie unbestimmt 
gelassen werden, festzulegen? Was wird aus der ,,Flichenforderung“, was 
aus den ,,Erganzungsrelationen“ ? 

Da in unserem komplexen Fall die Betrachtung der Abbildung einer 
Halbebene keinen Vorteil bietet, hat Schilling diejenigen Figuren untersucht, 
auf die die ganze zweckmaBig eingeschnittene komplexe X-Ebene durch 
einen Zweig der s-Funktion abgebildet wird. An diesen ,Fundamental- 
bereichen“ lassen sich nun zwar die Exponenten der s-Funktion, also die 
Winkel des komplexen Dreiecks sehr leicht aufzeigen, aber eine ins Auge 
fallende Bedeutung der Seiten, die im reellen Falle ja als die Begrenzungs- 
kreisbogen des Abbildungskreisbogendreiecks auftraten, findet sich an diesen 
Figuren nicht. 

Die Heranziehung der Flachenforderung, die bei der Konstruktion der 
Schillingschen Fundamentalbereiche Beriicksichtigung finden muBte, wird 
also zur Beantwortung unserer Frage nicht nutzbar gemacht werden kénnen; 
wir versuchen daher im komplexen Fall, zuriickgreifend auf die Formeln 
der spharischen Trigonometrie, direkt zu einer derartigen Bestimmung der 
in den Seiten enthaltenen ganzen Vielfachen von 22 zu gelangen, die im 
Spezialfall reeller Exponenten mit den Erganzungsrelationen iibereinstimmt 

3. Bezeichnet man die komplexen Winkel des Kreisbogendreiecks mit 
i,m, die Seiten mit 1, (k= 1, 2,8; 5) 5 —;) und fithrt man die Hilis 

m 3+1=—1 
gréBen 
a, — thts a qut nt 


(1) 





Ay — Ans — Ages —ht+histhe 
a Ie: ea ig 2 , 
(a-GréBen ) (a-GréBen) 


ein, so bestehen zunichst die Beziehungen 


(2) 3«,=54,=1 


i=0 i=0 





~~ 


PE a 
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und 

(3) A, =% +%,=1—a,,,—%_,, 
=1—a,—a,—4,,,+4,_;, 


ferner gelten die Gleichungen 














Lx SIN a -SiN a, x 
(4) tg : sin o,_, #-8iN @, ,, 2” 

Ax SiN Gy_, #°8iIN @,,, x 
(5) tg _ om sing, x-sinag,x — 


Man erkennt aus (4), daB Seiten nur dann ein ganzes Vielfaches von 
22 annehmen kénnen, wenn mindestens eine der in (4) auftretenden vier 
Sinusgr6éBen gleich 0 wird. Falls man nun ausschlieBt, daB der imaginare 
Teil irgendeines Winkels unendlich wird, so kann das nur dann eintreten 
wenn mindestens eine der a-GréBen reell und eine ganze Zahl wird. (Die 
Zahl 0 mége hier den ganzen Zahlen zugerechnet werden.) 


Wenn gerade eine «-GréBe eine ganze Zahl wird (einfach parabolischer 
Fall), so findet man, daB alle Seiten ganze Vielfache von x, alle a-GroéBen 
ganze Zahlen werden, die Winkel aber infolge der Gleichung (5) nicht be- 
stimmt, sondern nur der Bedingung unterworfen sind, daB die eine der 
a-GréBen eine ganze Zahl ist. 


Wenn zwei a-GréBen ganze Zahlen sind (doppelt parabolischer Fall), 
so ist eine Seite ein ganzes Vielfaches von 2, zwei Seiten sind unbestimmt. 
Einer der Winkel ist wegen (3) ein ganzes Vielfaches von 2, die beiden 
anderen sind bis auf die notwendigen Einschrankungen unbestimmt. Damit 
ist aber zufolge (5) eine a-GréBe und wegen (3) sogar zwei a-GréBen 
ganze Zahlen. 

Wenn samtliche «-GréBen ganze Zahlen sind (parabolischer Ausnahme- 
fall), so werden alle Seiten unbestimmt, die Winkel aber sind ganze Viel- 
fache von x, und daher ist nach Gleichung (5) gerade eine a-GréBe eine 
ganze Zahl. 


Durch stetige Abanderung der komplexen Exponenten gelangt man zu 
allen méglichen s-Funktionen, also auch zu allen méglichen komplexen 
Dreiecken. Eine Anderung der in den Seiten dieser Dreiecke enthaltenen 
ganzen Vielfachen von 22 kann, wenn man voraussetzt, daB sich bei stetiger 
Anderung der Winkel auch die Seiten stetig andern, nur eintreten, wenn 
eines der soeben besprochenen parabolischen Dreiecke durchlaufen wird. 

In allen diesen Fallen kann man es aber sicherlich durch stetige Ab- 
anderung der noch unbestimmten Winkel erreichen, da8 simtliche Winkel 
des Dreiecks reell werden, daB also eine eventuelle Anderung der in den 
Seiten enthaltenen ganzen Vielfachen von 22 nur beim Durchgang durch 
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ein parabolisches Dreieck mit reellen Winkeln eintritt, und zwar sind die 
Winkel dieses Dreiecks denjenigen GréBen gleich, denen die reellen Teile 
der komplexen Winkel beim Herannahen an die parabolischen Stellen zu- 
streben. 


In der Umgebung einer parabolischen Stelle betrachten wir nun auBer 
unserem komplexen Dreieck auch dasjenige Dreieck mit reellen Winkeln, 
dessen Winkel gleich den reellen Teilen der Winkel des gegebenen kom- 
plexen Dreiecks sind. Wahrend nun das komplexe Dreieck durch eine 
parabolische Stelle mit reellen Winkeln hindurchgeht, geht das zugehdérige 
Dreieck mit reellen Winkeln durch dieselbe parabolische Stelle. Beziiglich 
dieses letzten Durchgangs beherrschen wir aber das Verhalten der in den 
(reellen oder bis auf ganze Vielfache von x rein imaginiren Seiten) ent- 
haltenen ganzen Vielfachen von 22 auf Grund der Flachenforderung voll- 
stindig‘). Hinsichtlich des Verhaltens der in den Seiten des komplezxen 
Dreiecks enthaltenen ganzen Vielfachen von 22 beim Durchgang durch die 
parabolische Stelle kénnen wir aber jetzt folgende Festsetzung trefien, die 
im Fall komplexer Exponenten die Flachenforderung ersetzen soll und im 
Wesentlichen darauf hinauskommt, da8 wir komplexe Verzweigungsstellen 
ausschlieBlich durch stetigen Ubergang aus den entsprechenden reellen 
erreichen wollen: 

Geht bei stetiger Abdnderung der Winkel eines komplexen Dreiecks 
dieses durch eine parabolische Stelle hindurch, so verhalten sich die in 
den (komplexen) Seiten des Dreiecks enthaltenen ganzen Vielfachen von 
22 ebenso wie die in den (reellen oder bis auf ganze Vielfache von x rein 
imagindren) Seiten enthaltenen desjenigen Dreiecks, dessen Winkel die 
reellen Teile des komplexen Dreiecks sind. 

Im Falle eines Dreiecks mit reellen Winkeln lauteten die Kleinschen 
Erginzungsrelationen, die diese ganzen Vielfachen von 2 2 (,, Uberschlagungs- 
zahlen“ der Seiten) ausdriicken, 


(6) u, = E(a,) (k =1, 2, 3), 
wobei H(z) die gréBte in der reellen Zahl x enthaltene positive ganze 
Zahl bedeutet, bzw. 0, wenn keine positive ganze Zahl in z enthalten ist. 
Als gréBte in der positiven ganzen Zahl p enthaltene ganze Zahl soll p— 1! 
festgesetzt sein. 

Da es erreicht werden konnte, da8 sich die in den Seiten enthaltenen 


ganzen Vielfachen von 22 nur beim Durchgang durch parabolische Stellen 
mit reellen Winkeln dnderte, so folgen im Falle komplexer Exponenten 


*) Vgl. etwa Falckenberg, ,Ableitung der Erginzungsrelationen aus den Formeln 
von Simon L’Huilier“, Math. Zeitschr. 10 (1921), 8. 17. 
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aus unserer Festsetzung folgende Gleichungen, die als Analogon der Kleinschen 
Erganzungsrelationen gelten kénnen: 


(7) E(#) = B(q,). 


Dabei bedeutet jetzt H(a2) die gréBte in der komplexen Zahl z enthaltene 
positive ganze Zahl, bzw. 0, wenn in ihr keine positive ganze Zahl ent- 
halten ist. Als gréBte in der positiven ganzen Zahl p enthaltene positive 
ganze Zahl soll » —1 festgesetzt sein, als gréBte in der Zahl p + fi, wo p 
eine positive ganze, f eine positive oder negative reelle Zahl bedeutet, ent- 
haltene soll p festgesetzt sein. 

Es liegt auf der Hand, daS im Fall reeller Winkel und also reeller 
bzw. bis auf ganze Vielfache von a rein imaginarer Seiten Gleichung (7) 
in Gleichung (6) tibergeht. 

4. Die Gesamtheit der zu den s-Funktionen mit komplexen Exponenten 
gehérigen komplexen Dreiecke bildet einen stetigen Bereich. Die Formeln 
der spharischen Trigonometrie teilen, wie E. Study®) gezeigt hat, die Gesamt- 
heit der spharischen Dreiecke in zwei véllig getrennt verlaufende Kontinua. 
' Unsere Dreiecke kénnen natiirlich nur dem einen der Kontinua angehéren. 
Die goniometrischen Formeln von Simon L’Huilier enthalten eine Quadrat- 
wurzel, die es gestattet, das hier in Betracht kommende Kontinuum der 
,eigentlichen* Dreiecke noch in Unterkontinua zu zerspalten; eines dieser 
Unterkontinua nun ist der stetige Bereich unserer komplexen Abbildungs- 
dreiecke. 

Die Verzweigungsstellen der Quadratwurzel sind, wie sich zeigt, gerade 
die oben behandelten parabolischen Stellen. Im Falle reeller Winkel habe 
ich in der oben angefiihrten Mitteilung*) das Vorzeichen der Quadratwurzel 
in seiner Abhangigkeit von den Winkeln des Dreiecks bestimmt. Unsere 
,Festsetzung“ gestattet nun im Anschlu$8 daran auszusprechen, dali sich 
im Fall komplexer Winkel das Vorzeichen der L’Huilierschen Quadratwurzel 
genau ebenso bestimmt, wie im Fall reeller. In der a.a.0. mitgeteilten 
Formel mu8 man dann natiirlich nicht nur dem Zeichen H(2), sondern 
: auch dem Zeichen [2] eine auch fiir komplexe Werte von z giiltige, leicht 
festzustellende Deutung geben. 





5) ,Spharische Trigonometrie, orthogonale Substitutionen und elliptische Funk- 
tionen“, Abh. d. Math. phys. Klasse d. Sachs. Ges. d. Wiss. 20 (1893), S. 85. 


(Eingegangen am 15. 8. 1931.) 

















Theorie des projektiven Zusammenhangs 
n-dimensionaler Kiume. 


Von 
D. van Dantzig in Delft. 


§ 1. 
Einleitung. 
1. Die Beziehungen zwischen den verschiedenen projektiven Differen- 
tialgeometrien von Cartan’), Schouten*), J. M. Thomas*), T. Y. Thomas‘), 


*) E. Cartan. [1] Sur les espaces généralisés et la théorie de la Relativité, Comptes 
Rendus 174 (1922), pp. 734—737. 

— [2] Sur les variétés & connexion projective, Bull. Soc. M. de Fr. 52 (1924), 
pp. 205—241. 

— [3] Sur la connexion projective des surfaces, Comptes Rendus 176 (1924), 
pp. 750 —752. 

*) J. A. Schouten. [1] On the place of conformal and projective geometry in 
the theory of linear displacements, Amsterdamer Proceedings 27 (19 4), pp. 407—424. 

— [2] Projective and conformal invariants of half-symmetrical connexions, 
Amsterdamer Proceedings 29 (1926), pp. 334—336. 

— [8] Erlanger Programm und Ubertragungslehre. Neue Gesichtspunkte zur 
Grundlegung der Geometrie, Rendiconti Palermo 50 (1926), pp. 142—169. 

*) J. M. Thomas, Note on the projective geometry of paths, Proc. Nat. Ac. Sc. 
11 (1925), pp. 207— 209. 

*) T. Y. Thomas, [1] On the projective and equi-projective geometry of paths, 
Proc. Nat. Ac. Sc. 11 (1925), pp. 199 —263. 

— [2] On the equi-projective geometry of paths, Proc. Nat. Ac. Sc. 11 (1925), 
pp. 592 —594. 

— [3] Note on the projective geometry of paths, Bull. Amer. Math. Soc. 81 (1925), 
pp. 317—822. 

— [4] A projective theory of affinely connected manifolds, Math. Zeitschr. 25 
(1926), pp. 728 —738. 

— [5] The replacement theorem and related questions in the projective geo- 
metry of paths, Ann. of Math. (2) 28 (1927), pp. 549—561. 

— [6] Concerning the @ group of transformation, Proc. Nat. Ac. Sc. 14 (1928), 
pp. 728 —734. 
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Veblen®) und Weyl]*) sind neuerdings in zwei Arbeiten von Schouten und 
Golab*) klargelegt worden. Es hat sich dabei herausgestellt, daB diese 
verschiedenen Geometrien sich mit einer Ausnahme (vgl. § 14, 49) als 
Spezialfille einer allgemeineren Theorie des projektiven Zusammenhangs 
betrachten lassen. Nichtsdestoweniger kann die Theorie kaum noch als 
abgeschlossen betrachtet werden; vor allem in rein formaler Hinsicht hat, 
sie noch viel Unbefriedigendes. 


Erstens ist die Asymmetrie der Bestimmungszahlen projektiver GréBen, 
d. h. die Sonderstellung des Index 0 gegeniiber den Indizes 1,..., recht 
hinderlich. Zweitens stért es, daB es zur kovarianten Ableitung im allge- 
meinen kein kovariantes Differential gibt. Die Unméglichkeit eines solchen 
ohne Auszeichnung einer bestimmten affinen Ubertragung ist zwar von 
Schouten und Golab*) bewiesen worden, aber den inneren Grund dafiir 
sieht man noch nicht recht ein. Drittens ist nicht recht klar, weshalb 
man fast zwangsliufig auf die Mitaufmahme von Dichten gefiihrt wird. 

1 


Viertens ist insbesondere das hiufige Auftreten des Faktors a *) recht 


erstaunlich. Man sieht nicht recht ein, weshalb der Exponent genau a 

5) O. Veblen u. T. Y. Thomas. [1] The geometry of paths, Transactions Am. Math. 
Soc. 25 (1923), pp. 551 —608. 

O. Veblen u. J. M. Thomas. [2] Projective normal coordinates for the geometry 
of paths, Proc. Nat. Ac. Sc. 11 (1928), pp. 204—207. 

— [8] Projective invariants of affine geometry of paths, Ann. of Math. (2) 27 
(1926), pp. 279 — 296. 

O. Veblen. [4] Projective tensors and connections, Proc. Nat. Ac. Sc. 14 (1928), 
pp. 154—166. 

—- [5] Generalised projective geometry, Journal London Math. Soc. 42 (1929), 
pp. 140-160. 

— [6] A generalisation of the quadratic differential form, The Quarterly Journal 
of Math., Oxford Series 1 (1930), pp. 60—76. 

O. Veblen u. B. Hoffmann. [7] Projective Relativity, Physical Review 36 (1930), 
pp. 810—822. (Zitiert mit Veblen [1], ...,[7].) 

*) H. Weyl. [1] Zur Infinitesimalgeometrie. Einordnung der projektiven und 
der konformen Auffassung, Géttinger Nachrichten (1921), pp. 99—112. 

— [2] On the foundations of general infinitesimal geometry, Bull. Am. Math. 
Soc. 35 (1929), pp. 716—725. 

*) J. A. Schouten u. St. Golab, Uber projektive Ubertragungen und Ableitungen, 
I, Math. Zeitschr. 32 (1930), 8. 192—214, Il. Annali di Mat. (4) 8 (1981), 8S. 141—157. 
(Die erste dieser Abhandlungen wird mit Sch. u. G. zitiert.) 

*) loc. cit. *), S. 207. 

*) Vgl. z. B. Sch. u. G. § 2; Veblen [4] (uM); Veblen u. J. M. Thomas (6); 

ae. 

T. Y. Thomas [1] (-—s aa 
Mathematische Annalen. 106. 


log 4) usw. 
26 











402 D. van Dantzig. 


sein mu8, umsoweniger, wo 4 eine Determinante n-ten und nicht (n +-1)-ten 
Grades ist. Fiinftens fehlt bisher eine Theorie der Induktion eines pro- 
jektiven Zusammenhangs in eingebettete Raume. 


2. Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist, zu versuchen, diese ,,Schén- 
heitsfehler“ in der Theorie durch eine andere Art der Darstellung zu 
beheben. Den Schliissel zur Méglichkeit dazu gab die erste der oben- 
genannten Bemerkungen: die Sonderstellung des Index @. Denn eben der- 
selben Schwierigkeit hat man friiher in der gewéhnlichen projektiven Geo- 
metrie begegnet; dort gelang ihre Beseitigung durch die Einfiihrung homo- 
gener Koordinaten. 

Nun sind zwar auch in der projektiven Differentialgeometrie schon von 
Cartan homogene Koordinaten eingefiihrt worden, aber immer nur im 
linearen Raume, der einem jeden Punkte des Raumes zugeordnet wird, 
nie noch im Raume selbst®*). (Im Gegenteil hat Weyl neuerdings sogar 
im linearen Raume die homogenen durch inhomogene Koordinaten ersetzt. ) 

Nun zeigt sich aber, daB eben die Einfiihrung homogener Urvariablen 
ein durchaus klareres Licht auf verschiedene der erwahnten Erscheinungen 
wirft. 

Zum Beispiel sieht man sofort ein, daB eine Art von ,,Dichten“ auf- 
treten kénnen. Ist v” ein Punkt des zugeordneten linearen Raumes, so 
sind seine Bestimmungszahlen im allgemeinen nur bis auf einen gemein- 
samen Faktor bestimmt, d. h. sie sind homogene Funktionen (z. B. r-ten 
Grades) der homogenen Urvariablen 2x” (vgl. § 3, 7). Ersetzt man dann 
die x” durch gz”, so erhalt v” den Faktor o'. Betrachtet man den Uber- 
gang x"-+ oz’ als eine Koordinatentransformation (was sich im iibrigen 

1 
nicht empfiehlt), und ist 4 die Transformationsdeterminante, so ist 9 = 4"*’, 
also v” wird eine ,,Dichte“**) vom Gewicht toy. Die Dichten vom 
Gewicht i sind also gewissermaBen die GréBen ersten Grades (vgl. hierzu 
aber § 14). 

Weiter erklart sich das Fehlen eines kovarianten Differentials im all- 
gemeinen Fall ganz von selbst. Es ,existiert“ nimlich auch kein gewdhn- 
liches Differential: die dz” sind keine homogene Funktionen der z” (vgl. 





**) AuBer in euklidischen Raiumen und als lokale Koordinaten in einem einzigen 
Punkte eines allgemeinen Raumes. In beiden Fallen braucht nur die gewdhnliche 
projektive Gruppe 2,,,, nicht aber unsere allgemeine homogene Gruppe 9, ,, (§ 2, 6) 
herangezogen zu werden. 

#°) Fir die Analysis der Dichten vgl. J. A. Schouten u. V. Hlavaty, Zur Theorie 
der allgemeinen linearen Ubertragung, Math. Zeitschr. 830 (1929), 8. 414—432. Vgl. 
auch FuBnote **). 








— 
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§ 3, 9c). Der Grund fiir das Fehlen des kovarianten Differentials ist also 
derselbe wie fiir das Fehlen einer Punktdifferenz in der gewéhnlichen pro- 
jektiven Geometrie. 

Es zeigt sich aber, daB man die Existenz eines kovarianten Differen- 
tials durch Spezialisierung der Ubertragung dennoch erzwingen kann (§ 7, 23), 
und daB dies sogar mittels bahntreuer Abdnderung der Ubertragung ge- 
schehen kann (§ 12, 38, 40). 

Die Theorie der geodiatischen Linien (§ 10), der bahntreuen Trans- 
formationen (§ 12) und der ™*'P in “**P (§ 9) 1aBt sich miihelos durch- 
fiihren. Dabei stellt sich heraus, da8 ein projektiver Zusammenhang sich 
bei gegebenen Bahnkurven eindeutig festlegen laiBt durch (u. a.) die For- 
derung, daf die in §6, 17 zu definierende Gréfe Q, verschwindet (§ 12, 43); 
dabei ist aber das Verschwinden des Skalars Q, z”+-1 maBgebend fiir die 
Existenz des kovarianten Differentials (§ 7); diese Existenz ist also mit 
der eindeutigen Bestimmung des projektiven Zusammenhangs unvereinbar, 
wie ja schon Schouten und Golab*) bewiesen haben. 


3. MaBgebend fiir die ganze Darstellungsart war der Wunsch, die 
wesentlichen Merkmale der gewéhnlichen projektiven Geometrie méglichst 
weitgehend beizubehalten und die projektive Differentialgeometrie nicht in 
eine verhiillte Affingeometrie entarten zu lassen. Die Beziehungen zur Dar- 
stellung in inhomogenen Koordinaten (§ 13,14) sind auch nur wegen des 
bequemeren Anschlusses an die altere Theorie mit aufgenommen worden; 
fiir das iibrige sind sie ganz entbehrlich. Aus demselben Grunde ist in 
§ 14 die Geometrie von Schouten und Golab kurz skizziert; es zeigt sich, 
daB sie sowie die Veblensche (und damit jede der alteren Theorien) aus der 
unsrigen hervorgeht. 

Weiter wurde prinzipiell ein méglichst allgemeiner Standpunkt einge- 
nommen. Dadurch gelang es z. B. fiir die Existenz des kovarianten Diffe- 
rentials, der Abbildung infinitesimal benachbarter "*’Z aufeinander und 
der geoditischen Linien nicht nur hinreichende, sondern auch notwendige 
Bedingungen aufzustellen. Eine Ubersicht iiber die simtlichen eingefiihrten 
Bedingungen und iiber die wichtigsten Vereinfachungen in den allgemeinen 
Formeln, die sie hervorrufen, wird in § 11 gegeben werden. 

Die benutzten Bezeichnungen schlieBen sich im wesentlichen dem 
Schoutenschen Ricci-Kalkiil™) an, wobei auch die meisten Anderungen, die 
sich im Laufe der Zeit als niitzlich erwiesen haben, mit itibernommen 
wurden. Einige unwesentliche Abweichungen (vgl. FuBnoter **), *°), **)) sind 
aber eingefiihrt worden, hauptsichlich zwecks Vermeidung der zahlreichen 
verschiedenen Buchstabentypen als Indizes, die eine Ubersicht iiber die 





11) J. A. Schouten, Der Ricci-Kalkiil, Berlin: Julius Springér 1924. aoe mit R. K. 
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Formeln recht erschweren. Auf das Entstehen der hier durchgefiihrten 
Darstellung der Theorie haben, auBer dem Schoutenschen Ricci-Kalkiil, unter 
den ilteren Arbeiten fast nur die Cartanschen und die Veblenschen einen 
wesentlichen Einflu8 gehabt; die Veblensche Auffassung nahert sich der 
hier vertretenen ja auch am meisten. 


4. Durch die Einfiihrung der homogenen Gruppe 9, ,1, die das eigentlich 
Neue in der Theorie ist, erhalt die projektive Differentialgeometrie in weit 
hdéherem Ma8 als bisher den Charakter einer Verallgemeinerung der gewdhn- 
lichen projektiven Geometrie, insbesondere wenn man auf die Existenz des 
kovarianten Differentials verzichtet und Q,—0 setzt. Die Differential- 
geometrie in der “*’E la8t sich dann sofort mittels des Ansatzes /7j,, = 0 
aufstellen; das System der geoditischen Linien wird dabei durch das System 
der Geraden der "**E gegeben. Am wichtigsten dabei ist, da8 sich dann 
die Differentialgeometrie einer jeden eingebetteten Mannigfaltigkeit "**H, 
vorausgesetzt daB diese eingespannt ist, sofort aufstellen la8t. Falls die "*'H 
durch Gleichungen zwischen den x" anstatt in Parameterdarstellung gegeben 
ist, laBt sich die Theorie des § 9 leicht entsprechend dndern. 

Weiter ergibt der Zusammenhang mit der A,,,**) eine Verallgemei- 
nerungsfahigkeit der Theorie. Ebenso wie die gewdhnliche projektive Geo- 
metrie der ***'£ sich bekanntlich auffassen laBt als die Geometrie der- 
jenigen Geraden einer Z,,:, die einen festen Punkt O enthalten, gegeniiber 
derjenigen Untergruppe der affinen Gruppe der Z,,,, die dieses Geraden- 
system invariant laBt, so JaBt sich auch die "1D als eine Ly»; auffassen, 
in der ein System von co” ,,Geraden“ (d.h. X,, in die eine Euklidische 
Ubertragung induziert wird) durch einen festen Punkt O definiert ist; die 
Gruppe der beliebigen Koordinatentransformationen der L,,-. wird dem- 
entsprechend ersetzt durch diejenige Untergruppe, die dxs Geradensystem 
in sich tiberfiihrt und auf jede Gerade eine lineare Gruppe (mit O als 
Fixpunkt) induziert. Die obengenannte Verallgemeinerung besteht nun 
darin, da®S man den .Kegelraum“ L,,,, durch einen ,.Regelraum“ L,,; oder 
sogar L,., ersetzt, d.h. durch einen Raum, in dem ein System von co" 
paarweise fremden Geraden bzw. E,,, also Euklidischen Teilriumen ge- 
geben ist, die als ,,Punkte“ eines neuen n-dimensionalen Raumes aufgefaBt 
werden. Die Gruppe der L,,, wird dementsprechend eingeschrankt auf 
diejenigen Transformationen, die erstens das System der oo” £,, invariant 
lassen, und zweitens in jede Z, eine lineare Transformation induzieren. 
Eine mégliche Verailgemeinerung anderer Art wird im Schlu8paragraphen 
kurz angedeutet. 


*) Vgl. T. Y. Thomas [4], Sch. u. G. § 6, Veblen u. Hoffmann, S. 811 und die 
cbendort zitierten Arbeiten yon H. Mandel und J. H. C. Whitchead. 
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SchlieBlich ist noch zu bemerken, daB die Veblensche projektive Diffe- 
rentialgeometrie einer quadratischen Differentialform (loc. cit 5) [6]) sich 
leicht mittels der hier befolgten Methode aufstellen la8t. Wahrscheinlich 
wird man dadurch einen neuen Zusammenhang mit und einen neuen Ein- 
blick in die konforme Differentialgeometrie gewinnen, wie ich bei einer 
spiteren Gelegenheit zu zeigen hoffe. 


§ 2. 
Die Gruppe. 


5. In der elementaren projektiven Geometrie fiihrt man den (m + 1)-aren 
(= n-dimensionalen) projektiven Raum "**£ **) gewohnlich folgendermaBen 
ein. In einem gewodhnlichen n-dimensionalen Raum E,, der durch ein Car- 


tesisches Koordinatensystem gf (h,...,4—=1,...,m) gegeben ist, setzt man 
0 
Zz, =0, 

(1) “| Lads " (a,...,o9=0,1,...,%), 
E*a", v= 


wo x? eine beliebige Variable +0 ist. Je n-+1 nicht simtlich verschwin- 
dende Zahlen x’, die der Beziehung (1) geniigen, werden als homogene 
Koordinaten des Punktes £‘ betrachtet. Sodann schlieSt man die Z, mittels 
einer ,,uneigentlichen“ Hyperebene x? = 0 ab und sucht Invarianten gegen- 
tiber der Gruppe &,,: der homogenen linearen Koordinatentransforma- 
tionen 2”—+ x” **), wo 


(2) a” = A’ x" (a’,...,w'=0',1',...,n’) 


18) Der Index links oben bezeichnet den ,Punktwert“ des Raumes (vgl. 
P. H. Schoute, Mehrdimensionale Geometrie, Sammlung Schubert, I, 8. 12), d. h. die 
Dimensionszahl plus Eins. Einen Raum mit Punktwert n+ 1 nennen wir wie in der 
Invariantentheorie (n+ 1)-dr (bindr, terndr usw.). 

**) Koordinatentransformationen werden in der alteren Theorie meistens durch 
Anderung des Kernbuchstabens (x”-+ y”) oder Anhiangen eines Striches am Kern- 
buchstaben (x”-+ x’”) bezeichnet. Weil wir aber (mit J. A. Schouten) die GréBen 
durchaus als geometrische Gebilde, unabhingig vom Koordinatensystem, ansehen 
wollen, ist es wiinschenswert, dasselbe geometrische Gebilde immer durch denselben 
Kernbuchstaben zu bezeichnen und die gewissermaBen unwesentliche Anderung der Ko- 
ordinaten bzw. Bestimmungszahlen durch Anderung der Indizes anzudeuten. Jedem 
Koordinatensystem wird also erstens eine Reihe von n+1 festen Symbolen und 
zweitens eine Buchstabenart geordnet, wobei ein Index der betreffenden Art als eine 
Variable zu betrachten ist, die die zugehérige Symbolreihe durchlauft. Da8 auch die 
Symbolreihen fiir verschiedene Koordinatensysteme verschieden sein miissen, geht 
daraus hervor, da z. B. die nullten Komponenten eines Vektors in zwei verschiedenen 
Koordinatensystemen unterscheidbar sein miissen. Im R. K. wird die neuere Methode 
noch nicht konsequent durchgefiihrt (verschiedene Symbolreihen, aber nur eine Buch- 
stabenart und Strich am Kernbuchstaben), in den spiteren Arbeiten von J. A. Schouten 


(Fortsetzung der FuGnote **) auf nichster Seite.) 
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ist und die Ay irgend (n+1)* Konstanten mit nichtverschwindender 
Determinante 4 sind. 

Etwas anders kann man folgendermaSen vorgehen. Man geht aus 
von einer Z,,,;, die durch die Cartesischen Koordinaten x” gegeben ist, 
und unterzieht sie der durch (2) gegebenen Gruppe &,,;, von homogenen 
linearen Koordinatentransformationen. Es sei H,;, der Raum, der aus Z,,; 
durch Weglassen des Nullpunktes O entsteht. Zwei Punkte x”, Z” von 
E+: sind kollinear mit O, falls 
(3) B’=o2z", o+0 
ist, und nur dann. Diese Relation zwischen z” und Z” ist reflexiv, symme- 
trisch und transitiv, und invariant gegeniiber der Gruppe &,,1; sie kann 
also als eine Gleichheitsrelation betrachtet werden, die wir auch Koinzidenz 
nennen. Die Mengen koinzidenter Punkte, also die Geraden durch O lassen 
sich als ,, Punkte“ eines neuen n-dimensionalen Raumes auffassen, den wir mit 
"+1 bezeichnen. Um Verwechslung vorzubeugen, nennen wir einen ,,Punkt 
der ***#“ kurz einen (kontravarianten) Ort, waihrend wir den Ausdruck 
(kontravarianter) Punkt fiir die Punkte der H,,; reservieren. Zwischen 
den drei Begriffen ,Punkt“, ,Ort“ und ,System von n-+ 1 Zahlen“ be- 
stehen also die folgenden Relationen. Ein System von n-+-1 nicht simtlich 
verschwindenden Zahlen bestimmt eindeutig sowohl einen Punkt als einen 
Ort, sobald gesagt ist, zu welchem Koordinatensystem sie gehéren. Ein 
selber Punkt wird also in verschiedenen Koordinatensystemen durch ver- 


(seit etwa 1928) wohl. Auf die Dauer fihrt dies aber auf eine allzu groBe Anzahl 
von Buchstabenarten, wie bei Sch. u. G. I: 


by vey DA, ~++, BG 1,...,2=A,,..., 43 
h,...,m=1,...,%; H,...,M=1,...,%; 
Uk oe ao eo lo, 


alle nur noch in der lokalen Z,. Zur Vereinfachung wollen wir daher verschiedene Ko- 
ordinatensysteme im selben Raum durch dieselbe Buchstabenart (fiir den Index) bezeichnen 
und sie durch Anh&ngen eines Striches am Index, Punktieren oder Unterstreichen des 
Index usw. voneinander unterscheiden (z. B. x”, x”, a”, 2*, 2%, 2?’ usw.). Die zu- 
gehérigen Symbolreihen sind Zahlenreihen mit demselben Strich (z. B. 0,0’,0”,0,0,0’). 
Wir benutzen daher 


a, ~@ =, l, Ye 

O51. Pa, Yi Pe } in de 8, 

@, +» @ =0, 1, »”, UsW 

ee fe > Seer * . 

TT a ae A am in de Z,, 

a, sone G7 =I, «oop M, . . . m+1 
Gc fl Ot ie, usw, it einer one s. 
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schiedene Systeme von Bestimmungszahlen dargestellt, die sich gemaB (2) 
entsprechen; in einem einzigen Koordinatensystem stellen aber verschiedene 
Systeme von Bestimmungszahlen verschiedene Punkte dar. Zwei verschiedene 
Systeme von Bestimmungszahlen kénnen aber wohl in einem einzigen Ko- 
ordinatensystem einen selben Ort darstellen, namlich falls sie sich gemaB 
(3) nur um einen gemeinsamen Faktor 9 +0 unterscheiden. 

Rein projektiv-geometrisch haben nur die Orte Sinn. Sowohl die Punkte 
wie die Bestimmungszahlen dienen nur zum bequemeren Rechnen; in den 
projektiv-geometrischen Sdtzen diirfen sie aber nicht vorkommen. 

Man betrachtet ausschlieBlich Funktionen f(x”), die bis auf einen 
nur von @ abhangenden Faktor »(g) nur von den Verhdlinissen der x” 
abhangen: 

(4) f= f(e2x") = 9(e)f(2’). 


Man beweist dann leicht, daB g(g) immer die Gestalt 9° hat, wo r irgend- 
eine konstante Zahl (der Grad von f(x)) ist: Die Funktionen sind homogen: 


(5) f=o'f. 
Die Gleichung (5) ist gleichwertig mit der Zulerschen Homogenstatebedingung- 
(6) z*a,f=tf, a%—=so 
oder auch 
a" 0, logf=t. 


Ist r= 0, also f=/ homogen nullten Grades, so nennen wir f eine 
Ortsfunktion. Ist f homogen t-ten Grades, so sind die partiellen Ableitungen 
é,,f homogen (r — 1)-ten Grades: 





qua re) , 
(7) a, f = “eS — ora, 1, 
(8) xd, f=(t—1)a,f; 2, = 2,2,. 


6. Auch wenn der n-dimensionale Raum der allgemeineren Gruppe G, 
aller umkehrbar eindeutigen stetigen und hinreichend oft stetig differen- 
zierbaren Transformationen unterzogen ist (in diesem Falle wird der Raum 
mit X, bezeichnet), wollen wir homogene Koordinaten einfiihren. Ist die 
X,, durch die Urvariablen gf gegeben, so nehmen wir wieder eine beliebige 
Variable x? +0 **) und fiihren die x” genau wie vorhin mittels (1) ein. 
Werden jetzt die é* einer beliebigen Transformation é*. 2" aus @,, unter- 
zogen, so sind die Verhiltnisse der neuen homogenen Koordinaten 2” 
Funktionen der Verhiltnisse der 2’, d. h. die x” sind bis auf einen ge- 
meinsamen Faktor 4 homogene Funktionen nullten Grades der x” selbst. 


15) Dieses x’ entspricht dem e*” von Veblen [5], [6], [7]- 
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Wir nehmen weiter an, dab die Funktion 4 homogen ersten Grades**)**) in 
den x” ist (vgl. aber § 15). Die 2” sind folglich auch homogen ersten 
Grades und weiter in einem zu betrachtenden Gebiet eindeutig und hin- 
reichend oft differenzierbar, wahrend die Funktionaldeterminante 4 daselbst 
nirgends verschwindet. 

Auch hier wird die Sachlage klarer, wenn wir den zweiten Weg be- 
schreiten. Die simtlichen Systeme von n-+-1 Zahlen z” bilden einen 
(n-+-1)-dimensionalen Raum X,,,. Ware dieser der allgemeinen Gruppe G, ,; 
aller umkehrbar eindeutigen und stetigen und hinreichend oft differenzier- 
baren Transformationen unterzogen, so wire weder der Begriff ,Gerade 
durch den Nullpunkt“ noch der Begriff des Nullpunktes selbst invariant. 
Wir schrinken daher die Gruppe G,,, auf die Untergruppe 9,,1 ein, die 
aus allen denjenigen Transformationen z”—+ x” aus &,,, besteht, fiir die 
die x” homogen ersten Grades*’) in den x” sind: 

(9) ZB’ = 2"(or")=o2" =o2" (zx*). 

Eine X,.;, mit derart eingeschrankter Transformationsgruppe bezeichnen 
wir mit H,,,. Die (jetzt invarianten ) Geraden durch den (jetzt invarianten) 
Nullpunkt dieser H,,,, kénnen wieder als ,,Punkte“ eines neuen, mit "*’H 
zu bezeichnenden Raumes betrachtet werden. Wir nennen sie wieder (kontra- 
variante) Orte und reservieren den Ausdruck (kontravarianter) Punkt 
wieder fiir die Punkte der H,,,, dh. der Ay, ohne Nullpunkt. Um 
einen Ort zu geben, mu8 man wieder erstens ein Koordinatensystem, zweitens 
ein System von n-+-1 nicht samtlich verschwindenden Bestimmungs- 
zahlen geben. 

Die Gruppe 9,,: umfaBt eine Untergruppe *, die aus denjenigen 
Koordinatentransformationen aus 9,,, besteht, fiir die 2° = 2° ist, und 
die mit der Gruppe G, der Transformationen der £‘ einstufig isomorph ist; 
die Gruppe Qn+1 ist also nicht weniger ,.umfassend“ als die Gruppe G,. 
DaB die H,,, mit einer ,,uneigentlichen“ Mannigfaltigkeit +°—0 abge- 
schlossen werden kann, ist unwesentlich, weil man sich in der Differential- 
geometrie doch meistens auf ein (beliebig klein wahlbares) Gebiet beschranken 
muB, so daf die uneigentliche Mannigfaltigkeit auch weggelassen werden kann. 

Es ist noch zu beachten, daB der Ubergang x” —- Z’, obwohl eine Ab- 
anderung der Bestimmungszahlen eines selben Ortes, im allgemeinen dennoch 


%®) Eine solche sei wohl unterschieden von einer linearen Funktion. Letztere 
hat die Gestalt a,z*, wo die a, Konstanten sind; erstere kann auch (aber nicht ein- 
deutig) in diese Gestalt gebracht werden; die a, sind dann aber beliebige Funktionen 
von den Verhiltnissen der x”. 

*”) Die Bedingung, da8 der Grad gleich Eins sein soll, kénnte auch weggelassen 
werden, vorausgesetzt daB er +0 ist (sonst wiirden namlich die z” abhingig werden). 
Vgl. auch FuBnote **) und ™), sowie § 15. 
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nicht als eine Koordinatentransformation anzusehen ist. Dies ist namlich 
infolge der Gradbedingung (9) dann und nur dann méglich, falls der Pro- 
portionalitatsfaktor 09 eine Ortsfunktion, also homogen nullten Grades in 
den x” ist. Die Invarianzforderungen, die der Definition der Projektoren 
(§ 3) zugrunde zu legen sind, beziehen sich also nur auf die Gruppe 9,41, 
nicht aber auf die Faktorainderung (3), falls 9 nicht homogen nullten 
Grades ist. 

Eine Differentialgeometrie in der "**H nennen wir jetzt rein projektiv, 
falls in ihren Satzen nur der Begriff des Ortes, nicht aber der Begriff des 
Punktes vorkommt. Die in den folgenden Paragraphen einzufiihrende und 
zu entwickelnde Differentialgeometrie ist nicht rein projektiv, sondern pro- 
jektiv in weiterem Sinne, weil zwar ausschlieBlich mit homogenen Funk- 
tionen gearbeitet wird, aber auch der Grad dieser Funktionen beriicksichtigt 
wird, womit ein nicht-projektives Element hineinkommt. 


§ 3. 


Die GréBen. 
7. Die Gruppe 9, ,, induziert in jedem Punkt zx” eine lineare Gruppe 
Qa+1 = Sagi (z”). Diese wird erzeugt durch die Matrizes mit konstanten 
Koeffizienten, die entstehen, wenn man in die Funktionen 

y’ ’ é 
(10) A, =6,2', 1, = 7 
die Koordinaten des betrachteten Punktes einsetzt. Die reziproke Matrix 
zu (10) ist 

ae ie 
(11) Ay __ bw’ Zz, Ox! — ax” 
Zwecks spiterer Benutzung bemerken wir, daB die Ay (und ebenso die A}) 
homogen nullten Grades, also reine Ortsfunktionen sind: 





(12) Ay = Ay (92") = Ap. 
Wegen der Eulerschen Homogenitiatsbedingung ist dies gleichwertig mit 
(13) a°a,A, =0. 


Wir ordnen jetzt jedem Punkte zx” eine H,,, zu, und zwar so, daB 
jede Koordinatentransformation der H,,, aus ,,, eine Koordinatentrans- 
formation der Z,,; aus &,,;, induziert, namlich diejenige, die durch die 
zugehérige Matrix (10) gegeben wird. Um einen Punkt der Z,,; 2u geben, 
mu8 man erstens ein Koordinatensystem (z. B. x”) in der H,,,, zweitens: 
ein System von n-+1 Zahlen wv” geben. Dem Koordinatensystem in der 
H,+1 ist namlich eindeutig ein Koordinatensystem in der Z,,; zugeordnet; 
die gegebenen Zahlen sind die Koordinaten des Punktes der H,,; beziig- 
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lich dieses zugeordneten Koordinatensystems. Sind v”’ die Koordinaten des- 
selben Punktes beziiglich des Koordinatensystems in der Z,,;, das dem 
Koordinatensystem 2” in der H,,; zugeordnet ist, so miissen die v”’ aus 
den v” durch -Transformation mittels 2,,, hervorgehen: 


(14) v” = Ay v*; v’ =A)". 


Ein Punktfeld in der H,., witd gebildet durch ein System von n + 1 
(eindeutigen stetigen hinreichend oft differenzierbaren) Funktionen der Ko- 
ordinaten, das einem jeden Koordinatensystem in der H,,, zugeordnet ist, 
derart da8 die zu zwei verschiedenen Koordinatensystemen gehérigen Funk- 
tionen mittels der zugehérigen Koordinatentransformation aus 2,,; gemaB 
(14) auseinander hervorgehen. Geometrisch bedeutet ein Punktfeld einfach, 
daB jedem Punkte der H,,,; je ein Punkt der zugehérigen (,,lokalen“) Z,,; 
zugeordnet wird. 

Sind jetzt x’, Z” irgend zwei koinzidente Punkte der H,,,;, so identi- 
fizieren wir die beiden zugehérigen Z,,;, dadurch miteinander, da8 wir 
jeden Punkt der einen Z,,, mit demjenigen Punkte der anderen Z,,,; iden- 
tifizieren, der dieselben Koordinaten hat. Diese Bedingung ist fiir jedes 
Koordinatensystem erfiillt, falls sie fiir ein Koordinatensystem erfiillt ist, 
weil die A, wegen (12) in x” und 2” gleiche Werte haben. Dadurch 
werden gieichssitig die lokalen "**Z (die wir entsprechend § 2,5 aus den 
E£,+1 bilden), die zu koinzidenten Punkten der H,,; gehéren, miteinander 
identifiziert. 

Ein Punktfeld ordnet im allgemeinen einem jeden Orte der "**H eine 
eindimensionale Punktschar, also eine Kurve in der lokalen Z,,; mu. Falls 
diese Kurve eine Gerade durch den Nullpunkt der Z,,,; ist, oder auch 
sich auf diesen Nullpunkt zusammenzieht, nennen wir das Punktfeld ein 
Ortsfeld. Kin solches ordnet also einem jeden Orte der "**H eindeutig 
einen Ort der zugehérigen lokalen *** oder die Null zu. 

Damit ein Punktfeld ein Ortsfeld ist, ist notwendig und hinreichend, 
daf die 6” = v’(gz") mit den v” = v(x“) proportional sind. Etwas weiter- 
gehend wollen wir weiterhin annehmen, daS (d.h. wir beschranken uns 
auf solche Ortsfelder, fiir die) der Proportionalitatsfaktor eine Potenz von 
@ ist, deren Exponent r (der Grad*’*) von v’) iiber die ***H konstant ist, 
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#78) Mit dem Begriff ,Grad eines Affiners“ (R. K. 8. 28), d.h. also eigentlich 
Grad der zugehérigen Form (Anzahl der Indizes), manchmal auch Stufe genannt, 
hat unser Gradbegriff nichts zu tun. Er erscheint hier zum erstenmal im gewdhn- 
lichen elementaren Sinne (Grad der Bestimmungszahlen, als Funktionen der Urvariablen 
betrachtet) in der Differentialgeometrie, wo man sich bisher um die Art der funk- 
tionalen Abhangigkeit der GréBen von den Urvariablen (bis auf Differenzierbarkeite- 
bzw. Analytizitéteforderungen) gewohnlich nicht kiimmerte. 
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d. h. daB die Bestimmungszahlen homogene Funktionen alle des gleichen 
(r-ten) Grades der Urvariablen sind, 

(15) 0” = e'v’. 1%) 

Zwei Ortsfelder u”,v” sind dann und nur dann koinzident, falls sie sich 
um einen skalaren Faktor (s. u.) unterscheiden: 


u"= pv’. 
Notwendig und hinreichend dazu ist: 
u@yel— 0. 


8. Entsprechend definieren wir ein kovariantes Ortsfeld w, vom Grade r 
mittels 
(16) Ww,’ = Ay Ww, Py Wu = Ay WwW,’ > 
(17) ®, = o*w,. 
Geometrisch bedeutet w, eine Hyperebene ("#) in der lokalen "*1P. Diese 
enthalt den kontravarianten Ort v” dann und nur dann, wenn 
(18) vw, = 0 
ist. 


Aligemeine GréBen, die wir entsprechend den Affinoren der Affin- 
geometrie**) hier Projektoren nennen wollen, werden definiert als Systeme 





18) Man kénnte auch den Ubergang z” > 92” als eine Koordinatentransformation 
betrachten (was in unserer Theorie fir allgemeines 9 nicht méglich ist; vgl. § 2, 6, 
Schlu8) und anstatt der GréBen r-ten Grades Dichten vom Index (Gewicht) 
sai einfihren. Ein solcher miBte sich dann nur bei der wnimodularen Gruppe 
(A = Det. (v,2”)=1) gem&B (14) transformieren, sonst aber als eine ,Punktdichte“, 
entsprechend 

f 
(14a) yp” = 4" +14" pM. 


Es scheint mir aber, daB der Inhaltsbegriff (und damit der Begriff der Dichte) in 
weit héherem Ma8 als der Gradbegriff typisch unprojektiven (affinen) Charakter 
besitzt, so daB die im Text gegebene Fassung der Theorie den Vorzug verdient. Eine 
rein-projektive Theorie (vgl. § 2, 6, Schlu8) wiirde man erst erhalten, wenn man den 
Ansatz (14a) mit der in FuBnote *”) erwihnten kombinieren und einen Ort mittels 
(14b) v= Ar oe 
mit véllig beliebigem Faktor « definieren wiirde; die so entstehende Geometrie wiirde 
eine gewisse Ubereinstimmung mit der Theorie der Pseudo-GréBen von Schouten und 
Hlavaty (vgl. *)) zeigen. Vgl. hierzu § 15. 

4°) Wir gebrauchen den Ausdruck ,Affingeometrie“ in Gegensatz zur projektiven 
(Differential-)Geometrie fiir die allgemeine lineare Ubertragung III A a nach der Klas- 
sifizierung im R.K., 8. 75, also ohne Riicksicht auf die Symmetriebedingung. 
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von (n+ 1)’** homogenen Funktionen r-ten Grades, die sich wie ein 
Produkt von r kovarianten und s kontravarianten Punkten transformieren: 


’ 
¥ . 


’ ’ ’ 
© cee O Mg ere My Oy -+- 2, Myo My soe @ Oy +--+ O, 20 

(19) Xue a! = Aj? a Oyu % } > ) 

f F © oon © ME 22. ® t © cee © Hy ee By 

20) oe. | ee a } 


Geometrisch bedeutet ein Projektor irgendeine algebraische Verwandtschaft 
in der lokalen “**2. 

Man kann auch, wie iiblich, eine GréBe auf zwei oder mehr verschie- 
dene Koordinatensysteme beziehen. So sind z. B. in Xj," die beiden 
kovarianten Indizes auf das System der x”, der kontravariante Index auf 
das System der x’ bezogen: 


(21) Xie” = ARO Xa” = Ap Xe". 


Ein Skalar schlieBlich ist eine homogene Funktion r-ten Grades, die 
in jedem Punkte einen vom Koordinatensystem unabhangigen Wert besitzt. 
Ein Skalar ist dann und nur dann eine Ortsfunktion, wenn sein Grad 
gleich Null ist. Zwei GréBen, die sich nur um einen skalaren Faktor 
unterscheiden, haben geometrisch dieselbe Bedeutung. Ein Skalar r-ten 
Grades la8t sich immer in die Gestalt p'g (z. B. (x°)*q) bringen, wo p 
ein beliebig, aber fest gewahlter nicht verschwindender Skalar ersten Grades 
und g ein Skalar nullten Grades ist. Dies wird von Veblen getan (vgl. 
FuBnote *) und *)). 


9. Beispiele. 

a) Der Beriihrungsort x”. Wegen der mit (9) aquivalenten Eulerschen 
Homogenitatsbedingung 
(22) 2° Ay = x°d,2" - 2” 


geniigt v’ = 2" der Gleichung (14), dh. die n+ 1 Zahlen x” bestimmen 
einen Punkt ersten Grades der Z,,;, die dem Punkte x” der H,,, zuge- 
ordnet ist; wir kénnen also den Punkt x” der H,.,;, mit dem Punkte x” 
der zugehérigen E,,, identifiziert denken, ebenso wie die zugehdérigen Orte 
der "*'H und der “**#. In der Affingeometrie®) transformieren sich die 
x” nicht linear; dem Beriihrungsort entspricht dort der Nullpunkt (Null- 
vektor) der Z,.;. 

b) Der Einheitsprojektor Aj. Sind seine beiden Indizes auf ein selbes 
Koordinatensystem bezogen, so sind seine Bestimmungszahlen gleich 1 


*°) Der Einfachheit halber wiederholen wir den Kernbuchstaben bei Einheits- 
projektoren und Differentiationssymbolen nicht: 


2? 
———, JV, =V,0,. 
aztaze’ fe 4 


Ajp=Aj Ay, Bry = BIBT, 2, =%2,= 





s oo 


a”s8ea-=™ es oe, 
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bzw. 0, je nachdem die beiden Indizes gleich oder verschieden sind. 
Bezieht man den Einheitsprojektor aber auf zwei verschiedene Koordinaten- 
systeme, z. B. 2’, x”, so stellt er die Funktionalmatrix @,2" ‘bzw. 0,2” 
dar, die wir deswegen von vornherein mit demselben Kernbuchstaben A 
bezeichnet haben (vgl. FuBnote **)). Der Grad von A, ist gleich Null 
(vgl. (13)). Eine GréBe von der Art Xj” bedeutet geometrisch immer eine 
eindeutige (nicht notwendig eineindeutige) projektive Abbildung (Kolli- 
neation) der lokalen "*'£ auf sich selbst: ein beliebiger Ort v’ der "*'E 
wird auf den Ort X;"v* abgebildet; Aj ist die identische Abbildung. 

c) Die Differentiale der x" bestimmen kein Ortsfeld. Zwar transfor- 
mieren sie sich entsprechend (14): 


(23) dx” = A, dz", 
aber sie sind nicht homogen: 
(24) ‘dz’ = dz" = 0(dx”+ xd logg). 


Sie bilden also wohl ein Punktfeld (sobald jedem Punkte der H,.; ein 
Linienelement dz’, also ein Punkt der lokalen £,,,,, eindeutig zugeordnet 
ist), aber die Punkte der Z,.,,, die den koinzidenten Punkten des Ortes x” 
zugeordnet sind, bilden keine Gerade durch den Nullpunkt, sondern eine 
véllig unbestimmte Kurve in der vom Nullpunkt und den beiden Punkten 
x’ und dz’ der H,,, aufgespannten Ebene. In der Gleichung (24) liegt 
der in der Einleitung erwahnte Grund fiir die Nicht-Existenz des kovarianten 
Differentials beschlossen. 


d) Dagegen bestimmt jeder infinitesimal benachbarte Ort y' = x" + dz" 
der "**H bis auf GréBen zweiter Ordnung eindeutig einen Ort der "**Z, 
der beziiglich jedes Koordinatensystems in der "*’E bis auf GréBen zweiter 
Ordnung dieselben Koordinaten hat wie der Ort y” der "~'H beziiglich 
des zugehérigen Koordinatensystems in der "*'H. Denn es ist (bis auf 
GréBen zweiter Ordnung!): 


(25) y’ = 2” 4 dz’ = Ay x“ ae Ay dx" oe Ay y" 
und 
(26) y’ =z" + dz" = ox’ + oda’ + 2'do=(o+de)y’. 


Der Ort y" der "**H kann also mit dem Ort y' der (zum Orte x" der 
"*"H gehérigen) lokalen "*' identifiziert werden, d. h. eine infinitesimale 
Umgebung des Beriihrungsortes x" in der "**H wird bis auf GréBen 
zweiter Ordnung eindeutig in die lokale "*'E eingebettet. Weil y” dann 
sowohl in die zu #" gehérige "*'E wie in die zu y" gehérige "*'E ein- 
gebettet ist, entsteht dadurch ein Zusammenhang (erster Ordnung) zwi- 
schen den verschiedenen lokalen "*'E. Es sei noch darauf hingewiesen, 
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daB die Differentiale dz” durch Angabe der Orte x” und y” nicht bestimmt 
sind; dies ist erst der Fall, wenn je ein Punkt x° bzw. y” ausgezeichnet 
wird. Ebensowenig ist der Ort y” durch Angabe des Ortes x” und der 
Differentiale dz” bestimmt; es laBt sich im Gegenteil jeder Ort der Ver- 
bindungsgeraden von x” und y” durch geeignete Wahl des den Ort x” dar- 
stellenden Punktes erhalten. 

e) Dagegen ist wohl diese Verbindungsgerade selbst bestimmt, und 
damit der ,Bi-Ort* J*“ = 2" y" = 2" dx": 


(27) oO x AS 3, 
(28) J** =0(e+de) J. 


Es gibt also in der projektiven Differentialgeometrie keine Linienelemente, 
aber wohl Richtungen, d.h. durch den Beriihrungsort und einen infinitesi- 
mal benachbarten Ort bestimmte Geraden der lokalen "**Z. 

f) Ein (kontravarianter) (nm + 1)-Punkt J””'*’”™ ist ein Projektor, 
dessen Bestimmungszahlen -+J,—J,0 sind, je nachdem die Indizes 
%o,%1,---)% eine gerade bzw. ungerade Permutation der Zahlen 0, /,...,” 
darstellen, bzw. zwei gleiche Zahlen enthalten. Dabei ist J irgendeine Funktion 
(,,Dichte“), die bei Koordinatentransformation den Faktor 4 erhilt. Einen 
(m+ 1)-Punkt erhalt man als alterniertes Produkt von irgend n + 1 linear 
unabhangigen Punkten. Ist J eine homogene Funktion, so bestixamt der 
(n+ 1)-Punkt auch einen (n +-1)-Ort. Ist J (in einem bestimmten Koor- 
dinatensystem) gleich Eins, so ist J’’’’""""* der (zu diesem Koordinaten- 
system gehérige) Hinheits-(n-+-1)-Punkt (bzw. -Ort)*). Wiirde man J 
in jedem Koordinatensystem gleich Eins nehmen, so ware J" kein 
Projektor, sondern eine Dichte; nur diese letzte (die wir iibrigens nicht 
benutzen) ist ohne weiteres eindeutig bestimmt. 

g) Ein kovarianter (n +-1)-Punkt bzw. -Ort wird entsprechend defi- 
niert. Fiir seine Bestimmungszahlen kann man + 7 0 wahlen, wo J die 


unter f) genannte Bedeutung hat. Werden die ko- und kontravarianten 
(n+ 1)-Punkte einander derart zugeordnet, so gelten die bei den Rech- 
nungen in §$ 3, 10 und 13 éfters zu benutzenden Beziehungen 


(20) TD ayn (APE I)! Ae TG 


*) In R. K., 8. 42, wurde die nicht-verschwindende Besti ngszahl des Ein- 





heits-n-Vektors gleich + anstatt = 1 gewahlt. Wir haben den Faktor geindert, weil 


es mehr iiblich ist, fiir die Volumeinheit ein Parallelotop als ein Simplex mit Seite 
= 1 zu wahlen. Die Formeln (29) bis (32) wiirden sonst auch etwas weniger einfach 
ausfallen. 








——— 





Projektiver Zusammenhang n-dimensionaler Réume. 415 
insbesondere also 


(30) gerd (2 +1)! Ane 33> 
(31) JOE OO TD or eecta = *! Ai, 
(82) Jeet J ete = (H+ 1)! 

§ 4. 


Die “*'H in der "*'H. 


10. Es sei in der H,,; eine H,,,; (m< mn) dadurch gegeben, daB die 
x” als homogene Funktionen ersten Grades **) von m-+-1 homogenen Para- 
metern x* (a,...,g =0,1,...,m) gegeben sind; diese Parameter seien der der 
oben eingefiihrten Gruppe 9,1 entsprechenden Transformationsgruppe §)m+1 
unterzogen. Dann ist dadurch gleichzeitig eine ™**H in der “*'H gegeben. 
Weiter seien wie oben die lokalen Raume Z,,,, und ™**Z eingefiihrt. Wie 
iiblich existiert die GréBe 
(33) Bi=a%2", %=-, 

oz 

die einem jeden (kontravarianten) Punkt bzw. Ort v* der lokalen ™**2 
eindeutig einen Punkt bzw. Ort 
(34) v” = By v* 


der lokalen "**# zuordnet, den wir mit v* identifiziert denken kénnen und 
deswegen mit demselben Kernbuchstaben v bezeichnet haben. Dadurch er- 
scheint auch die lokale "**# als eine in die "*'E eingebettete Mannig- 
faltigkeit. Insbesondere gilt wegen der Eulerschen Homogenitatsbedingung (6) 


(35) 2° Bi =2°d,2" =2", 


so da8 insbesondere der Punkt 2° der "*’# mit dem Punkte 2” der “*’E 
identifiziert wird. Es sind dann also vier Punkte bzw. Orte z miteinander 
identifiziert, die beziehungsweise in der ***H, der ™*'H, der “*'H und der 
™*1# liegen. Wir haben dementsprechend die Parameter der "**H sofort 
mit «* (anstatt z.B. u*) bezeichnet. 

Einer jeden Hyperebene (also eine "£) w, der lokalen "**Z wird eine 
Hyperebene (also eine ”Z) 
(36) wi = Bow, 


der lokalen "**# zugeordnet. Geometrisch ist w; der Schnitt von w, mit 
der ™**#. Gebilden der ™**#, die aus Gebilden der "** (oder umgekehrt) 


*) Die Bedingung, da8 der Grad = 1 sein sein soll, kann auch hier weggélassen 
werden. Vgl. FuBnote *’). 
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durch Schnitt oder Projektion entstehen und diese ihrerseits nicht eindeutig 
bestimmen, werden durch Anhangen eines Strichs an den Kernbuchstaben 
bezeichnet. 

Zwecks spiterer Benutzung sei noch bemerkt, daB B; homogen 
nullten Grades (in den 2z*) ist: 


(37) a’ By =z a,2" =0. 


11. Fihrt man in die "**H entsprechend 9. f) eine GréBe J’ ein, 
so wird die Beriihrungs-"**Z der "**H auch durch den (m+ 1)-Punkt 


(88) Se Breen mm + BG at 
oder durch den kovarianten (n — m)-Punkt 


1 er 
(39) a lt > | he 
dargestellt. Dabei gilt 
(40) ger Be= 0, ta, Ber =0 = (m+1gpsn). 


Geometrisch bedeutet (40) die Inzidenzbedingung der Punkte der ™**E 
mit der in “Z-Koordinaten dargestellten "*'#. Allgemeiner kann man die 
Tangential-”**Z in gemischten Koordinaten darstellen durch 


. © Cr..-Cm 1 ccclge $C@+>-Cm a 
(41) ta = 41, ...1,Be ons (0<r<gm+1). 


Cray 

12. Der Fall m = 0 ist trivial. Denn weil die x” homogene Funktionen 
ersten Grades der einzigen Koordinate x°® sein sollen, lauten die endlichen 
Gleichungen der *H 
(42) 2” =@"2®, 
wo die a” Konstante sind; die *H ist also ein einziger Ort. 

Fiir m =1 ist die °H eine ,binare“ Mannigfaltigkeit, also eine Kurve. 
Dementsprechend wird die Tangente durch den Bipunkt 
(43) J" = Bab J! = 2Boi 
dargestellt. 

Fiir m = n — 1 wird die Tangentialhyperebene "Z oder Hyperflache "H 
entsprechend (39), (41) durch 


(44) ty = Ioy...tn si Bagscenns Tn = 
=(n+1) Boyar 
oder durch 
. ry 1 ¥9---¥n—2 FP 49---Gn 9 
(45) bin = Genipi Yo0.--rn— stn Bag. ane I 0 Kg 


=n(n-+1) Bos.n-2 A | Ba-1) 











— 
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usw. gegeben. Die Inzidenzbedingung (40) lautet 


(46) ,B=0, 
bzw. 

(47) ti,® Bab =0, 
usw. 


13. Die "**H ist eingespannt, falls in der lokalen “**Z eines jeden 
ihrer Orte eine ““"H gegeben ist, die mit der Tangential-"*’Z keinen 
Punkt gemeinsam hat. Diese """Z sei durch den (n — m)-Punkt n”:---"»-» 
dargestellt; dieser sei so normiert, daB 


(48) biycacig an iam = (nm — mm)! *) 
ist. Setzt man dann 

e 1 O8 cu 6 + Hamm 
Bi = ray fine Oe 


1 ee ee ere eS ee & 
7 SHG asT ete nek a.) or = 


= (m +1)(m — m+) Bog. m—tm) Are 
so ist wegen (30), (31), (39), (48): 
he Ape. pe __ a 1, c=4a, 
(50) Boi = B, Bi = Bi = 04% -{0 + dak 
Man kann jetzt auch, wie in der Affingeometrie, jedem kontravarianten 
Orte v” der “**# seine ,,Projektion aus der "“"#“ 
(51) v’° = Biv’ 
und jedem kovarianten Orte (d.h."H) w, der "**# seine ,,Verbindungs- 
hyperebene (d.h."#) mit der """E“ 
(52) w= Bi w* 


zuordnen, was ohne Einspannung nicht eindeutig méglich ist. 


§ 5. 
Projektiver Zusammenhang. 
14. Ein projektiver Zusammenhang in der "**H kann in viererlei 
Weise gegeben werden: 
A. durch Definition einer kovarianten Ableitung; 
B. durch Definition eines kovarianten Differentials; 


%%) Vgl. die erste Normierungsbedingung~ (193) R.K. 8.157; entsprechend 
FuBnote *) ist der Faktor anders gew&hlt als in R. K. 


Mathematische Annalen. 106. 27 
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©. durch Definition einer Abbildung infinitesimal benachbarter "*'# 
aufeinander (,, Obertragung“); 

D. durch Definition eines Bahnkurvensystems (geoditische Linien; 
»paths* ). 

Die vier entsprechenden Definitionsarten eines affinen Zusammenhangs 
sind miteinander dquivalent und werden alle beherrscht durch ein System 
von n*® Funktionen I, mit der bekannten Transformationsweise. Wir 
werden sehen, daB auch hier die vier Definitionsarten je durch ein ent- 
sprechendes Funktionensystem zusammen mit einem kovarianten Punkt be- 
herrscht werden, daB sie aber in der projektiven Differentialgeometrie durch- 
aus nicht miteinander aquivalent sind: die entsprechenden Funktionen J/;,, 
kénnen namlich nicht belicbig gewahlt werden, sondern miissen gewissen 
Bedingungen geniigen, die fiir A.. B. und D. verschieden sind. 


15. Wir wollen jetzt in die "*'H ein entsprechendes System von 
(nm +-1)* Funktionen J7}, mit entsprechender Transformationsweise 


(53) TT ys = Abts?’ IT; + Ag ay Ae: 


einfiihren, ohne Riicksicht darauf, welche Methode zur Definition eines 
projektiven Zusammenhangs wir wahlen werden. 


Wir wollen nur annehmen, da8 die J7j,, Ortsfunktionen, also homogene 
Funktionen z. B. f-ten Grades sind. 


16. Wie in der Affingeometrie existieren: 
die TorsionsgréBe 


(54) Sin” = iw 
und die Kriimmungsgréfe 
(55) No pi” = — 2 Ao TN) x) — 2M go Th) wi; 


die homogen f-ten bzw. (f — 1)-ten Grades sind. 


Im Gegensatz zur Affingeometrie existieren aber noch zwei GréBen **) 
nullter Ordnung (und (f+ 1)-ten Grades): 


(56) P;" = IT, x", 
(57) Q’, =, x’ =P," + 28;," 2’, 


wie Aufstellung der Transformationsformeln mit Benutzung von (13) un- 
mittelbar ergibt. 


*4) Diese beiden GréBen entsprechen ungefihr den Ajo bzw. Aj, bei Sch. u. G., 
usw. Vgl. § 14. 
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§ 6. 


Kovariante Ableitung. 


17. Wie iiblich wollen wir die kovariante Ableitung der GréBen durch 
die drei folgenden Bedingungen festlegen: 

A. Die kovariante Ableitung einer GroBe ist selbst eine GréBe (ins- 
besondere also homogen). 

B. Die Differenz der kovarianten und der gewdhnlichen (partiellen) 
Ableitung einer GroBe ist eine homogene lineare Funktion der Bestimmungs- 
zahlen der Grofe. 

C. Die kovariante Ableitung von Produkten und Uberschiebungen be- 
liebiger GréBen geniigt der Leibnizschen Differentiationsregel. 

Aus der zweiten Bedingung geht hervor, da8 die allgemeinste Gestalt 
der kovarianten Ableitung eines Skalars r-ten Grades lautet: 


(58) V.9=0,9+ 2,9. 
Dabei kann Q, wohl vom Grade rt von g, aber nicht mehr von g selbst 


abhangig sein. Bildet man entsprechend (58) V,q', so ergibt die Be- 
dingung C.: V.qg*=rg'-*V,,q, also, falls q ein Skalar nullten Grades ist: 


0 
Q,,= 0. Ist weiter der Grad r von q beliebig und ist p ein Skalar ersten 


0 
Grades, so ergibt C., angewandt auf V,qp-‘, zusammen mit Q, = 0: 
r 
- Q, => Q,, ’ 
wo Q, anstatt Q, gesetzt wurde. 
Also geht (58) iiber in 





(59) V.9=0,9+1O,9 











Weil @,q homogen (r —1)-ten Grades ist und V,q homogen sein soll 
muB @, homogen vom Grade —1 sein. Weil Vg sowie 0,q sich wie 
kovariante Punkte transformieren, muB auch Q, ein kovarianter Punkt sein. 


18. Die Bedingung B. ergibt als allgemeinste Gestalt fiir die kovariante 
Ableitung eines Punktes v” vom Grade. r: 


r 
(60) Vv” = 0,0" + Ii, v’. 


Setzt man hierin v” = p'u” ein, wo p ein beliebiger Skalar ersten Grades 
ist, so ist uw” ein Punkt nullten Grades, und man findet 


rt 
(61) TT, = Ili, + t Ai Qu, 
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0 
wenn wir J7;,, anstatt J7,,, schreiben. Setzt man (61) in (60) ein, so geht 
diese Gleichung iiber in 





(62) Vv" =-6,0" + Ij, 0° +1Q, 0” |. 











Die Bedingung, da8 Vv" eine Grdfe sein muB, ergibt fiir die I7;, 
die bekannte Transformationsweise (53). Weil die 2, v” homogen (r—1)-ten 
Grades sind, miissen die /7,,, (80 wie die Q,) homogen (—1)-ten Grades sein: 





I*) 2°a,0i,=—Ij,; 2z'aQ,.——Q, 











Die in § 5, 16 eingefiihrten GréBen P”, und Q;” haben also den Grad 0. 
Die TorsionsgréBe und die KriimmungsgréBe haben den Grad —1 bzw. —2. 

Also gilt: 

Satz 1. Dajir, daB ein Funktionensystem IT;,, mit Transformations- 
weise (53) zusammen mit einem kovarianten Punkt Q, eine kovariante 
Ableitung definiert, ist notwendig und hinreichend, daB die IT;,, Q, 
homogen vom Grade —1 sind*). 

19. Anwendung der Leibnizschen Regel auf V,,w,v* ergibt fiir einen 
kovarianten Punkt w, r-ten Grades: 


(63) V,w, = 0, w, — IT, w,, 





(64) V,, w, = 3, w, — IT, w, + tQ, wi ° 











Fiir eine allgemeine GréBe vom Grade r findet man z. B. 





8 
© nue OV. Me © nee OVE Me "% O nee OMZ--- ME FOV LZ ---%, 
ply... 0, Xia, Fen Kay ae ‘ 
t= 


(65) 











Einen Raum, in dem mittels (59), (62), (64), (65) eine kovariante 
Ableitung definiert ist, wobei der Bedingung 1 geniigt wird, wollen wir 
mit “**P bezeichnen. 

Es ist noch zu beachten, daS Q, sich wie ein kovarianter Punkt 
transformiert, wahrend dies mit J], nicht der Fall ist. Anders wie bei 





*) Die Numerierung mit rémischen Ziffern bezieht sich auf § 11. 

**) Wahrend sich pei uns der Grad einer GréBe bei kovarianter Differentiation 
um Eins vermindert, ist bei Veblen das ,Gewicht“ (weight) einer GréBe bei kova- 
rianter Ableitung invariant. Vgl. dazu § 14, 49. 








eT SE 


emer ae oor ane 
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j der Analysis der Dichten kann man also nicht Q, = I/f, setzen*’). Da- 


gegen ist die Gleichung 
’ IV Q, . 














; wohl invariant, d. h. man kénnte eine kovariante Ableitung definieren, fiir 
t 
die die IT;,, unabhdngig von x sind. Z. B. ist der Operator 


(66) v.=—V,—1Q,, 


der wegen (59), (62), (64), (65) mit dem Operator V,, der Affingeometrie 
iibereinstimmt, ein solcher von r unabhangiger Differentialoperator. Wir 
wollen aber die Annahme IV nicht machen, weil wir in §7 sehen werden, 
da& sie die Existenz eines kovarianten Differentials ausschlieBen wiirde **). 





20. Kovariante Differentiation von (59) und Alternation ergibt: 


(67) Vou = Trp? Veg +t U ong: 
wo 
(68) Top” = San + Ajo Qui» 
. (69) Dap = Vo Qui — Tap ® Qe 
| gesetzt wurde. Kovariante Differentiation von (62), (64) und Alternation 
ergibt: 
t 
(70) Fon?” = — 4 Noi’ v' + Tailor" = 


=— J Ngji'v' + Tai’hev’ +10 env", 


=f 


+o a 
(71) Fooo ns Wi = + 5 Napi” w, + Taj? Vow, = 
= +5 Neji” w, + Tsi,?Vewi + tU on tr. 


' Die Formeln (67), (70), (71) unterscheiden sich von den entsprechenden 
| Formeln der Affingeometrie**) lediglich darin, daB erstens S,;,” durch 7, ,.” 


. *?) AuBer wenn man sich auf unimodulire (oder wenigstens konstantmodulare) 
Transformationen beschrinkt und entsprechend FuBnote **) ,,Dichten“ einfihrt, was 
in den meisten Alteren Darstellungen geschieht. 

*®) Dennoch diirfte die Annahme IV mit zu den wesentlichsten Merkmalen einer 
wirklich projektiven Differentialgeometrie gehéren. Denn ohne sie wird in jeder 6rt- 
lichen ***# ein kovarianter Punkt Q,, also eine "Z, ausgezeichnet, die man als das 
»Unendlichferne“ der "+1 auffassen kann; die Geometrie erhalt dadurch im kleinen 
doch wieder gewissermaBen affinen Charakter. 

%) Vgl. R. K., 8. 85. 
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ersetzt wird, und da zweitens das Glied mit U,,, hinzukommt, das mit 


der Gradzahl r und der zu differenzierenden GréBe proportional ist, wie 
sich auch aus der aus (66) folgenden Beziehung 
(72) Pre nei 85;°V, = Veo) — Terje? V, — tO rn 
ergibt. 

21. Die KriimmungsgréBe geniigt auBer der ersten Identitdt*®), die 
trivial ist, der zweiten Identitat*): 


(73) No pit = 20 Spi + 4 8,04° Sie” + 2Q0 8; i) = 
_ 2000 T;. iy” + 4 Ay Ti, + 20 on Aj), 


die fiir den symmetrischen Fall, sowie fiir den quasisymmetrischen Fall 
(vgl. unten 22) falls iiberdies U,. =O ist, die gewdhnliche Gestalt 


ou 


Nie jij) = 0 guriickerlangt. Fiir die Identitdt von Bianchi*’) findet man: 
(74) 0. Neji’ = —2Ta° Nagi’. 


Weiter existieren noch die beiden folgenden, in der Affingeometrie nicht 
vorkommenden Identitaten: 


(75) Nii” 2 = — 20 Pay + 2Ps” Taj? + 42° V0 Spi", 
(76) Nii” 2” =, Pi’. 
SchlieBlich notieren wir noch die folgenden Beziehungen: 


(77) V.2" = Ai +Q".+Q2° =QAi+ Pi’ —2T7i;"2", 


(78) a’ 0,0° =+ Pi’ v'+rQv’, 
(79) 20, w, = — P?w,+rQu,, 
wo 

(80) Q=1+2°Q, 


gesetzt wurde. Die Gleichung (77) folgt aus (62) mittels der Identitiat 
é,2° = A; durch Anwendung von (57) und (68); (78) und (79) folgen 
aus (62) bzw. (64) mittels (56) und der Eulerschen Homogenitits- 
bedingung. 


22. Den projektiven Zusammenhang nennen wir quast-symmetrisch, falls 


To. _ amg 0 








> re RES 
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ist. Die Bedingung der Quasisymmetrie besagt, daB die ,,Kriimmung“ 
Viouiq, 4 h. die Rotation des Gradienten, eines jeden Skalars q nullten 
Grades verschwindet. Die Quasisymmetrie driickt eine wesentlichere Eigen- 
schaft des projektiven Zusammenhangs aus als die Symmetriebedingung 








Va 8.,°=0}. 








Das Zusatzglied Aj. Q,) in (68) stammt daher, da8 der Gradient V,,q eines 
Skalars nullten Grades nicht den Grad Null, sondern den Grad —1 hat. 
Satz 2. Die Bedingung 


" 
ist notwendig und hinreichend dafiir, daB Q, Gradient ist™). 
In der Tat, die Integrabilitatsbedingungen der Gleichung 
34 
1Ve | @, =P, logg| 
lauten wegen (67), (69): 








(c—1)U,,=9, 
wenn rt der Grad von g ist. Es ist aber r+1, denn sonst wire 
wegen (59), IV,: @,logg = 0, also g = konstant, was fiir einen Skalar ersten 
Grades, abgesehen vom trivialen Fall (der iibrigens auch ausscheidet), wo g 
verschwindet, nicht méglich ist *), Aus [Ve folgt noch durch Uberschiebung 
mit z* mittels (59), (80): 


1 
(81) Q =; = konst. 
und 
(82) Q,, = Q2, logg = 2, log g®. 
§ 7. 


Das kovariante Differential. 


23. Im allgemeinen existiert kein kovariantes Differential. Denn 
setzt man 


(88) dv’ =dx"“V.v", 


**) Die Theorie von Sch. u. G. gehért zum Spezialfall U,,,=0 (vgl. § 14, 49). 
Weil die alteren Darstellungen sich als Spezialfille der Sch. u. G.schen auffassen lassen 
und iiberdies die neuere, in § 14, 47 erwahnte Veblensche Theorie zum selben Spezial- 
fall gehdrt, gilt auch dort tiberall U,,,, = 0. 

%) Ist g homogen r-ten Grades und ist r+ 0, so ist logg nicht homogen, und 
V,,logg existiert eigentlich nicht. Wir gebrauchen diesen Ausdruck aber dennoch als 


Abkiirzung fiir . V,,g und sprechen dementsprechend auch von ,,Gradient*. 
g 
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so transformieren sich zwar die dv” wie die Bestimmungszahlen eines kontra- 
varianten Punktes, aber sie sind nicht homogen: es ist (vgl. (24), (78)) 
(84) dv” = 0" {dv" + (Pi’v' + rQv")dlogo}. 


Ein kovariantes Differential existiert offenbar dann und nur dann, wenn 
der Koeffizient von d log 0 verschwindet, also fiir alle Punkte eines bestimmten 
Grades r, wenn P;”+1QAj = 0, also 














Ila Pi = PA 
und 
(85) @ = konst.=—r 


ist. Aus (84) folgt weiter: 
Satz 3. Fiir GroéBen jeden Grades existiert ein kovariantes Diffe- 
rential dann und nur dann, wenn die beiden Bedingungen 














IIb P;"= 0}, 
erfillt sind. 

Unter Voraussetzung von IIa gehen (77), (78) iiber in 
(86) Viz" =(P+Q)Aj—2T7i," 2", 
(87) 2'V,0° =(P+rQ)v’, 
und unter Voraussetzung von IIb, IVf in 
(88) V, 2" = —27;,," x", 

(89) a*V,v" =0. 


Diese Beziehungen werden bei den Rechnungen éfters verwendet. 


§ 8. 
Ortsiibertragung. 


24. Eine Ubertragung ist im wesentlichen ein Mittel, die in einem 
Orte x” des Raumes existierenden GréBen mit den in einem infinitesimal 
benachbarten Orte y” = 2” -+-dz” existierenden GréBen derselben Art zu 
vergleichen*). Angenommen, da ein Mittel definiert ist, um die gleich- 


®) Vgl. D. van Dantzig, Die Wiederholung des Michelson-Versuchs und die 
Relativitatstheorie, Math. Annalen 96 (1926), S. 261—288, insbesondere § 7, Metrik 
und Physik. 
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artigen GréBen eines selben Ortes miteinander zu vergleichen (,,aneinander 
zu messen“), was in der projektiven Differentialgeometrie fiir gleichartige 
GréBen gleichen Grades der Fall ist, kommt es also darauf an, definitions- 
gemaB zu entscheiden, wann zwei gleichartige GréBen in zwei benachbarten 
Punkten ,gleich“ genannt werden sollen; d. h. die GréBen in z” sollen 
eineindeutig auf die GréBen in y” abgebildet werden. Dazu geniigt es 
aber, die beiden “**Z eineindeutig aufeinander abzubilden **). 

In der Affingeometrie existiert auch tatsichlich eine solche, und zwar 
eine affine Abbildung benachbarter HZ, aufeinander; sie wird gegeben durch 
die Forderung der ,kovarianten Konstanz“, d. h. des Verschwindens des 
kovarianten Differentials. Z.B. wird der Vektor v” in x” als dem Vektor 


(90) 6” = 0" + dv" =v" — Ij, v' dx" 

, in y” ,gleich* betrachtet. 

Wir wollen jetzt auch in der projektiven Differentialgeometrie eine 
f Obertragung definieren, und zwar mittels projektiver Abbildung benachbarter 
f "+? aufeinander. Und zwar wollen wir eine solche nicht aus dem in § 7 
eingefiihrten kovarianten Differential mittels der Forderung der kovarianten 
Konstanz herleiten, sondern unabhangig davon und von der kovarianten 
Ableitung die allgemeinste Abbildung betrachten und daraus die Bedingungen 
fiir die I7j,, herleiten. Dieser zweite Weg empfiehlt sich, weil wir dadurch 
(bis auf Gradbetrachtungen) rein geometrisch vorgehen kénnen und weil 
der Ausgangspunkt allgemeiner wird, indem wir nur eine Abbildung der 
"t\p, nicht aber der Z,,, voraussetzen. Eine Ubertragung fiir beliebige 
Projektoren ergibt sich von selbst aus der Ubertragung der Orte. 


25. Es sei also eine projektive Abbildung der “**E eines Ortes 2’ 
. auf die ***# eines benachbarten Ortes y” = x” -+ dx” gegeben. Diese soll 
den folgenden Bedingungen geniigen. 

P. 1. Sie geht fiir dx”--0 stetig in die Identitaét tiber. Damit soll 
folgendes gemeint sein. Ist v” ein Ort der "**# von x’, 6” sein Bild in 
der "**# von y’, so sollen die Verhdlinisse der Koordinaten von 6” stetig 
in die Verhaltnisse der Koordinaten von wv’ iibergehen, falls y” gegen 2” 
konvergiert. Dabei miissen die Koordinaten in den beiden *** beziiglich 
zweier linearen Koordinatensysteme berechnet werden, die einem selben 
Koordinatensystem in der ***H zugeordnet sind. 

P. 2. Koinzidente Orte werden auf ebensolche abgebildet. Ist also 
u“»“'—0, so ist auch 75"! = 0. 

P. 3. Der Grad eines Ortes bleibt bei der Abbildung erhalten. 


%) Vgl. J. A. Schouten [8], E. Cartan [2]. 
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Aus dieser Abbildung ergibt sich auch eine Abbildung der Skalare 
in 2” auf die Skalare in y’. Sind niamlich u’,v” zwei koinzidente 
Punkte in z’, ist also u” = pv", so kann man p wegen P. 2 definieren 
durch %” = 0". Von dieser Abbildung der Skalaren wollen wir folgendes 
voraussetzen : 

8.1. Sie geht fiir dx”—-0 stetig in die Identitat iiber. 

8. 2. Summe und Produkt zweier Skalare gehen in Summe und Produkt 
der Bildskalare iiber (folgt aus P. 2). 

8. 3. Der Grad eines Skalars bleibt bei der Abbildung erhalten (folgt 
aus P. 3). 

Dabei miissen wir bedenken, da8 nur fiir Skalare nullten Grades ein 
Skalarfeld jedem Orte der "**H eine Zahl zuordnet; ein Skalarfeld héheren 
Grades bildet die Punkte eines Ortes in bestimmter Weise auf das Zahlen- 
kontinuum ab. Nur fiir Skalare nullten Grades kénnen wir also aus dem 
bekannten Satz, daB der Kérper der reellen Zahlen keinen stetigen Auto- 
morphismus auBer der Identitat gestattet, folgern, dab p =p ist. Werden 
auch komplexe Zahlen als Funktionswerte zugelassen, so mu8 dennoch fiir 
Skalare nullten Grades p = p sein, denn der einzige nichtidentische stetige 
Automorphismus, den der Kérper der komplexen Zahlen gestattet (wobei 
namlich jede Zahl in seine konjugierte itibergefiihrt wird), ist nicht stetig 
von der Identitaét aus erreichbar. 

Aus 8.2 folgert man dann in der bekannten Weise, daB fiir Skalare 


eines selben Grades , von p unabhingig sein muB, d.h. daB p die Gestalt 
(91) p= Op 


haben muB. Dabei ist 6 eine von r abhingende Funktion der 2(n + 1) 


Argumente x”, y’, kurz eine Zweipunktsfunktion. Weiter folgt aus 8.2 in 
bekannter Weise 


(92) 6= 6°, 


wo wir @ anstatt 6 gesetzt haben; (92) gilt wenigstens fiir rationale Grad- 
zahlen, und auf solche wollen wir uns beschranken. Entwickeln wir 6 in 
eine Potenzreihe nach dx” mit Koeffizienten, die nur von 2” und nicht 
mehr von y" abhangen, und brechen wir die Entwicklung bei den Gliedern 
zweiter Ordnung ab, so zeigt sich, daB O die Gestalt 


(93) O0=1—Q, dz" 


haben mu, weil das erste Glied wegen 8.1 gleich Eins sein mu8. Das 
Abbrechen der Entwicklung ist erlaubt, weil wir zwei Ubertragungen 
»gleich“ nennen, wenn sie sich in threr Auswirkung nur um GrdfBen 
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zweiter Ordnung unterscheiden. Alle folgenden Gleichungen gelten also nur 
bis auf GréBen zweiter Ordnung, und die Abbildungen sind nur bis auf 
GréBen zweiter Ordnung eindeutig definiert. 

Ist nun p irgendein Skalar r-ten Grades, so ist 


(94) p= Op=(1—Q,dzx")'p=(1—1Q, dz") p, 
wegen S. 3 gleichfalls ein Skalar r-ten Grades, aber in y’. Weil y" aber 
beim Ubergang x"—+o2" in (9 + do)y” iibergeht (vgl.§ 2, 9d), erhalt p 
den Faktor (9 + do)‘= ‘(1+ 1dloge). Also ist 
(95) O° = "(1+ rdlogo)= 

=(1—1Q,dzx")(1+ rdloge) = 


=1—r1Q,dx*+rdloge. 
Vergleichung mit 


O° =1—r1eQ,(dx* + x" dloge) 
ergibt Q, = @-'Q,, also fiir Q, die Homogenitatsbedingung I (vgl. § 6, 18), 
sowie die Bedingung IV (vgl. § 7, 23). 


26. Gehen wir jetzt zur projektiven Abbildung der Orte r-ten Grades 
iiber. Eine solche wird bekanntlich gegeben durch 


= Se A 
(96) ’’ =O; 0’, 
t 
wo die @; Zweipunktsfunktionen sind. Weil 0” ein Ort in y” ist, trans- 


formieren sich seine Bestimmungszahlen mittels der Werte der Ay in y’, 
d. h. mittels A + d A*. Demnach lauten die Transformationsformeln fiir 6”: 


0” =(A; +447) 0". 
und fiir oe? : 
(97) OF = (At +. dAr) 08 AS. 
Ist 6” ein beliebiger Ort r-ten Grades, p ein beliebiger Skalar r-ten Grades, 


so definiert die Gleichung v’ = pu” wu” als mit v" koinzidenten Ort nullten 
Grades. Wegen 0" = pu” und (94) ist dann 


r 5 
(98) 0; = 0 ;, 


wo wir den Obenindex 0 bei 6; wieder weggelassen haben. Wir entwickeln 
wieder die 9; nach dx” mit Koeffizienten, die nur von x’ abhiangen, und 
brechen die Entwicklung bei den Gliedern zweiter Ordnung ab. Das von dx" 
unabhingige Glied muB geometrisch die identische Abbildung darstellen, 
also bis auf einen Faktor T gleich dem Einheitsprojektor A; sein. Fiir 
das in den dz” lineare Glied schreiben wir —T'UJIj,,dx"; also wird: 


(99) @; = T( Aj — I3,dzx"). 
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Gleichsetzung der infinitesimalen Glieder von (97) ergibt die bekannte 
Transformationsweise (53) der J/;,,. Ist u” irgendein Ort nullten Grades, 
so muB dies mit z” wegen P. 3 auch der Fall sein, folgiich sind auch die 07 
homogen nullten Grades: 

(100) Oj = Oj. 

Einsetzen von (99) ergibt: 


(101) T (Aj — @ Uz, dx" — Ij, x"de) = T(Ai — Ij, dx"). 
Vergleichung der endlichen Teile ergibt 
(102) T—f, 
d. h. 7 ist ein Skalar nullten Grades. Vergleichung der infinitesimalen 
Glieder, die nicht von do abhangen, ergibt die Homogenitatsbedingung I, 
und das iibrigbleibende Glied die Bedingung IIb. 

Einsetzen von (98), (92), (93), (99) in (96) ergibt fiir einen Ort r-ten 
Grades 


(103) 6” = T(1— Q,, dx") (v” — Ij, v' dz"), 
wofiir wir auch 
(104) 6” = T(v" — Ij, v' dz" — rv" Q, dz") 


schreiben kénnen. Der Bildpunkt 0” ist also bis auf den skalaren Faktor 7 
identisch mit dem durch kovariante Konstanz erhaltenen. 

Bestimmt die Ortsiibertragung in der *** gleichzeitig eine Punkt- 
iibertragung in der Z,,,, so mu8 offenbar 7’ = 1 sein. Projektiv-geometrisch 
bleibt die Ubertragung dieselbe, falls man 6” um einen beliebigen skalaren 
Faktor nullten Grades abandert. Spaltet man diesen in einen endlichen, 
nur von zx” abhangenden und einen infinitesimal von 1 abweichenden 
Faktor, so verursacht der erste eine Anderung von 7’, wahrend der zweite 
sowohl eine Anderung von Q, als eine Vermehrung von //;,, um ein Produkt 
von A; mit einem kovarianten Punkt verursachen kann. Nur die Summe 
dieser beiden letzten Abanderungen ist durch die Abanderung von 6” be- 
stimmt. Also gilt: 

Satz 4. Die Bedingungen I, Ib und IV£ fiir die Existenz des ko- 
varianten Differentials sind auch fiir die Existenz einer Ortstibertragung 
notwendig und hinreichend. Durch die geometrische Abbildung der be- 
nachbarten “**E sind die IIj,, bis auf ein Vielfaches von A; bestimmt, 
wahrend die Q, gdnzlich unbestimmt bleiben (natiirlich unter Erhaltung 
der Bedingungen). 

27. Kovariante Konstanz des Beriihrungsortes bedeutet, daB x” auf y” 
abgebildet wird, d. h. daB “y= 0 ist. Nun ist wegen (96), (104) 


(105) 2” = T{z"(1— Q, dz") — Q",dz*}. 
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Also ist 2”y”' bis auf den Faktor 7 und GréSen zweiter Ordnung gleich 
2"*de"! — Q", y dx? = a" Q“) + Af) dz®. 


Der Beriihrungsort ist also dann und nur dann bei Ubertragung in beliebiger 
Richtung kovariant konstant, wenn Q",-+ A; mit 2” proportional ist, d. h. 
wenn ein solcher kovarianter Punkt q, existiert, daf 


(106) Qin = 2"Qu — Ay 

ist. Weil nun 

(107) Q”, 2" = Ij, 2’ 2" = P;"x* 

wegen IIb verschwindet, ergibt Uberschiebung von (106) mit 2°: 
(108) q=49,2*=1. 


Die Bedingungen (106), (108) sind fiir die kovariante Konstanz dés Be- 
riihrungsortes auch hinreichend. Wegen (57), IIb sind sie mit der Symmetrie- 
bedingung Ve nicht vereinbar; mit der Quasisymmetriebedingung Vf dann 
und nur dann, wenn 


(109) ¢.= —@, 


ist. Wegen (105) ist (unter Voraussetzung von IIb, IV4, (106), (108) und 
fiir 771) die Gleichung (109) notwendig und hinreichend fiir kovariante 
Konstanz des Beriihrungspunktes ("= y"). Quasisymmetrie ist dazu 
also hinreichend, aber nicht notwendig. 

Der Beriihrungsort x” = y”— dz” liegt wegen §2,9d auch in der 
lokalen "**# von y”; wir sagen, daB er bei der Ubertragung invariant ist, 
wenn der Ort x” der ***# von x” auf den Ort y”— dz” der “**E von y’” 
abgebildet wird. Die Bedingung dafiir lautet 2” x"’—0. Wegen (105) ist 
dies dann und nur dann der Fall, wenn Q”, die Form 


(110) Qh. = 2" 9. 
hat, was wegen (107), IIb auf 
(111) q=2"q,—0 


fiihrt. Diese Bedingungen sind mit der Quasisymmetrie unvereinbar, mit 
der Symmetrie aber fiir 


(112) q,—0 


vereinbar. Der Fall der Invarianz des Beriihrungsortes wurde friiher von 
J. A. Schouten zugrunde gelegt*’). Fiir Invarianz des Beriihrungspunktes 
wire (109) wegen (105) notwendig, was wegen der Inkonsistenz von IV/ 
mit (109), (111) unméglich ist. 


*) Vgl. J. A. Schouten [3]. 
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Die Bedingungen (106), (108), (110), (111) lassen sich noch zusammen- 
fassen in 


Il Q".=2'q. +(P—2°q,) A, |. 














wo P= 0 ist, mit den Nebenbedingungen 


Ile z°q,=1 
fiir kovariante Konstanz, bzw. 


Iilf x°q,=0 





fiir Invarianz des Beriihrungsortes. 


§ 9. 
Die "*'P in der "*'P. 
28. In einer "*'H in “*’P sei irgendein Funktionensystem J1;{, Q; 


gegeben, das der I entsprechenden Homogenitatsbedingung I’ geniigt. Dann 
existiert der Kriimmungsprojektor 


(113) Hi,” = 0, By + Bat I, — Bz Ty: 

als eine GréBe (—1)-ten Grades in den x*, die den Identitaten 
(114) Hi" x* = P,,.” By — Be P’;‘, 

(115) H;s" 2 = Q", Bi— B:Q"*. 


geniigt. Bezeichnen wir kovariante Differentiation bzgl. der /7{;, Qj mit 
V’, so gilt identisch fiir jeden kovarianten bzw. kontravarianten Punkt 
w, = Bi w, bzw. v” = Byv° der lokalen "**E: 


(116) BEV, wi — Vj we = — Ha" w,, 
(117) BEV, v" — BV, v= +e" v,, 
wenn, wie wir tun wollen, die Q, mittels 


(118) Qs = BEQ: 
definiert werden. 


29. Ist die "**H eingespannt (vgl. § 4,13), so wird mittels (118) und 
(119) eb = Babs Ui, + Bit. Bs 
ein System J/;;, Q; in die ™**H induziert. Dann ist also 


(120) P',’= Bes Pi’; Q'*s = BS Q’,, 
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also (114), (115) gehen iiber in 
Hji" x" = (A; — Be) Q*, Bi, 
Hi," x’ = (A; — Bz) P;° BS. 


In diesem Fall existiert auch die zweite KriimmungsgréBe 


(121) 


(122) La’, = Bo.V Be, 

und es ist wie iiblich 

(123) Hai” = Bay, By, 
(124) H,i°BS=0, La°,By=0. 


Die Gleichungen von Gau8, Codazzi, Rizzi lassen sich leicht aufstellen; 
sie mégen hier aber iibergangen werden. 


§ 10. 
Geoditische Linien. 


30. Die Gleichung der geoditischen Linien hat nichi die iibliche Gestalt 


d*x” » dx* dx dx” 
9 ==. SS ee 
ee) at* ‘wnat dt oo 
weil eine Kurve eine binare Mannigfaltigkeit (*H) ist. Anstatt (125) er- 
halt man: 
(126) Hi” = 2, By; + By, — Bimks=0 (a,b,...=0,1). 


Die Analogie mit (125) sieht man leicht ein, wenn man (126) in die Form 
a*x” » O2* Ox" re O@” 

oe _— 
ax*ax? + Au ab 


oz* dx? dx 
schreibt, und in (125) « durch 1//} ersetzt. Elimination der J7;§ aus (126) 
ergibt (vgl. (43)): 


= 0 


e 


(127) Hy," J'°" = (a, BY + Bevin) J’*"=0. 
Uberschiebung mit x” ergibt wegen (37) als notwendige Bedingung 
(a88) Be Pi" J’? =0. 


Ist v’ ein beliebiger Ort +2” von J’*’, so ist J’®* mit zit y®) pro- 
portional. Uberschiebt man (128) mit v*, so sieht man, daB v’ Pj” linear 
von v’ und 2” abhaingen muB: 

(129) P;’v' =av"+ pr’. 
Folglich mu8 f linear von v” abhingen: £ = p,v*, und weil dies fiir be- 
liebiges v” gilt, muB Pj” also die Gestalt 


(130) Pj” = p, 2+ aA; 
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haben. Uberschiebung mit x’ ergibt « = P— p,x*, wo 





(131) Py’ x = ij, 2 2" = Px” 
ist, also 
II Pi’ =p, 2" + (P— p,2*) Ai |. 





Ebenso ergibt Uberschiebung von (127) mit z* als notwendige Bedingung: 














Ill Q'.=2"g,+(P— 2°q,) A, |. 
Bringt man (127) in die Gestalt 
(132) (By, BY) J’"*"=0, 


wo die Klammer um den Index } bedeutet, dab dieser Index ,,abgedrosselt“ 
wird **), d.h. daB B; wie ein kontravarianter Punkt differenziert wird, so 
sieht man, da8 die Integrabilitatsbedingungen von (127) lauten: 
(133) J’*° BEV, Bay J’*’ Vi, Bo, = 0. 

Eine kleine Rechnung ergibt dann, da8 (133) auf Grund von (127), 
II und III erfillt ist. Also gilt 

Satz 5. Die Bedingungen Il, III sind notwendig und hinreichend 
dafiir, daB in der "**P durch jeden Ort in jede Richtung eine geoddtische 
Tinie geht. 

31. Es sei v’ = Bj v* ein beliebiger Ort ersten Grades + x” der durch 
B; bestimmten Gerade (also °Z) in der ***# von xz’. Dann ist fiir ein 
geeignetes k ersten Grades 
(134) x” ofan Set, 
Weil das Gleichungssystem (127) oder (132) wegen II, III durch Uber- 


schiebung mit z* oder x’ in Identitaten iibergeht, ist es gleichbedeutend 
mit der Gleichung 


(135) v*v’ Hi" J’°"=0, 

die auch, weil der Index 6 in (132) abgedrosselt ist und Bl” J'*” ver- 
schwindet, in die Gestalt 

(136) v' (Rv) Je = 0 

gebracht werden kann. D. h. v‘V,v” muB eine lineare Kombination von 
z” und vo” sein: 

(137) viv" =a2"+ Bo’. 


**) Vgl. J. A. Schouten, On infinitesimal deformations of V, in V,, Amsterdam, 
Proceedings Kon. Ak. 81 (1928), S. 208-218. 
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Also: Die von x” und v” bestimmte Gerade der "**E (d. i. die Tangente 
der geoddtischen Linie) geht bei kovarianter Differentiation in thre eigene 
Richtung in sich selbst iiber. Ersetzt man dann v” durch eine geeignete 
lineare Kombination von x” und v’, so zeigt eine kleine Rechnung mittels 
(149), (150), daB @ und (oder) £8 zum Verschwinden gebracht werden 
kann. (137) ist also gleichwertig mit 


(138) v'P,v"=0. 
Anstatt dessen kann man auch die schwichere Bedingung 
(139) v' Kv" =p" 


oder, gleichwertig damit 
(v*V, vl) vy! = 0 


einfiihren, die invariant ist gegeniiber Anderung von v” um einen beliebigen 
Faktor beliebigen Grades. Ein Ortsfeld v’, das der Bedingung (139) geniigt, 
wollen wir ein geoddtisches Ortsfeld nennen. 


32. Es ist noch zu beachten, daB die geoditischen Linien im all- 
gemeinen nicht projektiv-euklidisch sind, d. h. daB die JJ; nicht durch 
geeignete Wahl der Parameter x* zum Verschwinden gebracht werden kénnen 
(obwohl dies mit « und f# in (137) wohl der Fall ist!). Damit die “P 
projektiv-euklidisch sind, ist nctwendig und hinreichend, daB 8’;;°, P’;°, Q’°» 
und N’;;;% verschwinden. Die Bedingung N "324 =0 ist aber gleich- 
bedeutend mit 


(140) JON sist =0. 
Andererseits folgt aus (126): 
(141) Bebe Noni’ = BEN’ ic’. 


Uberschiebt man (141) mit J’*°x° und mit J’*°v° und bedenkt man, 
daB wv” ein beliebiger Ort aus der "*’EZ von x” sein kann, dann findet 
man mittels (134), daB (141) gleichwertig ist mit den beiden Bedingungen 


(142) 2° 2'Ni,i"=0, 
(143) 2° Noyiy = 9. 
Diese Bedingungen zusammen sind also notwendig und hinreichend dafiir, 
dap N';i;°=0 ist. Aus P’;°=0 folgt wegen (126): 
By Pi’ = Bip, x” +(P—p) Ba =0 
also durch Uberschiebung mit v* und in Anbetracht dessen, daB v'* x“! + 0 
und wv” beliebig ist: 
(143a) p,=90, P=090. 


Mathematische Annalen. 106. 
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Ebenso folgt aus Q’°, = 0: 
(143b) q,= 0. 
8';5°=0 ist wegen (126) gleichbedeutend mit J’*’ Bi} Si;,"=0; diese 
Bedingung ist aber eine Folge von (143a), (143b). Aus (76) folgt, daS 
auch (142), 143) auf Grund von (143a), (143b) erfiillt sind. Also gilt: 

Satz 6. Fiir die Projektiv-Euklidizitdt aller geoddtischen Linien ist 
notwendig und hinreichend, daB Pi” = Q”, = 0 ist. 

SchlieBlich wollen wir noch die Bedingung N’;j;‘=0, ohne 
8’ 34° = 0, P’;°=0, Q’°, =0 vorauszuserzen, in eine andere Form bringen. 
Dazu beweisen wir: 

Satz 6a. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, 
da auf jeder geodatischen Linie N’;3;*= 0 ist, lauten: 


(144) V.P=0 
zusammen mit entweder 

(145) Vin Put Pa Qt Pads= 9 
und 

(146) q=2¢q,=P+1 

oder (anstatt von (145), (146)) 

(147) p,=0. 


Der zweite Fall ist gleichwertig mit Ila, mit (wegen (144)) kon- 
stantem P; in diesem Fall ist auch (145) erfiillt, (146) aber nicht. Im 
ersten Fall ist wegen (146) auch g und wegen (145) (Uberschiebung von 
(145) mit 2’ und Anwendung von (144), (146), (77), (78), II, If1) auch p 
konstant. Im quasisymmetrischen Fall ist (57) wegen II, III, (68) mit 


IVy Q, = Pp — Ve 
aquivalent, und (145) geht iiber in 
(148) VP) + iP, = 9. 


Beweis von Satz 6a. Die Identitaéten (77), (78), (79) gehen wegen 
Il, III iiber in 


(149) V,2"=(Qi+qu)2"+(P—q+1)Ai, 
(150) a'V,v" =(P— p+rQ)v"+mov'2’, 
(151) Vi, w, =(p —P+1Q)w, — 2° we-p,- 


Insbesondere ist auch 
(152) z'V,p,— —(P+Q)p,- 
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Nun ist (142) wegen (76) aquivalent mit 2‘V, Pi” = 0. Dies ergibt wegen 
II, Ill, (149), (152): 

(153) x’ {V,P—(P—q+1)p,}+p(P—q+1)4.=0. 
Uberschiebung mit einem beliebigen nicht-verschwindenden, mit 2” inzi- 


denten kovarianten Punkt zeigt, daB die beiden Glieder einzeln verschwinden 
miissen : 


(154) v,.P—p,(P—9+1)=0, 
(155) p(P—q+1)=0. 
Ebenso ist (143) aquivalent mit MV, P,)”= 0; Einsetzen von Il, III, (149), 


(152) ergibt wieder eine Gleichung, deren beiden Glieder einzeln verschwin- 
den miissen. Das erste Glied gibt (145) und das zweite: 


(156) V.P—2x°V,p, — p(Q,+49,) =9-. 


Die letzte Gleichung ist wegen (152), (154), (145) erfiillt; ebenso (155), 
so daB (145), (154) zusammen notwendig und hinreichend sind. Aus (155) 
folgt entweder (146), und damit (144), welche Bedingungen zusammen 
mit (145) auch hinreichen, oder 


(157) P—q+1+0, 
also p= 0, also wegen (156), (149): 
V,P=2°V, vp, = —p,(P—q+1). 
Zusammen mit (154) ergibt dies wieder (144), also wegen (157) auch (147), 
woraus alles andere folgt. Damit ist aber Satz 6a bewiesen. 
§ 11. 
Ubersicht. 


33. Wir haben jetzt nach und nach die folgenden Bedingungen ein- 
gefiihrt. 


I, 2° 0 Min= —Mins 2° Oe Qu = — A: 


Il. Pi’=p2x"+(P—p)Ai, p=p,2r; (Pi =I, 2"). 
Ila. Pj’ =PAj, oder p,=0. 

IIb. Pi’=0, oder p,—0, P=0. 

IIL. Q.=2'gut(P—g)Ar, g=2%qs (Q".=Mi, 2’). 
Illa. Q’,=2'q.—A,, oder P—qg+1=0. 


Ill. Q’.=2"q,, oder P—g=0. 
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IV. Q,= 0. 

IVa. Q, = V,, logg = 4, log 9°; Q =; = konst., t = Grad von g. 
IV£. Q@=0; (Q=7°Q,+ 1). 

IV». Q,= P, — %° 

IV6. 2.= —4,- 

Va. Si,"=0; (Si,”=1i,)). 

VB. Ti,’ =0; (Tip =Sin’ +4Qu)- 

VI. Vop=9; (Usp =Vo Qui— Toi” Qe) - 


Dabei ist Ila eine Spezialisierung von II und Ib von Ila; Ile und 
IIIf sind inkonsistente Spezialisierungen von IJI. Aus II und Ve oder 
V6 folgt II. IV ist eine Spezialisierung von [Va sowie von IVy, aber 
inkonsistent mit IVf. 1Vy ist eine Folge von II, III und Vf; IV6 folgt 
aus IVy und Ila, oder auch aus Ila, III und Vf. [Ve und VI sind 
aquivalent. 

34. Die Bedingung I ist notwendig und hinreichend fiir die Existenz 
einer kovarianten Ableitung. 

Die Bedingungen I, IIb, IVf sind notwendig und hinreichend fir die 
Existenz eines kovarianten Differentials, sowie einer Ortsiibertragung fiir 
beliebige GréBen beliebigen Grades. 

Die Bedingungen I, II, III sind notwendig und hinreichend fiir die 
Existenz einer geoditischen Linie durch jeden Ort in jeder Richtung. 

Die Bedingung [Ila bzw. IIIf besagt (unter Voraussetzung von I, 
IIb, IV) die kovariante Konstanz bzw. Invarianz des Beriihrungsortes. 

Wird in eine eingespannte "**H in der "**P mittels (119) ein pro- 
jektiver Zusammenhang induziert, so zeigen (118), (120), daB jede der 
Bedingungen I,..., VI in der ™**P gilt, sobald sie in der “*’*P gilt. Also: 

Satz 7. Die sdmtlichen Bedingungen I,..., Vi sind invariant bei 
Ubergang auf eine eingebettete Mannigfaltigkeit. 

Im nachsten Paragraphen wird gezeigt werden, da8 unter Voraussetzung 
von I, Il, III die Bedingungen I1b und IV{, sowie entweder Va oder Vf 
durch bahntreue Abanderung des projektiven Zusammenhangs erfiillt werden 
kénnen. 


35. Versteher wir unter richtungloser Ableitung die Ausiibung des 
Operators «"V,, so ist die schdrfere Forderung, daB die richtunglose Ab- 
leitung einer jeden GroéBe verschwindet, mit den Bedingungen IIb und IVf 
aquivalent; die schwdchere Forderung dagegen, daB die richtunglose Ab- 
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leitung einer jeden GréBe mit dieser Gré8e proportional sein soll, ist 
mit der Bedingung Ila iquivalent. Diese letztere Forderung gestattet 
eine einfache geometrische Deutung. In der H,,;, aus der die “**H nach 
§ 2,6 entsteht, bestimmen die J7j, eine affine (vgl. **)) Ubertragung L,.,1. 
Identifiziert man nun die verschiedenen lokalen Z,,; miteinander, die zu 
den Punkten eines selben ,Strahls“ (—Gerade durch 0) gehéren, so er- 
halt man eine ,osculierende Z,,,“. Betrachtet man nun ein Vektorfeld, das 
den verschiedenen Punkten eines Strahles lauter euklidisch parallele Vek- 
toren, also Vektoren mit proportionalen Bestimmungszahlen zuordnet, so 
hat man ein Ortsfeld in unserem Sinne. Die obengemeinte schwichere 
Forderung besagt nun, daB diese Vektoren auch im Sinne der Ubertragung 
»parallel* sind, und zwar im schwicheren Sinne, nach dem der Vektor, der 
aus Ubertragung eines Vektors des Feldes nach einem Punkte desselben 
Strahls entsteht, mit dem zu diesem neuen Punkte gehérigen Vektor des 
Feldes nur proportional (nicht ihm gleich) ist. 

Die kovariante Ableitung des Beriihrungspunktes bestimmt eine Pro- 
jektivitaét (Kollinearitét) V,2” in der “**2. Die schirfere Forderung, da8 
diese unbestimmt wird (verschwindet), ist aquivalent mit [IIa und IVd. 
Die schwichere Forderung, daB diese projektive Abbildung der "*’2 auf 
sich selbst geometrisch die Identitat ist, daB also V,x” mit Aj proportional 
ist, ist aquivalent mit III und IV6. In der H,,,; interpretiert besagt die 
schwichere Forderung, daB ein Vektor, der die Richtung des Strahles hat, 
bei Ubertragung seine Richtung im Euklidischen Sinne beibehilt. Die noch 
schwichere Bedingung, daB Pj"x*—Q",x“ proportional mit x” wire, 
wiirde nur aussagen, daB die Strahlen geoditische Linien der L,,, sind. 
Man kénnte noch fordern, daB die Strahlen geoditisch parallel wiren; dies 
wiirde mit IIIf aquivalent sein. 


Die beiden scharferen Bedingungen zusammen ergeben IIb, Illa, IV, 
IVé; die beiden schwicheren zusammen ergeben Ila, III und IVd, also 
immerhin noch die unbeschrinkte Existenz der geodiatischen Linien. 


§ 12. 
Bahntreue Abanderungen. 


36. Eine allgemeine Abanderung des projektiven Zusammenhangs wird 
gegeben durch eine GréBe Xj;.” und einen kovarianten Punkt Y,, beide 
vom Grade —1; 

(158) Dy =Tipt+ Xin"; Of =Q.4 ¥,- 


Wir nehmen an, daB in der “**P ein System von geodiitischen Linien 
existiert, so da8 die Bedingungen II, III erfiillt sind. Die Forderung, da8 
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diese Bedingungen bei der Abanderung (130) erhalten bleiben, lautet: 


(159) Xi; 2" = uz" + (X—u, 2°) Aj, 
(160) Xi;"2* =v, 2"+(X—v, 2°) Aj, 
fiir geeignete Wahl der kovarianten Punkte 

(161) u;= Pi — Pi» 

(162) %= 9 — % 

und des Skalars 

(163) xX=P*-P. 


Damit der neue projektive Zusammenhang dieselben Bahnkurven hat wie 
der alte, ist notwendig und hinreichend, daB die Gleichung (127) bei der 
Abianderung (158) invariant bleibt, also: 


(164) BY Xi," 7'e"=0. 


Uberschiebung mit x* bzw. x’ ergibt Gleichungen, die wegen (159), (160) 
erfiillt sind. Also ist (164) aquivalent mit der Gleichung, die aus ihr 
durch Uberschiebung mit v*v’ entsteht, wo v‘+ 2°, aber sonst beliebig 
ist. Also mu8 

(165) vv" Xi," =i2" +0" 

sein. Weil aber eine solche Gleichung fiir einen beliebigen Punkt v” be- 
stehen soll (es soll ja geodiitische Linien in alle Richtungen geben!), mu8 
A bzw. « eine homogen-quadratische bzw. homogen-lineare Form in wv’ sein: 


(166) A=Z,,0'v", Z,,=2,3 b=2,v°. 
Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir Bahntreue lautet also: 
(167) Xi) = 2,2" + 224 A;). 


37. In der Bedingungsgleichung (167) tritt der alternierte Teil von 
Xj,” gar nicht auf. Setzt man nun 


(168) Xi; = —Siz”, Xawy—O, 


so wird den Bedingungen (159), (160), (167) wegen II, III geniigt, und 
es wird 


(169) 8*j,"=0. 
Setzt man aber anstatt von (168) 
(170) Xin = —Ti,’, Xin=, 


so wird den Bedingungen gleichfalls geniigt, und es wird 
(171) T”i,”"=0. 
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Also: man kann durch bahnireue Abdnderung immer erreichen, daB der 
projektive Zusammenhang nach Belieben entweder symmetrisch oder quasi- 
symmetrisch wird. 

38. Weil Y, in den Bedingungsgleichungen gar nicht vorkommt, kann 
man erreichen, daS Q;° einem beliebig gewahlten kovarianten Punkte vom 
Grade —1 gleich wird. Insbesondere kann erreicht werden, da8 Q* Gradient 
wird, oder gar verschwindet, oder auch, daB Q*=0 wird. 

39. Wir wollen weiter den alternierten Teil von Jj, sowie Q, unge- 
andert lassen. Dann ist also 
(172) Xi,” = Xi = Zin 2” + 22aAj). 


Einsetzen von (172) in (159), (160) zeigt, daB letztere Bedingungen auf 
Grund von (172) erfillt sind. Es wird 


(173) u=2,+2Z,,2", 
a 
(174) v,=24, +22, 
(175) X= 22,2°+ Z, 2° 2". 


Falls die J7j, schon nach 37 oder 38 geindert worden sind, lassen wir 


den * wieder weg; wir setzen 

(176) = — Pe Z,,=9, 
dann wird 

(177) p*,=0. 


Der Bedingung Ila wird dann also auch geniigt. 
40. Wir lassen p, weiter ungedndert; anstatt (173) kommt dann also 


(178) z= —Z,,2". 
Einsetzung in (141) ergibt 

(179) Xis”’=Zi,x" — 22° ZyAp. 
Wir lassen den Stern wieder weg und setzen 

(180) X= —Z,,2'x*= —P. 
Lat man die Z, » sonst beliebig, so wird 

(181) P*=0. 


Der Bedingung I1b wird dann auch geniigt. Also gilt wegen Satz 3: 


Satz 8. Die Existenz eines kovarianten Differentials laBt sich mittels 
bahntreuer Abdnderung erzwingen. 


41, Wir lassen Pj” weiter ungeandert. (175) geht dann iiber in 
(182) Z,, 2 x" =0. 
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Den Stern lassen wir wieder weg. Will man jetzt die Ubertragung ein- 
deutig festlegen, so kann dies unter einschrankenden Annahmen geschehen. 
Aus der Transformationsweise (53) der //;,, folgt: 


(183) I$.» = Ay I1;,— 8, log 4, 4 =Det(A7). 
Setzt man dann im gegebenen Koordinatensystem 
(184) a= —,, 0" =—+ it... 
und wahlit man die Z,, sonst beliebig, so wird der Bedingung (182) wegen 
P= 0 geniigt, und es wird im gegebenen Koordinatensystem 
(185) IT", = 0; 
in irgendeinem anderen wird J7*%,, Gradient einer Dichte. 
Also wird auch 
(186) N*sne° =0, 
d. h. die Ubertragung wird ,,inhaltstreu“**). Dies gilt wieder unabhangig 
vom Koordinatensystem. 
Der Ricci-Tensor wird also wegen (73) symmetrisch, falls die Uber- 


tragung mittels 37 symmetrisch gemacht worden ist, wie wir annehmen 
wollen : 


(187) 52" = BW" 25i*. 
42. Wir lassen den Stern wieder weg und wollen //,2, weiter ungeandert 
lassen. Dementsprechend mu8 


(188) z,=—Z,,2"°=0 

sein. Unter Voraussetzung von IIb, III wird 

(189) N*,i°— Noni? = —PZyie® + 275° 2* 2,6 = —(m —1)(1—q) Zi, 
Ist also n +1 und g +1, so kann man wegen (187) 

1 


(190) Zin = Gata Neri’ 
setzen, und es wird 
(191) N*..i*=0. 


Damit sind dann die J7;,, eindeutig festgelegt (z. B.) durch die Bedingungen 
I, IIb, Va, (186), (191). 


43. Die Q, lassen sich in dieser Art nicht eindeutig festlegen; sie 
unterliegen nur, falls ein kovariantes Differential existieren soll, der Be- 
dingung Q = 0. Dadurch bleiben also noch n Parameter unbestimmt, d. h. 


%*) Der Begriff ,Inhalt“ ist affiner, nicht projektiver Natur. Die Bedingung (186) 
korrespondiert aber mit der Bedingung fir Inhaltstreue im affinen Fall. 
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genau so viel wie bei der projektiven Abinderung einer affinen Uber- 
tragung. Will man die Q, eindeutig bestimmen, so kann man Q, = 0 
setzen, was sich aber mit Q = 0 nicht vertrigt. 

Zusammenfassend gilt 


Satz 9. Durch ein Bahnkurvensystem ist eine projektive Ubertragung 
bis auf Unbestimmtheit der Q, eindeutig festgelegt durch die Forderungen: 
Existenz des kovarianten Differentials, Symmetrie, ,,Inhalistreue“, Ver- 
schwinden des Ricci-Tensors *°). 

Satz 10. Unter Verzicht auf die Existenz des kovarianten Differentials 
wird durch ein Bahnkurvensystem eindeutig ein projektiver Zusammenhang 
festgelegt durch die Bedingungen: I, I1b, IV, Symmetrie (= Quasisym- 
metric), ,,Inhaltstreue* und Verschwinden des Ricci-Tensors. 


§ 13. 
Inhomogene Koordinaten. 


44. Damit der projektive Zusammenhang sich mittels einer der 
bekannten Methoden aus einer linearen Ubertragung in einer X, herleiten 
laBt, ist jedenfalls die Existenz geoditischer Linien notwendig. Es seien 
also die Bedingungen I, II, III vorausgesetzt. Es sei ein geoditisches 
Ortsfeld v” gegeben: 


(139) v'V,v" = pv’. 
Diese Bedingung ist gleichwertig mit 
(192) v°V,'v° = pv’, 


wo V’ den Differentialoperator auf der geoditischen Linie bezeichnet. Setzt 
man dann 

AEP, 1 a i b 
(193) wv, = Toate JayY> 
wo J., den kovarianten Einheitsbipunkt der geoditischen Linie (beziiglich 
eines beliebigen Koordinatensystems) bezeichnet, so zeigt eine kleine Rech- 
nung, daB die Rotation von w, verschwindet: 


(194) Aja = 0, 

da8 also w, ein Gradientfeld ist: 

(195) w, = 0, logw. 

Wegen z“w, =1 ist w eine homogene Funktion ersten Grades, fiir die tiberdies 
(196) v°d,w = v'd,w =0 


“) Die Symmetriebedingung V« kann hier nicht durch Vf ersetzt werden, weil 
dann wegen IIb, II, IVy, IVa auch Illa gelten wiirde, so daB die Substitution (190) 
unmdglich wiirde. 
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ist. Sowohl die Bedingung (139) bzw. (192) wie die Definition von w 
bleiben invariant bei Anderung von v” um einen beliebigex Faktor. 

45. Es sei weiter ¢ irgendeine beliebige, aber fest gewahlte nicht-kon- 
stante homogene Funktion nullten Grades auf der Buhnkurve. Dann ist 
v*d,t +0, weil sonst wegen z°2,t = 0 allgemein 0,¢ = 0, also ¢ = konstant 
ware. Wir normieren v* jetzt mittels der Bedingung 
(197) v*a,t=1. 

Der Grad von v* wird also = 1. 


Ist dann f irgendeine andere homogene Funktion nullien Grades auf 
der Bahnkurve, so ist f= f(t), also 


a a af 
v a,f(t)=v di 2a!» 
also wegen (197) 
« d 
(198) v*a,f=. 
Wir setzen weiter: 
(199) v=—. 


Die &” sind also n-+1 homogene Funktionen nullten Grades der z’, die 
sich als (iiberzihlige) Koordinaten in der als X, aufzufassenden “**H 
betrachten lassen. Dann ergibt (198), (196): 

d * 
(200) “J 
und (139): 


vw’ 
w 





a , * 

(201) —F—=L—, y=—p—v'P,logw =f —Q,v’ 

Setzt man (200) in (201) ein, so findet man mittels (198) fiir die Glei- 
chung der geoditischen Linien: 


a*e” » dgtdge sd” 
gee + OL Ge Ge =P ae 





(202) 


46. Aus (202) kann man leicht die Gleichung der geoditischen Linien 
in inhomogenen Koordinaten herleiten. Mittels einer Koordinatentransfor- 
mation kann man vorerst erreichen, daB 


(203) 2? =w 
wird. Wegen (199), (200) ist dann 
(204) €@=l1, of =O. 


Weiter kann man durch bahntreue Abanderung erreichen, daB die Uber- 
tragung symmetrisch wird (§ 12,37) und iiberdies da8 
(205) IT, = 0 
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wird. In der Tat, nimmt man einen bis auf die Bedingung 
(206) z,2°=0 
beliebigen kovarianten Punkt z, vom Grade —1, und setzt man 

Zin = —> Mi, +5 Aden, 
so wird (vgl. (158), (172)) 7*?,—0, alsoauch P*=0 und pf =gi*— 2 Af. 


Diese beiden Abinderungen seien ausgefiihrt. Von (202) ist dann die 
nullte Gleichung wegen (200), (204) identisch erfiillt. LaBt man dann die 
Indizes ¢,j,k,... die» Zahlen 1,...,m durchlaufen, so ergibt (202) die 
bekannte Gleichung der geoditischen Linien 


d*g* | ede! de). age 
oF) i i ir 
wo 
(208) r§ = 2° if 
gesetzt wurde. 


Die 5 hangen nur von den &*, nicht von x? ab, weil die J/,5 vom 
Grade —1 in den 2” sind. Fiir die iibrigen J7j,, findet man dann leicht 
mittels (56): 


1 
Ihi;==T%5, 
(209) eesel ona: ris€’), 


Myo = >, (2p + iE"). 
Wir haben also bewiesen: 


Satz 10. Falls eine “**P geoddtische Linien besitet, gibt es (in der 
als X, aufzufassenden "**H) auch eine A, mit denselben geoddtischen Linien. 


§ 14. 
Beziehungen zur dlteren Theorie. 

47. Wir wollen noch kurz andeuten, wie unsere Theorie mit den 
alteren Theorien, insbesondere derjenigen von Schouten u. Golab zusam- 
menhingt. Dazu ersetzen wir die homogenen Koordinaten x” in der "**H 
durch ,,Veblensche Koordinaten“ zx". 

Setzen wir namlich 
xz? = log’, ai = f= — 


(210) 
x, 4,....0 =90,1,..., 2; h,#,...=1,...,2 


4%") Die zugehérige Funktionalmatrix wird durch (218), (219) gegeben. 
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und bezeichnen wir die Transformation (210) kurz mit ©, eine beliebige 
Transformation aus mit ZT, so wird die Transformation G'S S 
dargestellt durch 


(211) 2? = 22 + y(z2‘), z* = 2*(2"). 


n+1 


Durch Umrechnen auf Veblensche Koordinaten geht die Gruppe 9, , , 
also iiber in eine mit ihr konjugierte, a fortiori isomorphe Gruppe 
8.41 =S '9,,,S, die durch (211) dargestellt wird. Dies ist aber genau 
die Gruppe, die von Veblen zugrunde gelegt wurde*’). Die zugehérige 
Funktionalmatrix ist 
r 2’ 1, a 42 
(212) Ay = i.’ nya ) 

Die Veblenschen ,,projective tensors“ sind also mit unseren GréBen identisch. 

Um die Beziehungen unseres projektiven Zusammenbangs zur dlteren 
Theorie darzustellen, wollen wir nur auf die Methode von Schouten u. Golab 
Bezug nehmen, weil diese die meisten anderen umfaBt. 

Sch. u. G. fiihren keine (nm + 1)-te Koordinate ein, sondern beschranken 
sich auf die Koordinaten ¢*. Unsere Gruppe 9,,, bzw. %,,, hat also bei 
ihnen kein genaues Analogon. Dagegen kommt wohl eine Matrix Aj vor **), 
In unserer Bezeichnungsweise ist sie 


2 * — ~ a: log -) 
0, a 2* ' 

wo n= a und 4, die Funktionaldeterminante der Transformation 
z*—+z* (also nicht z*-—+2*'!) ist. Sie unterscheidet sich also von (212) 
dadurch, daB die beliebige Funktion g(é*) durch die spezielle — = log Ao 
ersetzt wurde. Anstatt der Gruppe % tritt also bei Sch. u. G. eine 
Untergruppe davon auf: 
(214) 2? == x! — = log 4p, a* = 2 (z'). 


Zwischen den Determinanten 4 und 4d, besteht die Beziehung 
1 
; 
(215) =A, °. 
Rechnen wir (214) mittels (215) auf unsere homogene Koordinaten um, 
so ergibt dies die Relation 


(213) A 


i~mie 


n+1 


n 1 


(216) 2” = 7? My * — 79 4a-9 FD 





“) Veblen [5], 8. 144. 
**) Veblen [5], 8. 145. 
**) Dort mit £4 bezeichnet (loc. cit. 8. 200). 
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Die der Arbeit von Sch. u. G. zugrunde liegende Gruppe ist also eine 
Untergruppe von unserer Gruppe 9, ,,; sie wird definiert durch die 
Relation (216). 

Schreiben wir x statt 2’, so geht (216) iiber in 


1 
= (-e)(n+1)° 
Anstatt diese Gleichung als eine Bedingungsgleichung fiir eine Untergruppe 
aufzufassen, kénnen wir sie auch lesen als die Transformationsgleichung 
einer skalaren Dichte vom Gewicht ¢ und vom Grad 1. Wenn wir diese 
skalare Dichte adjungieren, kénnen wir also auch mit unserer Gruppe 9 
bzw. ihrer konjugierten Gruppe §,, weiter arbeiten. 


n+1 


(217) r’=r4‘, 


n+1 


48, Um den projektiven Zusammenhang von Sch. u. G. mit dem uns- 
rigen vergleichen zu kénnen, miissen wir die Definitionsgleichungen des 
ersteren**) auf homogene Koordinaten umrechnen. Bei den Rechnungen 
benutzen wir die zu (210) gehérige Funktionalmatrix 


Li 0 
y er , 
(218) A, = . 
Theda at 
bzw. ihre Reziproke 
¥ qt; 0 
21 = ‘ 


Elimination der Komponenten des affinen Zusammenhangs ergibt, daB die 
Bedingungsgleichungen (in unserer Bezeichnungsweise) aquivalent sind mit 


(220) 0,,=—0i,=0, O,—Uj,—c4z, Px'=0, f=. 


vik 


Umrechnung mittels (218), (219) und der Transformationsgleichung (53) der 
II;,, ergibt, daB diese Gleichungen aquivalent sind mit Sj,,"—0 und 


(221) Mg=0, Ug==(e—1)(n+1), 
(222) P;” = (ce —1) Aj, 
(223) N,,.i*° =0. 


Die erste dieser Gleichungen hat selbst keine invariante Bedeutung, aber 
sie ergibt die invariante Beding ang 
(224) Nope’ = 0 


der ,,Inhaltstreue“ (vgl. *)), weil sie als 1%, = @,logr°~?"*” 


geschrie- 


ben werden kann, d. h. besagt, da8 J/%, Gradient ist. Die zweite Gleichung 





*t) Loe. cit. 8. 209. 
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zeigt, daB der Bedingung Ila geniigt wird. Wegen der Symmetrie wird 
dann auch III geniigt, dh. die Gleichung der geodiatischen Linien ist 
unbeschrankt integrierbar. Die dritte Bedingung schlieBlich besagt das Ver- 
schwinden des (wegen (224) symmetrischen) Ricci-Tensors. Die schwichere 
Bedingung Ila geht fiirc = 1 und nur dann in die schiarfere Bedingung IIb 
iiber; dies ist aber genau der Fall, der die (ialtere) Veblensche Theorie 
auszeichnet. 

49. Es ist zu beachten, daB die Bemerkung von Sch. u. G., daB ihre 
Theorie die Veblensche umfaBt, nur fiir die altere (hier nicht naher be- 
sprochene; Veblen [4]), nicht aber fiir die jiingere, verallgemeinerte, in 47 
erwahnte (Veblen [5]), erst nach Abfassung der Arbeit von Sch. u. G. 
erschienene Veblensche Theorie zutrifit. Letztere beruht ja auf einer 
Gruppe, die mit der unsrigen isomorph ist, wahrend Sch. u.G. sich auf 
eine echte Untergruppe beschrinken. Weiter macht Veblen in seiner ver- 
allgemeinerten Theorie wesentlich weniger weitgehenden Annahmen fiir 
die IT, als Sch.u.G. In der Tat setzt er nur Symmetrie der [77 , zu- 


sammen mit der Bedingung JI;,= A; voraus. Letztere ist aber nach 


(220), (222) mit Pj” = 0 aquivalent. Dagegen sind seine Iii, unabhangig 
von rt, d.h. es ist Q, =0. Also gilt: 

Satz 11. Die verallgemeinerte Veblensche Theorie ist mit demjenigen 
Spezialjall der unsrigen dquivalent, der durch die Bedingungen IIb, IV 
und V und Va=V£ ausgezeichnet ist. Insbesondere ist also auch Ill 
erfillt, so daB die Gleichung der geoddtischen Linien unbeschrankt inte- 
grabel ist (sie sind auch projektiv-euklidisch). Hin kovariantes Differential 
existiert wegen IV bei Veblen nur fiir Punkte vom Grad 0.**) 

DaB bei Veblen das ,,Gewicht“ (,,weight“) einer GréBe sich bei Ab- 
leitung nicht andert, wahrend der Grad dabei sich um Eins erniedrigt, kommt 
daher, daB der Veblensche Operator 2,= 2°, ist, also den Grad erhilt; 
der Operator @, ist einfach der Eulersche Homogenititsoperator x*2,. Ent- 
sprechendes gilt fiir die kovariante Ableitung. 


-50. Zum Schlu8 wollen wir noch die Beziehungen unserer homogenen 
Funktionen zu den projektiven Dichten von Sch. u. G. kurz darstellen. 


“*) In einer Mai 1931 erschienenen Dissertation, The representation of pro- 
jective spaces, Ann. of M. 82 (1931), pp. 327—360, hat ein Schiiler Veblens, Herr 
J. H. C. Whitehead, einige Ergebnisse erzielt, die mit den unsrigen manche Berih- 
rungspunkte aufweisen. Er hat das Veblensche e*° durch x° ersetzt (vgl. *) und ist 
dadurch zu homogenen Koordinaten in der X, gelangt, allerdings nur zu Normal- 
koordinaten zu einem einzigen Punkt, so da8 unsere allgemeine Gruppe 9, ,, bei 
ibm nicht auftritt. Sein projektiver Zusammenhang ist wie der Veblensche durch 
IIb, IV, Va =V£ gekennzeichnet. 
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Weil sich eine jede Projektordichte als Produkt eines Projektors und 
einer Potenz einer beliebigen skalaren Dichte schreiben laBt, geniigt es, 
zur Definition der projektiven Ableitung beliebiger Projektordichten mittels 
der Leibnizschen Differentiationsregel fiir Produkte, die kovariante Ableitung 
einer einzigen skalaren Dichte (deren Grad wir noch beliebig wahlen kénnen) 
zu definieren. Wir wahlen dazu das oben eingefiihrte y.. Es darf dann 


+ r ein beliebiger kovarianter Punkt vom Grade —1 (Gewicht = 0!) 
es 


sein. Wir wahlen dazu unser Q,. Wir sind dann in genauer Uberein- 
stimmung mit der Theorie von Sch. u.G. Machen wir namlich fiir Dichten p 
vom Gewicht f und vom Grade Null den iiblichen Ansatz 


225) V.p=o,p+klp,, 

so ergibt sich fiir eine beliebige Dichte p vom Gewicht f und vom Grade r: 
(226) V4.9 = 0,9 + tle +tQ, 9, 

insbesondere also fiir p=—y, wegen r= 1 und f=—c: 

(227) Vr=e.r+cllgr+Q,r- 

Berechnet man dies nun im Koordinatensystem, in dem ¢ = 2? ist**), so wird 
0.t = Af. Andererseits ist aber wegen (221) J7?, = — = 4, also finden wir 
(228) V.t=Q,0- 


Beachten wir schlieBlich noch, daB sich die Projektoren und die projektiven 
Dichten vom Grade Null (wie sie ausschlieBlich bei Sch. u. G. vorkommen) 
eineindeutig entsprechen, indem wir z. B; einer Punktdichte »” vom Ge- 
wichte f und vom Grad 0 den Punkt 


(229) vp” = 


1-3 
: 


Ole 


r 
vom Gewichte 0 und vom Grade —t zuordnen, so sehen wir, daB auch 
die Dichtentheorie von Sch. u. G. nach Auszeichnung einer beliebigen skalaren 


Dichte vom Grad 1 und beliebigem Gewicht ¢ (woraus sich c = 1 — CEsr 
*5) Ein solches existiert immer. Denn ist r+ 0 im beliebigen Koordinatensystem x” 
als beliebige Funktion ersten Grades gegeben, und ist ¢ eine beliebige Konstante +0, 
so gibt es stets eine homogene Lésung nullten Grades 4 der Differentialgleichung 
1 2 
> (ec , 
4+2°i=a' (=) . Setzt man dann 2” =172°, 2’=z!, so gehért die Transfor- 
1 & 
mation z+ 2” zu Oq,;, und es ist 4=1° (=) also r’ = 4°=A12%= 2". 
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berechnet) véllig in unsere Theorie eingeht. In der Theorie von Sch. u. G. 
kommt man gewissermaBen ,billiger“ davon, weil man dort nur eine 
skalare Dichte mit einer einzigen Bestimmungszahl adjungieren mu8, wahrend 
wir dafiir einen kovarianten Punkt mit n + 1 Bestimmungszablen brauchen. 
Dafiir biiBt man jedoch abermals an Allgemeinheit em. Denn nicht nur, 
daS man ohne Auszeichnung eines Q, (das eventuell auch verschwinden 
kann) ausschlieBlich mit Projektoren und Projektordichten nullten Grades 
arbeiten kann, wahrend man mit dem Q, gemaB (226) auch ohne Aus- 
zeichnung eines x mit beliebigen Dichten operieren kann; aber Vergleichung 
von (228) mit Ve ergibt iiberdies, daB die so erhaltene Theorie wegen 
Satz 2 genau durch den Spezialfall U,,,— 0 ausgezeichnet ist, wie schon 
in FuBnote **) bemerkt wurde. 

Zusammenfassend kénnen wir also sagen: 

Satz 12. Die projektive Differentialgeometrie von Sch. u. G. (und 
damit wegen Satz 11 auch alle alteren Theorien) lat sich als ein Spezial- 
fall der unsrigen betrachten. Sie entsteht daraus durch Adjunktion einer 
skalaren Dichte r vom Grad 1 und beliebigem Gewicht ¢ und durch die 
folgenden spezialisierenden Bedingungen: 


1. S§j,” =0, 
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—} 


2. Pi"=PAj, P=e—-1= 25 hm konstant, 
3. Nope’ = 9, 
4. N,,i* =0, 
5. U.=9 (Q= ~0,t). 
§ 15. 
SchluBbemerkung. 


51. Wir haben wiederholt hervorgehoben, daB die hier auseinander- 
gesetzte Theorie nicht rein projektiv ist. Wir wollen jetzt zum Schlu8 
noch kurz skizzieren, wie es méglich ist, auch rein projektiv-geometrisch 
eine Differentialgeometrie aufzubauen. 

Dazu ist es nétig, da8 man sich von allen Gradbedingungen frei macht, 
vorerst also von derjenigen, die die Transformationsgruppe einschrinkt. 
Anstatt der Gruppe 9,,; wiirde man also eine umfassendere Unter- 
gruppe §,,, der Gruppe @,,, zugrunde legen miissen, die dadurch 
definiert ist, daB die Verhiltnisse der x” Funktionen der Verhdltnisse 
der x” sein sollen, ohne da irgend etwas iiber den Proportionalititsfaktor 
ausgesagt wird. Wir kénnen der Transformation dann immer die Gestalt 


(230) a” =e" 
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geben, wo die al homogen nullten Grades in den x” sind, wihrend x eine 
ganz beliebige Funktion der x’ mit x“ 0,7 +0 ist. Fir die Funktional- 
matrix findet man dann 

(231) Ay = 70,8" + 2” 0, logy. 

Die Differentiale dx” transformieren sich wie iiblich gemaiS (17a). Wir 
legen jetzt auch eine allgemeinere GréBendefinition zugrunde. Unter einem 
kontravarianten bzw. kovarianten Punkt verstehen wir ein System von 
n-+1 Zahlen, das sich bis auf einen beliebigen gemeinsamen Faktor wie 
die Differentiale dx” bzw. dazu kontragredient transformiert. Dieser Faktor 
darf eine ganz beliebige Funktion der Koordinaten sein, also 


(232) =A", vv =r Ave", 
(233) wy =ypAyw,, wy= — Ay Wy. 


Weiter ersetzen wir die Homogenititsbedingung durch die schwichere Be- 
dingung: Die Verhdltnisse der Bestimmungszahlen eines Projektors sind 
reine Ortsfunktionen, also homogen nullten Grades. Ein beliebiger kontra- 
varianter Punkt v” kann also immer in die Gestalt 

(234) v’=vu’ 

gebracht werden, wo u" ein kontravarianter Punkt nullten Grades und v 
ein beliebiger skalarer Faktor + 0 ist. Man verifiziert leicht, dab diese Be- 
dingung bei der Gruppe &,,; invariant ist. Das Kriterium dafiir, daB vu" 
der Homogenitatsbedingung (234) geniigt, lautet: 


(235) 2"0,v =v’, 
oder auch 
(236) z°(d,, v'")o“l=0, 


d. h. der Differentialoperator x"¢,, muB ein Multiplikator sein. Weil die 4 
homogen nullten Grades sind und demzufolge x° @,¢° = ist, finden wir 
mittels (202): 

(237) A 2c" =yr", y= 2°, log z, 

so daB auch hier der Beriihrungsort als projektive GréBe existiert. 


52. Bei der Definition einer projektiven Ableitung entstehen aber 
Schwierigkeiten, welche hier nur kurz angedeutet werden mégen, deren Lésung 
wir uns aber fiir eine spitere Gelegenheit vorbehalten wollen. Wir wollen 
natiirlich die Einfiihrung eines kovarianten Punktes vermeiden, weil sonst 
in jeder "** eine Hyperebene "Z ausgezeichnet wire, die als ,,uneigentlich* 
betrachtet werden kénnte, so daB die Geometrie, wenigstens im infinitesimalen 
doch wieder affinen Charakter erhalten wiirde. Definiert man dann 
(238) Vv" =0,0'+Ij,v’, 
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so geniigt Vv" der Homogenititsbedingung, falls dies mit v’ der Fall ist 
und die JJ;, homogen vom Grade —1 sind. Eine kleine Rechnung zeigt 
namlich, daB aus 2°d,v"= pv" 
(239) 2°3,V,0" =(p — 1)V,0" 
folgt. 

Die Schwierigkeit ist aber, dab Vv’ keinen kovarianten Charakter 
hat. Transformiert man nimlich die /7;, gemaB (53), so ist 
(240) Vv" = p (AL SV,v" + v” 0, log). 
Es tritt also ein Glied hinzu, das mit der zu differenzierenden GréBe 
proportional ist, und dessen Kofaktor ein Gradient ist. Man kann dieses 
Glied auch nicht in der Transformationsweise der I; mit aufnehmen, 
weil » hier nicht, wie in der Theorie der Dichten oder PseudogréSen von 
Schouten und Hlavaty, Potenz eines festen Faktors ist, sondern von v” 
abhangen kann. 


53. Diese Schwierigkeit 148+ sich nun beheben, wenn man den Gréfen- 
begriff abermals erweitert. Wir fiihren dazu eine Aquivalenzrelation ein, 
und zwar nennen wir den Beriihrungspunkt und jeden Gradient dquivalent 
Null, sowie Vielfachen dieser beiden mit beliebigen (nicht notwendig ska- 
laren) Kofaktoren. Zwei Projektoren nennen wir jetzt dquivalent, falls eine 
lineare Kombination der beiden mit nichtverschwindenden Koeffizienten 
aquivalent Null ist, und wir erweitern den GroBenbegriff dahin, da8 wir ein 
System von Zahlen einen Projektor in weiterem Sinne nennen, wenn er sich 
bis auf einen gemeinsamen Faktor und bis auf Glieder, die dquivalent Null 
sind, wie ein Projektor in engerem Sinne transformiert. 

Eine andere Lésungsméglichkeit ist, sich konsequent auf alternierten 
Produkten zu beschrinken und nur mit AbleitungsgréBen wie 

(V,, v') ve! 
(und nicht mit V,v° selbst) zu operieren, die, wie man leicht einsieht, 
wohl kovarianten Charakter besitzen. 

Wir wollen aber die Konsequenzen dieses weitgehenden Schrittes, der 
erfolgreich zu sein verspricht, insbesondere, wenn man die Bedingung Ila 
einfiihrt, hier nicht weiter verfolgen, sondern es bei dieser fliichtigen An- 
deutung bleiben lassen. 


Nachtrag **). 
Bei spateren Arbeiten iiber die projektive Differentialgeometrie hat sich 
herausgestellt, daB sich die vorstehenden Untersuchungen in formaler Hin- 
sicht sehr vereinfachen lassen, und zwar in folgender Weise: 


*) [Eingegangen am 6. 1. 1982.] 
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Ist X: ein Projektor mit ¢ kontravarianten und s kovarianten Indizes, 
so nennen wit? die kontravariante, s die kovariante, t — s die algebraische 
und ¢ +8 die totale Valenz (oder Valenz schlechthin)*’) von X:. Ist X. 
homogen r-ten Grades, so nennen wir den UberschuB «= r — (t — 8) des 
Grades tiber die algebraische Valenz den Exzef von X:.**) Diese Zahl ist 
invariant bei Faltung, Uberschiebung mit 2” und partieller oder kovarianter 
Ableitung. Der Exze8 eines Produktes ist die Summe der Exzesse der 
Faktoren. Der Beriihrungspunkt x” hat den ExzeB Null. Obwohl /7,”, kein 
Projektor ist, definieren wir auch fiir ihn den ExzeB als den Grad plus Eins. 

Die Bedingung I besagt dann, da8 /7;,, und Q, den ExzeS Null haben. 
Fiihren wir weiter anstatt der J/;,, die Funktionen 


* 1 
Ij, ig Ti, — Ii, + Ay Qu 
(vgl. (61)) ein, die zur kovarianten Ableitung von kontravarianten Punkten 


ersten Grades also vom ExzeB Null gehéren, und ist e der ExzeB der zu 
differenzierenden GréBe, so gehen (59), (62), (63) tiber in 


(59*) Fug =On9+#Quq; 
(62*) Vv” = 0,0" + I, v'+eQ,v", 
* 

(63*) V,, w, = 3, w, — I, w, + € Q, wi. 
Weiter wird 
(68*) 7," = &i;", 
so daB die Quasisymmetrie einfach in Symmetrie der II, tibergeht. 
(69*) Ui, = Vu. Qu + &.,° Q = Ow Qui» 

* 
(67*) Vio ud = Si;°Voq + € Uw nds 
(70*) Poop?” = —5 Nagi’ v' + Bo,?%ev" + Vey", 
(71*) Fron) Wi = + 5 Nini” w, + 55.2 Vp wi +e Gap W,, 
wo 
(55*) Wagi? = — 8% IN 3 —2 Moo yy = Mepi” + ME Dorp 


*?) Nach einem Vorschlag von J. A. Schouten verwenden wir das Wort Valenz 
zum Unterschied vom Homogenitatsgrad zur Bezeichnung des Begriffes, der bisher 
(Z. B. im R. K. 8. 28) ,Grad“ genannt wurde. 

**) Der ExzeB ist identisch mit der Zahl, die Veblen (auf ganz anderem Wege) 
eingefiihrt und anfangs [5, 8S. 147] mit ,weight“, spiter [6, 8.61] mit index“ be- 
zeichnet hat. Weil beide Wérter schon in anderen Bedeutungen [vorkommen, haben 
wir das Wort ,ExzeB“ vorgezogen. 


29° 








452 D. van Dantzig. 



























ist. Fiir die zweite Identitat findet man 

* * * * 
(73*) Nie pii = iw S,i; + 48,0 4° Siy,” 
und fiir die Identitaét von Bianchi 


e , } e S ¥ 
(74*) Vin Nowi = — 280° Nuiei's 
wobei wir gleichzeitig die Identitat 
(743*) Fin Vv = — 2.835" Unie 


verzeichnen. Fiihren wir weiter anstatt der GréBen 


1 * 1 . 
P;” = Ty, 2", Q',. = Il;, =” 
die GréBen 
+ * 
(56*) i” = Ij, 2” + Aj = Pi” + QAj, 
* * 
(57°) Q",. = Wi ,2* + Ar =Q", + An +2" Qy 
ein, so wird 
(75*) i, i’s' = — 2Fe QO"  + 28552 Oe, 
(76*) s° Hi" = V, Pr’, 
» - l 
(765*) x U..,. = - 549, 
(77*) V,2"= Q°, = P;” — 28;," 2", 
(78*) 2’ V, 0" = + P;’ v' +eQv’, 
(79*) x0, w, = ~ P;" w, +e Quy. 


Die Existenzbedingung fiir das kovariante Differential von beliebigen 
Projektoren vom ExzeB « ist 
(Ila*) P;’ — PA; 


zusammen mit 
* 


(85*) 5 = konst. = «. 


Satz 3 behilt seine Gestalt (bis auf Ersetzung der GréBen ohne Stern 
durch solche mit Stern). Auch die Gestalt der Existenzbedingungen II, ITI 
fiir die geoditischen Linien bleibt erhalten. Dabei ist dann 
P= Pr; Gu =I + Q% 
* * * 
P=P+Q, p=p, g=q+Q-1. 


Ersetzt man N ;j;* in der Voraussetzung von Satz 6a durch Nic’, so 
bleibt die Gestalt von (144), (147) erhalten, wahrend (145), (146) sich 
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vereinfachen: 

(145*) Va Puy + Pau =, 
* * 

(146 *) q =P. 


Die entsprechenden formalen Anderungen in den anderen Satzen und 
Formeln lassen sich leicht anbringen. Inhaltlich andert sich dabei nichts. 


Zum bequemeren Vergleich mit den ilteren Theorien erwihnen wir 
noch, daB sich (218), (219) auch in der Form 


(2188) A= tA, Aba Abe”, 

(219a) A, = 2’, 4; = x’ A’ 

schreiben lassen. Der Veblensche kovariante Index (@ (unser 0) bedeutet 
also Uberschiebung mit 2’, woraus sich die Skalarnatur dieses Index er- 
klart. Dagegen hat der Veblensche kontravariante Index 0 (wie Veblen 


auch selbst bemerkt) keine invariante Bedeutung (es sei denn, das Feld x? 
oder x sei gegeben). Allgemein ist 





(A) v= =, 0°, v= (v" — sy08) ") 
(B) Wy = w, 2’, w, = 2° w,. 
Aus (219a) folgt noch: 
(219b) As—2", %Aj—a,Aj—2°A7, 0,47=0, 
aso * * * . * 
iis, = = 0°, igo = — (b*x” —b’ 2"), 
. If, a P;?, li, a +, (Bite? — P;° x), 
: lig, Q°;, — Hgy—= 4 (G* 2° — O°; 2°), 
I, =2°lh,, Th, =I,2° — Thy", 


**) Um Zweideutigkeit zu vermeiden, empfiehlt es sich, die Veblenschen Koordi- 
naten nicht (wie in § 14 getan wurde) mit x”, sondern z. B. mit &” zu bezeichnen: 





k 
g2mlogz*, st=S. 
Wegen (A) sind namlich 
z2@=1, at 0, 
die Veblenschen Besti hlen des Berithrungspunktes x”, wahrend die &* seine 


Veblenschen Koordinaten sind. 
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wo 

(D) bY = P;’ 2 = @, 2" = Iij,2'2" +2" 

gesetzt wurde. SchlieBlich ist noch zu erwahnen, da es gleichgiiltig ist, 
ob man die Veblenschen /7;,, mit unseren Ii; ,» oder unseren IT; » identifi- 
ziert, weil bei Veblen Q, = 0 ist, wahrend sich die Theorie von Sch. u. G. 
in zweierlei Weise mit der unserigen identifizieren la6t. Fordert man naim- 
lich, daB die Bestimmungszahlen der Sch. u. G.sechen Punktdichten beziiglich 
der homogenen Koordinaten reine Ortsfunktionen sind, so korrespondieren 
die PunktgréBen mit unseren Projektoren vom Grad Null. Fordert man 
aber, daB die Bestimmungszahlen beziiglich der Veblenschen Koordinaten 
reine Ortsfunktionen sind, so korrespondieren die PunktgréSen mit unseren 
GréBen vom Exzef Null. Im letzten Fall sind die Gleichungen (220), (221), 
(223), (224) durch die entsprechenden mit * zu ersetzen, wahrend (222) 


wegen der abweichenden Definition von P;” in 

(222*) "= eAi 

iibergeht. Entsprechendes gilt fiir Satz 12. Auch ist noch zu bemerken, 
daB bei Sch. u. G. sich das Gewicht der GréBen auf die Determinante 4, 
bezieht, also wegen (215) durch Multiplikation mit sat aus dem projek- 
tiven Gewicht (beziiglich 4) hervorgeht. 


(Eingegangen am 11. 5. 1931.) 














Zwei Bemerkungen zu der Arbeit ,Zur Arithmetik der 
Polynome* von U. Wegner in den Mathematischen 
Annalen, Bd. 105, S. 628—631. 


Von 
Helmut Hasse in Marburg. 


1. Der Satz II a.a.0.: ,Spaltet das ganzzahlige Polynom 
f(x) =2"+a,2""*+...+4, 
ohne mehrfache Nullstellen fiir fast alle Primzahlmoduln mindestens einen 
ganzzahligen Linearfaktor ab, so ist f(z) im Bereich der rationalen Zahlen 
reduzibel und besitzt mindestens einen ganzzahligen Linearfaktor“ gilt nicht 
in dieser Allgemeinheit. Ein Gegenbeispiel wurde mir im September 1927 
von Herrn E. Artin miindlich mitgeteilt: Das Polynom 


f(x) = (x* — p)(x*—q)(x*— pg), 


wo p,q verschiedene Primzahlen mit (=) = (2) = +1, p=q=1mod4 
sind, erfiillt offenbar die Voraussetzung (sogar mit ,alle“ statt ,fast alle“), 


nicht aber die zweite Behauptung. 


2. Der fragliche Satz ist jedenfalls richtig, wenn man sich auf irre- 
duzible Polynome f(a) beschrinkt. Herrn Wegners Veréffentlichung seines 
Beweises veranlaBt mich, hier einen Beweis dieses Satzes mitzuteilen, der 
in einer Unterhaltung zwischen Herrn R. Brauer, Herrn H. Priifer und mir 
im September 1927 entstand. Ich setze den Satz in die folgende, etwas 
modifizierte und auf algebraische Zahlkérper verallgemeinerte Form, die ihn 
als interessantes Seitenstiick zu denjenigen Prinzipien erscheinen laBt, deren 
fundamentale Rolle in der Theorie der quadratischen Formen ich in einer 
Reihe friiherer Arbeiten') darlegte, und die ich neuerdings*) auch in der 
Theorie der Algebren aufdecken und mit groBem Erfolg anwenden konnte: 


1) Siehe Crelle 152 (1923), S. 129-148, 205-224; 158 (1924), 8S. 12—43, 113-130, 
158—162. 

*) Gétt. Nachr. 1931, S. 64—69, 70—79, sowie die demnichst in den Trans. Am. 
Math. Soc. erschemende ausfiihrliche Darstellung der BeWeise, in der am SchluB dic 
fraglichen Prinzipien explizit hervorgehoben werden. Ferner Crelle 167 (Hensel -Fest- 
band, 1982), 8. 399—404. 
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Es sei f(x) ein irreduzibles Polynom in einem algebraischen Zahl- 
kérper Q. Die Gleichung f(x)=0 ist dann (und natiirlich auch nur 
dann) durch ein x =a aus Q lésbar (d.h. also, f(x) tet linear), wenn 
sie fiir jede Primstelle p von 2 durch eine Zahl x =a, des zugehdrigen 
p-adischen Erweiterungskérpers 2, lésbar ist. 

Beweis. Es sei K der durch eine Wurzel von f(z) bestimmte Kérper 
iiber 2, ferner G der zugehérige iiber 2 Galoissche Kérper, und @ die 
Galoissche Gruppe von @ iiber 2. Wird @ durch Permutationen der 
n {= Grad von f(x)] konjugierten Kérper K“ zu K dargestellt, so gehért 
K zu der Untergruppe, die das Permutationssymbol K festla8t. Der Typus 
der Zerlegung eines nicht in der Diskriminante von K iiber 2 aufgehenden 
Primideals p von Q in K ist dann bekanntlich gleich dem Typus der Zyklen- 
zerlegung der p nach Frobenius zugeordneten Klasse aus @%. Unter der 
Voraussetzung des Satzes haben nun alle diese p in K einen Primfaktor 
ersten Relativgrades. In der zugeordneten Klasse aus & besitzt also die 
Zyklenzerlegung stets einen eingliedrigen Zyklus. Nach dem Tschebotareff- 
schen Dichtigkeitssatz*) kommt nun jede Klasse aus @ wirklich bei un- 
endlich vielen Primidealen p vor. Somit laBt jede Permutation aus & 
mindestens ein Symbol fest. 

Da f(x) irreduzibel, ist G transitiv. Ist also g die Ordnung von ©, 
so ist die Anzahl der Elemente von ©, die ein bestimmtes Symbol fest- 


lassen, gleich ~< Uberdecken sich diese Elementsysteme nicht, d. h. laBt 
jedes Element aus @ auch nur eins der n Symbole fest, so liefert diese 
Abzahlung den richtigen Wert n-£ =g fiir die Anzahl aller Elemente 


von @. Da aber das Einheitselement alle Symbole festlaBt, kime ein 
Widerspruch heraus, wenn nicht g=1 ist. Dann aber ist f(z) linear.*) 


*\ Es geniigt, wie man leicht sicht, schon der urspriingliche Frobeniussche Dich- 
tigkeitesatz. — Von der Voraussetzung wird hierbei nur der auf die nicht in der 
Relativdiskriminante von K aufgehenden » beziigliche Teil ausgenutzt, und auch dieser 
nur so weit, als noch endlich viele Ausnahmen zugelassen werden kiénnen. Der Satz 
stimmt also sogar mit ,fast jede Primstelle“ statt ,jede Primstelle“, entsprechend der 
von Herrn Wegner gegebenen Formulierung. 

*) [Anmerkung von U. Wegner.} Die Richtigkeit der vorstehenden Aus- 
fiihrungen Herrn Hasses erkenne ich an; bei meinen Satzen 2 und 2’ muB also zu 
den Voraussetzungen zu f(z) noch die weitere hinzutreten: f(x) sei im Bereich der 
rationalen Zahlen héchstens in zwei und nicht mehr irreduzible Bestandteile zerlegbar. 


(Eingegangen am 7.11. 1931.) 














Uber die Dichte metrischer Riume. 
Herrn Geheimrat Heffter zum 70. Geburtstag gewidmet. 


Von 


Friedrich Karl Schmidt in Erlangen. 


Einleitung. 


1. G. Cantor hat bekanntlich gezeigt*), daB ein insichdichter und voll- 
standiger*) metrischer Raum mindestens die Machtigkeit x des Kontinuums 
besitzt. Fiir separable*) metrische Raiume, wie sie bei den Anwendungen 
in Geometrie und Analysis ausschlieBlich in Betracht kommen, liefert dieser 
Cantorsche Satz offenbar ein vdllig befriedigendes Resultat. Da niamlich 
die Machtigkeit eines separablen Raumes héchstens gleich x ist, so folgt, 
daB die Machtigkeit eines separablen insichdichten und vollstandigen Raumes 

genau mit der des Kontinuums iibereinstimmt. 
Nun fiihrt aber neuerdings die Algebra, und zwar namentlich die Be- 
wertungstheorie zur Betrachtung metrischer Riume, die keineswegs mehr 
separabel sind. Es entsteht daher die Aufgabe, den Cantorschen Satz so 
zu verschirfen, daB man auch fiir nicht separable Raume genaue, bei den 
algebraischen Fragen brauchbare Resultate erhalt. Mit der Lésung dieser 
Aufgabe beschaftigt sich die vorliegende Note. 

Ausgangspunkt ist dabei die Erkenntnis, daB das Cantorsche Ergebnis 
fiir die Machtigkeit selbst bereits die weitestgehende Aussage darstellt, die 
sich bei beliebigen insichdichten und vollsténdigen metrischen Raumen 
iiberhaupt machen |a8t: Zu jeder Kardinalzahl x, > kann man leicht 
einen insichdichten und vollsténdigen metrischen Raum angeben, dessen 


1) Vgl. etwa F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, 1. Aufl., Leipzig 1914, 8. 318. 
*) Ein metrischer Raum R wird vollsténdig genannt, wenn in ihm das Cauchysche 
Konvergenzkriterium gilt, d.h. wenn jede Fundamentalfolge in R einen Grenzwert 
besitzt. 
5) Separabel hei8t jeder Raum, in dem eine abzihlbare Menge dicht liegt. 
Mathematische Annalen, 106, 30 
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Michtigkeit gleich ~, ist‘). Um weiter zu kommen, fiihre ich daher zu- 
nachst an Stelle der Machtigkeit einen neuen Begriff ein, namlich die 
Dichte des metrischen Raumes R im Punkte P. Dazu gelange ich so: 
Jeder Umgebung U von P ordne ich die Kardinalzahi der in U enthaltenen 
Punkte zu, so daB eine monotone Umgebungsfunktion“ entsteht. Der 
Grenzwert, dem diese Umgebungsfunktion zustrebt, wenn sich die Um- 
gebung auf P zusammenzieht, heibe die Dichte d(P) von R in P.°) 
Man iiberlegt dann leicht, daB die Dichte in P gleich der Machtigkeit 
einer hinreichend kleinen Umgebung von P ist®), d. h. die Einfiihrung 
der Dichte bedeutet nichts anderes als Ubergang von der Betrachtung 
im GroBen zur Betrachtung im Kleinen und liegt daher ganz in der von 
Herrn K. Menger bei verschiedenen Gelegenheiten mit besonderem Nach- 
druck betonten Gedankenrichtung ‘). 

Auch die Dichte eines insichdichten und vollstindigen metrischen 
Raumes in einem beliebigen Raumpunkt unterliegt allerdings noch keiner 
anderen Beschrankung als der, mindestens gleich x zu sein, wie man wieder 
ohne Schwierigkeit durch Beispiele bestatigt’). Sei nun aber R ein fester 
metrischer Raum. Die Menge seiner Dichten in den einzelnen Raumpunkten 
bildet eine Menge von Kardinalzahlen und enthalt daher eine kleinste, die 
ich kurz als kleinste Dichte von R bezeichne. Dann gilt: 

I. Die kleinste Dichte d, eines vollstandigen metrischen Raumes ge- 
niigt stets der Bedingung dy* = dy *) *). 





*) Man denke sich x, verschiedene Exemplare der reellen Zahlgeraden und 
identifiziere die Nullpunkte aller dieser Geraden, wahrend alle tibrigen Punkte auf 
verschiedenen Geraden stets als verschieden gelten. Von jedem Punkte des so ent- 
stehenden Raumes kann man auf einem eindeutig bestimmten kirzesten Weg zu 
jedem anderen gelangen. Dabei ist dieser kiirzeste Weg bei Punkten derselben Ge- 
raden einfach die Verbindungsstrecke, bei Punkten verschiedener Geraden gleich 
der Summe der Verbindungsstrecken mit dem Nullpunkt. Die Entfernung zweier 
Punkte setze man gleich der Lange des kiirzesten Verbindungsweges. Man erhalt 
dann offenbar einen (zusammenhingenden) vollstandigen und insichdichten Raum 
von der vorgegebenen Machtigkeit x,. 

*) Fiir die nahere Ausfiihrung vgl. § 1 der vorliegenden Note. 

*) Vgl. etwa K. Menger, Bericht iiber die Dimensionstheorie, Jahresber. d. D. 
Math. Vereinig. 35 (1926), S. 131. 

*) Der in *) konstruierte insichdichte und vollstandige metrische Raum besitzt 
im Nullpunkt die vorgegebene Dichte x, > x. 

*) Hier ist gegeniiber dem zu Anfang angegebenen Cantorschen Satz die Voraus- 
setzung, da8 der Raum insichdicht sei, fortgefallen. Doch ist I fir einen Raum mit 
einem isolierten Punkt trivial, da dann die kleinste Dichte gleich 1 ist. 

*) Die Potenz x*o kann bekanntlich folgendermaBen definiert werden: Ist M 
eine Menge von der Machtigkeit x,, so ist xo die Machtigkeit der Menge aller Folgen 
von Elementen aus M. 
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Das besagt, daB als kleinste Dichte eines vollstindigen metrischen 
Raumes keineswegs mehr jede hinlanglich groBe Kardinalzahl in Frage 
kommen kann. Fiir jede Kardinalzahl x,, die sich als Grenzwert oder 
Summe einer aufsteigenden Kardinalzahlfolge auffassen laBt, besteht namlich 
nach einem bekannten J. Kénigschen Satz*®) die Ungleichung xfo+ x,, 
d. h. beim Durchlaufen der wohlgeordneten Menge aller Kardinalzahlen 
stéBt man sicher immer wieder auf solche x,, die die Gleichnng xo = y, 
nicht befriedigen. Andererseits kann man aber auch sofort unendlich viele 
Kardinalzahlen x, angeben, fiir die yo = x, ist; man braucht nur x, = no 
zu setzen, wo x, eine beliebige Kardinalzahl bedeutet. Die kleinste un- 
endliche Kardinalzahl, die sich beim Potenzieren mit », nicht andert, ist 
die des Kontinuums; Satz I umfaBt daher das zu Anfang angegebene 
Cantorsche Resultat fiir insichdichte und vollstandige Raume. 


Eine besondere Bedeutung gewinnt Satz I schlieBlich noch dadurch, 
daB die in ihm enthaltene Bedingung tatsichlich die einzige ist, der die 
kleinste Dichte eines vollstandigen Raumes unterliegt. Zu jeder Kardinal- 
zahl a, fiir die a** —a ist, kann man namlich wieder miihelos einen voll- 
standigen Raum mit der kleinsten Dichte d,—a angeben**), 


Fiir einen vollstindigen Raum mit konstanter Dichte d(P) = d, folgt 
aus Satz I die Giiltigkeit der Gleichung (d(P))"° = d(P) in jedem Punkte P. 
Es liegt daher nahe, bei einem vollstandigen Raum mit nichtkonstanter 
Dichte ganz allgemein nach der Verteilung derjenigen Punkte P zu fragen, 
in denen (d(P))*° + d(P) ist. Hieriiber gilt: 


Il. Diejenigen Punkte P eines vollstindigen Raumes R, in denen 
(d(P))*° + d(P) ist, legen in R nirgendsdicht**). 


Dieser Satz stellt das wichtigste Ergebnis der folgenden Uberlegungen 
dar; mit ihm ist die ,,Willkiirlichkeit* der Dichte eines vollstindigen 
Raumes in einem Punkt in ganz bestimmtem Sinn als eine Ausnahme- 
erscheinung erkannt. ; 


2. Ist der betrachtete metrische Raum homogen**), d. h. kann man 
durch homéomorphe Abbildungen des Raumes auf sich einen beliebigen 


10) Vgl. loc. cit. *), 8. 128. 

“) Fiir ein endliches a, d. h. fir a= 1, ist dies trivial, denn man braucht nur 
einen Raum mit einem isolierten Punkt zu nehmen. Fir unendliches a vgl. § 3 
(Schlu8) der vorliegenden Note. 

12) Man sagt, eine Punktmenge liege in R nirgendsdicht, wenn das Komplement 
ihrer abgeschlossenen Hiille in R dicht ist. 

1%) Zu den verschiedenen méglichen Abstufungen des Homogenitatsbegriffes vg). 
D. van Dantzig, Uber topologisch homogene Kontinua, Fund. Math. 14 (1930), 
8. 102—125. 
30* 
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Raumpunkt in jeden anderen iiberfiihren, so ist die Dichte des Raumes 
in allen Punkten dieselbe. Es hat daher Sinn, von der Dichte d des 
Raumes schlechthin zu sprechen, und diese Dichte d geniigt dann im Fall 
eines homogenen und vollstaéndigen Raumes der Relation d"» = d. 

Zu den homogenen metrischen Raumen gehéren insbesondere die 
metrischen Gruppen, Integritatsbereiche und Kérper. Dabei nenne ich eine 
Gruppe metrisch, wenn fiir ihre Elemente eine den Hausdorfischen Axiomen 
geniigende Entfernung erklart ist, der gegeniiber die Gruppenoperation und 
die Inversenbildung stetig sind**). Ebenso denke ich mir in einem me- 
trischen Integritatsbereich bzw. Kérper die Entfernung zweier Elemente 
so definiert, daB Addition, Subtraktion und Multiplikation bzw. auBerdem 
noch die Division stetige Operationen bilden. Ein metrischer Kérper kann 
offenbar auch als metrischer Integritatsbereich aufgefaBt werden. Wichtige 
Spezialfalle metrischer Integritatsbereiche und Kérper sind vor allem die 
im Kiirschékschen Sinn bewerteten Integritatsbereiche und Kérper*®). 

Im Gegensatz zu den beliebigen insichdichten und vollstandigen me- 
trischen Raumen 1a8t sich bei insichdichten und vollstandigen metrischen 
Integritatsbereichen auch iiber die Machtigkeit eine weitergehende Aussage 
machen. Ein insichdichter metrischer Integritatsbereich kann namlich, wie 
ich zeigen werde, rational aus einer beliebig kleinen Umgebung des Ele- 
ments 0 erzeugt werden**); seine Machtigkeit ist infolgedessen gleich der 
Dichte, und Satz I ergibt daher: 


Ill. Bei einem insichdichten und volistindigen metrischen Integritats- 
bereich geniigt bereits die Machtigkeit x, der Gleichung x," = x,.*") 


14) Dieser Begriff der metrischen Gruppe ist einfach die Ubertragung des bei 
D. van Dantzig angegebenen Begriffs der topologischen Gruppe ins Metrische. Vgl. 
loc. cit. *°), 8. 110, wo auch auf die Beziehung zu dem von O. Schreier eingefiihrten 
Begriff der Limesgruppe eingegangen ist. Dagegen ist der bei van Dantzig zugrunde 
liegende Begriff der metrischen Gruppe enger als der hier verwandte. Vdllig anders- 
artig ist die Definition der von K. Menger (Math. Annalen 108 (1931)) betrachteten 
metrischen Gruppen, die iitberhaupt keine metrischen Raume im Hausdorffschen Sinne 
mehr darstellen. 

%%) J. Kiirschék, Uber Limesbildung und allgemeine Kérpertheorie, Journ. f. d. 
r. u. a. Math. 142 (1913), S. 211—253. Vgl. auch § 3 der vorliegenden Note. 

18) Diese Tatsache bildet ein (iibrigens triviales) Analogon zu dem bekannten 
Satz von O. Schreier, wonach sich eine z haingende topologische Gruppe aus 





einer beliebigen Umgebung des Einheitselementes erzeugen l48t. Hervorzuheben ist 
jedoch, da8 ein beliebiger insichdichter metrischer Integritiétsbereich keineswegs zu- 
sammenhingend zu sein braucht, wie bereits das Beispiel des durch die Primzahl p 
bewerteten Koérpers der rationalen Zahlen zeigt. 

17) Hier kann die Voraussetzung, daG der Integritatsbereich insichdicht sei, nicht 
fortgelassen werden. Der Satz gilt fir einen vollstindigen, aber nicht insichdichten 
Integritétsbereich im allgemeinen nicht. 
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Dieses letzte Resultat ist vornehmlich fiir die Theorie der im Kiirschak- 
schen Sinne perfekten Kérper von Bedeutung, die nichts anderes als in- 
sichdichte und vollstandige Kérper mit einer speziellen Metrik darstellen. 
In einer anschlieBenden Arbeit verwende ich es zu einer rein algebraischen 
Charakterisierung der mehrfach perfekten Kérper**). 

3. Die Herleitung der angefiihrten Satze beginne ich mit dem Beweis 
von Satz II. Zu diesem Zwecke fiihre ich in § 1 zwei weitere Begriffe ein, 
namlich den Uberdeckungs- und Zerlegungscharakter eines metrischen 
Raumes in einem Punkt. Das geschieht folgendermafen. 


Ich betrachte zunichst eine beliebige Teilmenge M von R, operiere 
also im GroBen und kniipfe dabei an den bekannten Begriff eines e-Uber- 
deckungssystems von M an. Die kleinste unter den Miachtigkeiten aller 
dieser e-Uberdeckungssysteme heiBe der e-Uberdeckungscharakter der 
Menge M. Ganz entsprechend definiere ich den «-Zerlegungscharakter, 
indem ich nur an Stelle aller e- Uberdeckungssysteme einen etwas schwicheren 
Begriff, namlich den aller ,,e-Zerlegungssysteme“ von M zum Ausgang 
nehme. 

Die obere Grenze aller e-Uberdeckungs- bzw. «-Zerlegungscharaktere 
von M bei variablem « bezeichne ich als den Uberdeckungs- bzw. Zer- 
legungscharakter von M schlechthin. Uberdeckungs- und Zerlegungscharakter 
einer Menge M stimmen, wie ich zeigen werde, stets iiberein, wahrend dies 
bei festem « fiir den e-Uberdeckungs- und e-Zerlegungscharakter von M 
keineswegs zu gelten braucht. 

Nunmehr gehe ich wieder zur Betrachtung im Kleinen iiber. Jeder 
Umgebung U eines festen Raumpunktes P ordne ich ibren Uberdeckungs- 
bzw. Zerlegungscharakter zu. Die entstehende Umgebungsfunktion ist 
monoton; ihr Grenzwert bei auf P sich zusammenziehendem U ist der 
bereits oben erwahnte Uberdeckungs- bzw. Zerlegungscharakter von R 
in P. 

Fiir die Dichte eines vollstandigen metrischen Raumes R in einem 
Punkt gewinne ich dann in § 2 mit Hilfe des Uberdeckungscharakters eine 
obere und mit Hilfe des Zerlegungscharakters eine untere Schranke. Ich 
zeige namlich einerseits: Zwischen der Dichte d(P) und dem Uberdeckungs- 
charakter u(P) von R in P besteht die Beziehung d(P)<(u(P))". 
Andererseits: Ist R ein vollsténdiger Raum, der in seinen einzelnen 
Punkten den konstanten Zerlegungscharakter z besitzt, so ist d(P)>z". 
Infolge der Ubereinstimmung von Uberdeckungs- und Zerlegungscharakter 
und infolge einiger einfacher Eigenschaften ihrer Werteverteilung ergibt 
sich hieraus Satz II und weiter ohne Schwierigkeit Satz I. 


18) F. K. Schmidt, Mehrfach perfekte Kérper. Vgl. Jahresb. d. D. Math. Ver. 40, 8. 31. 
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§ 1. 
Dichte. Uberdeckungs- und Zerlegungscharakter. 


1, Allen folgenden Untersuchungen liegt ein metrischer Raum R zu- 
grunde, dem simtliche vorkommenden Punktmengen entnommen sind. 
Unter einer Umgebung eines Punktes P verstehe ich eine beliebige P ent- 
haltende offene Menge. 

Die Definition der Begriffe Dichte, Uberdeckungs- und Zerlegungs- 
charakter, die ich in diesem Paragraphen angebe, und ihre Bedeutung fir 
die weiteren Uberlegungen beruhen auf folgendem allgemeinen Prinzip**): 

f(M) sei eine Mengenfunktion, durch die jeder Menge M aus R eine 
Kardinalzahl f(M) =x, 


zugeordnet wird. Eine solche Mengenfunktion soll monoton hei®en, wenn 
fiir zwei ineinander geschachtelte Mengen M,> M, stets f(M,) > f(M,) 
ist; wenn also f(M) niemals wichst, wahrend & sich auf eine Teilmenge 
zusammenzieht. 

Ich betrachte nun einen festen Punkt P von R und lasse das Argu- 
ment M der Mengenfunktion f(M) alle Umgebungen U von P durchlaufen. 
Da eine beliebige Menge von Kardinalzahlen stets eine kleinste enthilt, so 
besitzt der Wertevorrat der Funktion f(U) sicher ein Minimum x, = f(U*). 
Bei einer monotonen Mengenfunktion ist dann offenbar f(U) = f(U*) fiir 
jedes UCU *, dh. wenn U sich beliebig auf P zusammenzieht, bleibt f(U) 
von einem gewissen U* an dauernd gleich dem Minimum x,. Eine mono- 
tone Mengenfunktion strebt daher bei auf P sich zusammenziehenden U 
einem nur von P abhiangigen Grenzwert x,=—g(P) zu, und zwar wird 
dieser Grenzwert bereits im GroBen, namlich von einer gewissen Um- 
gebung U* ab wirklich angenommen: 


(1) lim ¢(U) =9(P) = f(U"). 


Die Punktfunktion, die aus der monotonen Mengenfunktion /(M) 
entsteht, wenn man jedem Punkte P den Grenzwert lim, f(U) mordnet, 
will ich kurz die Ableitung g(P) von f(M) nennen. Die Begriffe Dichte, 
Uberdeckungs- und Zerlegungscharakter in den einzelnen Raumpunkten 
werden im nachstehenden gerade als Ableitungen geeigneter monotoner 
Mengenfunktionen erklart werden. 

2. Die Ableitung g(P) einer monotonen Mengenfunktion f(M) hat 
einige wichtige Eigenschaften, die bei den spiteren Schliissen mehrfach 
gebraucht werden und die ich daher kurz allgemein zusammenstelle. 


1%) Vgl. dazu auch O. Haupt, Uber die Struktur reeller Kurven, Journ. f. d. r. 
u. a. Math. 164 (1931), 8. 52. 
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«) g(P) besitzt in jedem Punkte P ein relatives Maximum, d. h. es 
gibt eine Umgebung U* von P, so daB g(P*) <g(P) fiir alle P* aus U*. 
Man braucht nur die in (1) auftretende Umgebung U* zu betrachten. 
Nach (1) ist g(P)=f(U*). Andererseits ist aber g(P*) nach Definition 
gleich dem Grenzwert. lim, f (U’), dem f(U’) zustrebt, wenn die Um- 


gebung U’ von P”* sich auf P* zusammenzieht, und dieser Grenzwert ist 
wegen der Monotonie von f notwendig < /f(U*). 
Aus a) folgt sofort 


fb) Ist P ein Punkt, in dem g(P) ein relatives Minimum *) besitzt, 
so ist g in einer gewissen Umgebung von P konstant. 

y) Die Menge der Punkte, in denen g(P) kein relatives Minimum 
besitzt, ist in R nirgendsdicht. 

Zu zeigen ist: In einer beliebigen Umgebung V eines festen Raum- 
punktes Q liegt stets eine offene Menge von Punkten P, in denen g(P) 
ein relatives Minimum hat. 

Der Wertevorrat von g fiir die Punkte von V besitzt sicher ein 
Minimum g(P,). Nach f) ist dann g in einer Umgebung U, von P,, 
konstant, d.h. es ist g(P)=g(P,) und damit ein Minimum fir alle P 
aus der zu V gehérigen offenen Menge V7 U,. 

8) und y) besagen zusammengefaBt: g(P) ist fast tiberall konstant; 
oder genauer: Sieht man evil. von einer in R nirgendsdichten Punktmenge 
ab, so ist g(P) in einer geeigneten Umgebung jedes Punktes konstant. 

3. Ich betrachte nun zunichst die monotone Mengenfunktion f(M)=<¢M), 
die man erhalt, wenn man jeder Menge M aus R die Kardinalzahl (M) 
der in M enthaltenen Punkte zuordnet. Die Ableitung dieser Mengen- 
funktion bezeichne ich als die Dichte von R in seinen einzelnen Punkten. 
Die Dichte d(P) von R im Punkte P ist also gleich dem Grenzwert, dem 
die Kardinalzahl (U) zustrebt, wenn die Umgebung U von P sich auf P 
zusammenzieht: 

d(P)= him, (0). 
Aus (1) folgt dann 

d(P)=<U"); 
d.h. die Dichte von R im Punkte P ist gleich der Machtigkeit einer hin- 
reichend kleinen Umgebung U* von P. 

Um auch den Uberdeckungs- und Zerlegungscharakter von 2 in seinen 
einzelnen Punkten als Ableitung geeigneter Mengenfunktionen definieren 
zu kénnen, muB ich zunachst den Uberdeckungs- bzw. Zerlegungscharakter 








*°) Ich sage, die Funktion g(P) besitzt in P= P, ein relatives Minimum, wenn 
¢g(P) fir alle Punkte einer gewissen Umgebung U, von P, mindestens gleich g(P,) ist. 
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im GroBen, namlich fiir eine beliebige Teilmenge M von R einfiihren, 
Das. soll nun geschehen, und zwar werde ich dabei zugleich einige einfache, 
fiir spiter grundlegende Eigenschaften dieser Begriffe herleiten. 


4. Unter einem e-Uberdeckungssystem der Menge M versteht man 
bekanntlich™*) ein System {O} in M offener Teilmengen von M, deren 
Durchmesser simtlich <e sind und deren Summe 2O die Menge M 
umfaBt. Erfiiilt das System {O} an Stelle der letzten Bedingung die 
schwiichere, daB die in M abgeschlossene Summe (20) aller O gleich M 
ist, so spreche ich von einem e-Zerlegungssystem von M. Ein solche 
e-Zerlegung heiBe irreduzibel, wenn das System {O} minimal ist, d. h. 
wenn kein echtes Teilsystem von {0} ein e-Zerlegungssystem von M dar- 
stellt. Die Kardinalzahl der in einem Uberdeckungs- bzw. Zerlegungssystem 
vorkommenden Mengen bezeichne ich als die Michtigkeit des Systems. 

a) Damit das «-Zerlegungssystem {O} irreduzibel ist, ist notwendig 
und hinreichend, daB kein O' aus {O} in der in M abgeschlossenen 
Summe (50) der tibrigen Mengen des Systems enthalten ist. 


Zugleich mit O’ ist namlich stets auch seine in M abgeschlossene 
Hiille 0’ Teilmenge der in M abgeschlossenen Summe (2’Q), d. h. 
M = (0) =(5"0)+(0") gehért bereits zu (=’O). Ist umgekehrt 
0’ ¢ (370), so ist sicher M ¢ (2’0). 

b) Zu einem irreduziblen e-Zerlegungssystem {O} von M existiert stets 
ein gleichmdchtiges System {T} von Stiicken**) der Menge M der Art, dafs 
jedes T einen Durchmesser < « besitzt und je zwei T punktfremd sind. 

Jedes O’ aus {O} enthalt ein Stiick 7’ der Menge M, das zu der 


in M abgeschlossenen Summe >” aller von O' verschiedenen Mengen aus 
{O} punktfremd ist. Um dies einzusehen, betrachte man das Komplement C”’ 
des Durchschnitts 0’ -\ =’ beziiglich O’. Dieses Komplement ist nach a) 
nicht leer, ferner seiner Natur nach zu >’ punktfremd und in 0’, d. h. 
auch in M offen. C’ umfaBt als in M offene Menge sicher ein Stiick 7” 
von M, und dies ist dann notwendig zu >’ punktfremd. 

Greift man nun aus jedem 0’ ein Stiick 7” von M heraus, das zu 
der in M abgeschlossenen Summe der iibrigen Mengen des Systems {0} 
punktfremd ist, so erhdit man offenbar ein zu {0} gleichmichtiges 
System {7} mit allen verlangten Eigenschaften. 


c) Aus einem e-Uberdeckungssystem {V} von M kann man stets ein ir- 
reduzibles e-Zerlegungssystem {O} von nicht gréferer Machtigkeit gewinnen. 


*) Vgl. K. Menger, Di ionstheorie, Leipzig 1928, 8. 39. 
*) Unter einem Stiick der Menge M versteht man die in M abgeschlossene 
Hiille einer in M offenen Menge. Vgl. loc. cit. *) 8. 30. 
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Zu diesem Zwecke denke man sich das System {V} wohlgeordnet 
und jedes V mit der Ordnungszahl versehen, die gleich dem Ordnungstypus 
des diesem V in der Wohlordnung vorausgehenden Teilsystems ist. Man 
setze dann O,=V,. Ist M+0,, wo 0, die in M abgeschlossene Hiille 
von QO, bedeutet, so bestimme man das erste V, das in 0, nicht enthalten 
ist — es sei dies etwa V, — und setze 0,—V,—V,/\0,. O, ist jeden- 
falls in M offen. Stimmt die in M abgeschlossene Hiille (O,-+ 0,) nicht 
mit M iiberein, so ermittele man wieder das erste V, das nicht ganz in 
(O,+-0,) vorkommt usf. Ist allgemein ein wohlgeordnetes Teilsystem {O,} 
von Mengen O bereits hergestellt, dessen Ordnungstypus gleich 1 ist, und 
wird M von der abgeschlossenen Summe S der Mengen dieses Systems 
noch nicht umfaBt, so suche man das erste V auf — es sei dies Vn Ye 
das nicht. in S enthalten ist, und setze O,—V,—V,/\S. Auf diese 
Weise erhalt man ein eindeutig bestimmtes «-Zerlegungssystem {0}, 
dessen Michtigkeit sicher héchstens gleich der Machtigkeit des Systems {V} 
ist. Nach Konstruktion ist jedes O, zu allen vorhergehenden O und damit 
iiberhaupt zu allen von ihm verschiedenen O punktfremd. Jedes O, ist 
daher notwendig auch zu der in Jf abgeschlossenen Summe aller von ihm 
verschiedenen O punktfremd, d. h. das gewonnene e-Zerlegungssystem ist 
irreduzibel. 

Durch den soeben bewiesenen Satz ist insbesondere die Existenz irre- 
duzibler «-Zerlegungen gesichert. 

d) Zu jedem «-Zerlegungssystem {O} von M kann man ein (3)-Uber- 
deckungssystem {V} von gleicher Machtigkeit angeben. 

Ich denke mir in jedem O einen Punkt Q markiert und bezeichne 
mit V den in M enthaltenen Teil der spharischen Umgebung vom Radius $ « 
um Q. Aus jedem O entsteht auf diese Weise eine in M offene Menge V 
vom Durchmesser < 3e. 

Das System dieser V stellt nun aber ein Uberdeckungssystem von M 
dar, d.h. jeder Punkt P von M ist in einem V enthalten. Fiir die Punkte P, 
die bereits in mindestens einém O vorkommen, ist dies selbstverstindlich, 
da jedes O von dem aus ihm entstandenen V umfaBt wird. Sei also P 
Haufungspunkt der Summe =O. Dann gibt es sicher ein O, das einen 
von P um weniger als - entfernten Punkt enthalt. Der in diesem O mar- 
kierte Punkt Q hat daher von P eine Entfernung < $¢, weil ja der Durch- 
messer von O héchstens gleich « ist. P liegt folglich in dem V, das aus 
diesem O entstanden ist. 

5. Die kleinste unter den Miachtigkeiten der verschiedenen e-Uber- 
deckungscharaktersysteme von M bezeichne ich als den e-Uberdeckungs- 
charakter der Menge M, ebenso die kleinste unter den Machtigkeiten der 
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verschiedenen irreduziblen e-Zerlegungssysteme als den ¢-Zerlegungscharakter 
von M. e-Uberdeckungs- und «-Zerlegungscharakter brauchen keineswegs 
gleich zu sein, wie bereits einfache elementargeometrische Beispiele zeigen **). 

Der «-Uberdeckungscharakter der Menge M ist eine monotone Funktion 
von e«, d. h. er wird mit abnehmendem « sicher nicht kleiner, denn eine 
e’-Uberdeckung ist im Falle e’< « stets auch eine e-Uberdeckung. Ganz 
dasselbe gilt offenbar auch von dem «-Zerlegungscharakter der Menge M. 

Die obere Grenze aller e-Oberdeckungscharaktere von M, d. h. die 
kleinste Kardinalzahl, die bei beliebigem positivem « von keinem «-Uber- 
deckungscharakter iibertrofien wird, heiBe der Uberdeckungscharakter von 
M schlechthin. Entsprechend definiere ich die obere Grenze aller e-Zer- 
legungscharaktere als den Zerlegungscharakter von M schlechthin. Dann gilt: 

e) Uberdeckunge- und Zerlegungscharakter einer Menge M stimmen 
stets tiberein. 

Aus jedem ¢-Uberdeckungssystem kann man nimlich nach c) ein 
irreduzibles «-Zerlegungssystem von sicher nicht gréBerer Miachtigkeit ge- 
winnen. Der ¢-Zerlegungscharakter von M ist daher héchstens gleich dem 
e- Oberdeckungscharakter, folglich der Zerlegungscharakter héchstens gleich 
dem Uberdeckungscharakter. 

Umgekehrt la8t sich zu jedem irreduziblen «-Zerlegungssystem nach 
d) ein (3¢)-Uberdeckungssystem von gleicher Michtigkeit angeben. Der 
(3e)-Oberdeckungscharakter von M ist somit héchstens gleich dem ¢-Zer- 
legungscharakter, und folglich auch der Uberdeckungscharakter héchstens 
gleich dem Zerlegungscharakter. 

Da der e-Uberdeckungscharakter mit kleiner werdendem « monoton 
zunimmt, hat man endlich: 


f) Ist «;, eine beliebige Nullfolge, so ist der Uberdeckungscharakter 
von M gleich dem Grenzwert der Folge der «,-Uberdeckungscharaktere. 

6. Nunmehr kann der Uberdeckungs- bzw. Zerlegungscharakter von R 
in einem Punkte P wie schon angekiindigt als Ableitung einer monotonen 
Mengenfunktion erklart werden. Ich betrachte zu diesem Zweck die Mengen- 
funktion, die entsteht, wenn man jeder Menge M aus R ihren Uberdeckungs- 
charakter zuordnet. Diese Mengenfunktion ist monoton, denn aus einem 
e- Uberdeckungssystem der Menge M erhalt man durch Durchschnittsbildung 
sofort ein e- Uberdeckungssystem fiir eine beliebige Teilmenge von M. Die 
Ableitung dieser monotonen Mengenfunktion heiBe der Uberdeckungs- 








*%) Man betrachte etwa in der euklidischen Ebene die Menge M, die aus allen 
inneren Punkten zweier sich beriithrender Kreise vom Radius 4 und auBerdem aus 


dem Berithrungspunkt besteht. Der ¢-Zerlegungscharakter dieser Menge M ist 2, ihr 
e-Uberdeckungscharakter dagegen gleich 3. 
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charakter von R in seinen Punkten. Nach (1) ist dann der Uberdeckungs- 
charakter von R in P wieder gleich dem Uberdeckungscharakter einer hin- 
reichend kleinen Umgebung U* von P. 

Da Uberdeckungs- und Zerlegungscharakter fiir jede Menge M iiber- 
einstimmen, kann man den soeben definierten Uberdeckungscharakter von 
R in P auch als Zerlegungscharakter von R in P bezeichnen, d. h. man 
gewinnt ihn auch als Ableitung der Mengenfunktion, die entsteht, wenn 
man jeder Menge M ihren Zerlegungscharakter zuordnet. Die Méglichkeit, 
ein und dieselbe Kardinalzahl sowohl als Oberdeckungscharakter wie als 
Zerlegungscharakter von R in P auffassen zu kénnen, ist bei den weiteren 
Uberlegungen von besonderem Vorteil. 


§ 2. 
Beweis der Saitze I und II. 


1. Satz 1. In jedem Punkte P eines beliebigen metrischen Raumes R 
besteht zwischen der Dichte d(P) und dem Uberdeckungscharakter u(P) 
von R die Beziehung 

d(P)<(u(P))™. 

Nach dem in § 1 Auseinandergesetzten gibt es sicher eine Umgebung U* 
von P mit den Eigenschaften: Die Dichte von R in P ist gleich der 
Kardinalzahl der in U* enthaltenen Punkte; gleichzeitig ist der Uber- 
deckungscharakter von R in P gleich dem Uberdeckungcharakter von U*. 

Sei nun 

&> £a) sang Egy eee 
eine Nullfolge positiver reeller Zahlen und 
SERN CN, ing MU ane 


bzw. ein ¢,-Uberdeckungssystem kleinster Machtigkeit von U*. Ein belie- 
biger Punkt P* von U* ist in mindestens einer Menge O¢” aus {0}, 
ferner in mindestens einer Menge O}” von {0}, allgemein in mindestens 
einer Menge O{” von {O°} enthalten, d. h. jeder P gehért dem Durch- 
schnitt mindestens einer Folge 


(2) «4 &, . 


an. Andererseits besitzt jede derartige Folge aber auch nur héchstens 
einen Punkt zum Durchschnitt, weil mit wachsendem ¢ die Durchmesser 
der Mengen O zu 0 abnehmen. Die Kardinalzahl aller Punkte aus U* 
ist daher héchstens gleich der Kardinalzahl aller Mengenfolgen (2). 

Nun ist die Miachtigkeit von {O“} héchstens gleich dem Uber- 
deckungscharakter von U*, d.h. <u(P). Die Kardinalzahl aller Mengen- 
folgen (2) ist daher sicher < (u(P))"*, womit die Behauptung bewiesen ist. 
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2. Unter der Voraussetzung, daS R vollstandig ist und in seinen 
einzelnen Punkten einen konstanten Zerlegungscharakter z besitzt, werde 
ich jetzt weiter fiir die Dichte d(P) eine untere Schranke angeben, wobei 
ich den mit dem Uberdeckungscharakter iibereinstimmenden Zerlegungs- 
charakter von R benutze. 

Hilfssatz. Ist 7’ ein Stiick®™*) des Raumes R, der in seinen ein- 
zelnen Punkten den konstanten Zerlegungscharakter z besitzt, und bedeutet 
x, eine beliebige Kardinalzahl <z, so enthalt T ein System {T_} von 
Raumstiicken mit folgenden Eigenschaften: 

1. Die Machtigkeit von {T,} ist >v,. 

2. Jedes T hat einen Durchmesser < » (n beliebig vorgegebene posi- 
tive Zahl). 

3. Je zwei T, sind punktjremd. 

P sei ein Punkt von 7 und U eine in 7 enthaltene Umgebung von P, 
deren Zerlegungscharakter gleich z ist. Dann ist also z Grenzwert einer 
monoton wachsenden Folge von ¢,-Zerlegungscharakteren z,, der Menge U, 


Bass Bags 205 Megs 000 OB, ™) 
und dabei «; eine Nullfolge. 


a) Ich nehme zunichst an, es sei entweder x,<z oder aber x, =z 
und gleichzeitig die Folge z,, von einer gewissen Stelle an konstant. In 
jedem dieser beiden Fille gibt es offenbar ein «¢;< 7, so daB z,,>vn, ist. 
Anders ausgedriickt: Es existiert ein irreduzibles ¢,-Zerlegungssystem von 
U, dessen Miachtigkeit >w, ist. Aus diesem irreduziblen ¢,-Zerlegungs- 
system von U gewinnt man nach §1, Nr. 4b) sofort ein in 7’ enthaltenes 
System von Raumstiicken mit allen verlangten Eigenschaften. 

8) Es ist jetzt nur noch der Fall zu behandeln, daB x», —z und die 
monotone Folge z,, nicht von einer gewissen Stelle an konstant, also jedes 
Ze,<2=n, ist. Da z,,<z ist, enthailt 7'-nach dem bereits unter a) 
Bewiesenen ein System {7} von Raumstiicken, das eine Machtigkeit > z., 
und auBerdem die Eigenschaften 2. und 3. des Hilfssatzes besitzt. Aus 
dem System {7} greife ich ein Raumstiick 7 heraus. Da z,,<z ist, 
umfaBt 7” nach a) ein System {7} von Raumstiicken, das eine 
Machtigkeit >z,, und auBerdem wiederum die Eigenschaften 2. und 3. 
besitzt. In dem System {7} denke ich mir nun das Raumstiick 7 
durch das System {7} ersetzt und bezeichne das entstehende System 
mit {T°}. {7°} hat eine Machtigkeit >z,, und auBerdem die Eigen- 
schaften 2. und 3. Aus {7} greife ich abermals ein Raumstiick T°” 
heraus, ersetze es durch ein System {7} mit einer Miachtigkeit > z,, 


*) —» lies: ,konvergiert gegen“. 
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und erhalte insgesamt ein System {7°}, dem eine Machtigkeit > z,, 
und ferner die Eigenschaften 2. und 3. zukommen. So fortfahrend gewinnt 
man tatsichlich ein ganz in 7’ liegendes System {7}, das allen Be- 
dingungen des Hilfssatzes geniigt. 

Satz 2. Ist der Raum R volistandig und der Zerlegungscharakter 
in seinen einzelnen Punkten konstant gleich z, so ist die Zahl der in 
einem Raumstiick T enthaltenen Punkte sicher > z*o.*) 

Es sei 

Myo Nare+es Nares 


eine Nullfolge reeller Zahlen. Nach dem Hilfssatz enthalt 7’ ein System {7',} 
von Raumstiicken, dessen Machtigkeit z ist, bei dem ferner jedes 7', einen 
Durchmesser <7, besitzt und je zwei 7, punktfremd sind. Jedes 7, 
umfaBt nach dem Hilfssatz weiter ein System {7',,} von einer Machtig- 
keit z, bei dem jedes 7,, einen Durchmesser < y, hat und je zwei T,, 
wiederum punktfremd sind usf. 
Ich betrachte nun die simtlichen Folgen 
(3) T.» Top) T 


apy? *** 


Dabei ist 7, ein beliebiges Raumstiick aus dem System {7,}, T,, ein 
beliebiges Raumstiick aus dem ganz in 7, liegenden System {7,,} usw. 
Infolge der Punktfremdheit je zweier Raumstiicke aus jedem der Systeme 
{T,}, {T,}, ... sind die Durchschnitte zweier verschiedener Folgen (3) 
notwendig verschieden. 

Jedes Glied der Folge (3) umfaBt das vorhergehende, und es nimmt 
der Durchmesser der einzelnen Glieder beim Durchlaufen der Folge zu 0 
ab. Da der Raum RF vollstandig und jedes Glied von (3) seiner Natur 
nach in R abgeschlossen isi, enthalt der Durchschnitt jeder Folge (3) je 
einen Punkt aus 7’. Die Kardinalzahl aller Punkte aus 7' ist daher min- 
destens gleich der Zahl aller Folgen (3), und diese letzte Zahl ist 
mindestens gleich z*-, weil jedes der Systeme {7}, {7 ,}, ... die Machtig- 
keit z besitzt. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

3. Infolge der Ubereinstimmung von Uberdeckungs- und Zerlegungs- 
charakter folgt aus Satz 1 und 2 sofort: 


Satz 3. In einem vollsténdigen metrischen Raum mit konstantem 
Zerlegungscharakter z(P) =z besteht in jedem Punkte P zwischen der 
Dichte und dem Uberdeckungs- bzw. Zerlegungscharakter die Beziehung 


d(P)=u(P)"=2(P)*. 





*) Die im Text angegebene Begriindung dieses Satzes ist dem Beweis des in 
der Einleitung erwahnten Cantorschen Satzes nachgebildet. Vgl. loc. cit. *). 
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Um hieraus Satz II der Einleitung zu gewinnen, hat man nur zu 
bedenken, daB der Zerlegungscharakter z(P) eines beliebigen Raumes R 
als Ableitung einer monotonen Mengenfunktion erklart ist. Abgesehen von 
héchstens einer in R nirgendsdichten Punktmenge ist daher jeder Punkt P 
des beliebigen Raumes R nach §1, Nr.2 in einem Raumstiick enthalten, 
in dessen simtlichen Punkten der Zerlegungscharakter von RF konstant ist. 
Ein Stiick eines vollstindigen Raumes R stellt aber selbst wieder einen 
volistindigen Raum dar. Satz 3 ergibt daher: 

Satz 4. In einem beliebigen vollsténdigen Raum R besteht, abgesehen 
héchstens von einer in R nirgendsdichten Punktmenge, in jedem Punkie P 
zwischen Dichte und Uberdeckungs- bzw. Zerlegungscharakter die Beziehung 


ad(P)=u(P)"=2z(P)™. 
Hierin ist offenbar Satz II enthalten. Ebenso leicht erzielt man nun- 
mehr aus Satz II auch den die Aussage I der Einleitung umfassenden 
Satz 5. Ist P, ein Punkt des vollstandigen Raumes R, in dem die 
Dichte d(P) ein relatives Minimum besitzt, so ist 


d(P,)*"=d(P,). 


In einer Umgebung von P, ist d(P) nach §1 Nr. 2 konstant, anderer- 
seits liegt nach Satz II in jeder Umgebung von P, ein Punkt P, in dem 
d(P)**=d(P) ist. Es mu8 daher auch d(P,)""=d(P,) sein. 


§ 3. 
Homogene Raume. Metrische Gruppen und Integritatsbereiche. 


1. Ein metrischer Raum RF heiBt homogen**), wenn ein beliebiger 
Raumpunkt durch homéomorphe Abbildungen von R auf sich in jeden 
anderen Raumpunkt iiberfiihrt werden kann, wenn also die Gruppe der 
homéomorphen Abbildungen von R auf sich iiber R transitiv ist. 

Das System der Umgebungen eines Punktes P geht bei einer homéo- 
morphen Abbildung von R auf sich in das System der Umgebungen des 
Bildpunktes von P iiber; R hat daher in Urbildpunkt und Bildpunkt 
notwendig die gleiche Dichte. 

Daraus folgt, daB bei einem homogenen Raum die Dichte in jedem 
Punkte dieselbe ist. Man kann daher bei einem homogenen Raum von 
der Dichte d schlechthin sprechen. Satz I ergibt dann: 

Satz 6. Die Dichte d eines homogenen, vollstandigen metrischen 
Raumes geniigt stets der Gleichung d™=d. 

2. Unter einer metrischen Gruppe**) verstehe ich eine Gruppe, fiir 
deren Elemente a, b,... eine den Hausdorfischen Axiomen geniigende Ent- 
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fernung so definiert ist, da fiir die als Multiplikation geschriebene Gruppen- 
operation gilt: 

Aus a,—-a,**) b-bd folgt a,b,—ab; 

aus a@,—a folgt a,' —-a™. 

Ganz entsprechend nenne ich einen Integritatsbereich bzw. Kérper 
metrisch, wenn die fiir seine Elemente erklarte Entfernung den Bedingungen 
genigt: 

Aus a,—a, b,—b folgt a,+b,—-a+b6 und a,b,—ab, 
bzw. beim metrischen Kérper auBerdem noch: 


aus a,—a+0  folgt —_ 


a|— 


Ein .metrischer Integritatsbereich stellt stets eine metrische Gruppe 
gegeniiber der Addition dar; ein metrischer Kérper kann auch als metrischer 
Integritétsbereich aufgefaBt werden. 

Besonders wichtige Spezialfalle metrischer Kérper sind die im Kiirschak- 
schen Sinne bewerteten Kérper. Dabei heiSt ein Kérper K bekanntlich 
bewertet, wenn jedem seiner Elemente a eine nicht negative reelle Zahl, 
der Betrag |a| von a, so zugeordnet ist, daB die vom absoluten Betrag 
her bekannten Regeln erfiillt sind, namlich 


1 |ja|>0 fir a+0, |0|=0; 

2 |a+b|<|a|+|0); 

3. |ab| = lal |d}. 

Ein solcher Kérper wird metrisch, wenn man die Entfernung F(a, b) 
zweier Kérperelemente a, b mit dem Betrag der Differenz | a — b| identifiziert. 

Allgemein gilt: 

Jede metrische Gruppe ist ein homogener metrischer Raum. 

Sind namlich a und b zwei Gruppenelemente, so bildet die Abbildung 
z’=ba™~*zx offenbar eine homéomorphe Abbildung der Gruppe auf sich, 
bei der dem Element «=a das Bildelement x’ = entspricht. 

Da metrische Gruppen, Integrititsbereiche und Kérper homogene 


metrische Raume sind, hat man es also bei ihnen mit einer Dichte 
schlechthin zu tun. 


3. Ist der metrische Integritdtsbereich J insichdicht und U eine 
beliebige Umgebung des Elementes 0, so ist jedes Element c aus J gleich 


dem Quottenten ; 


In der Tat, da J insichdicht ist, enthilt U eine Folge von Elementen 
b,+ 0, die gegen 0 konvergiert. Aus }.— 0 folgt b.c-—+0. Fiir hin- 


zweier Elemente aus U.**) 
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langlich groBes n =m liegt daher b.c=a in U; d.h. es ist wirklich 


c= *, wo b=b,, ist und a,b beide zu U gehéren. 


Aus der soeben bewiesenen Tatsache folgt: 

Die Machtigkeit eines insichdichien metrischen Integritatsbereiches ist 
gleich der Dichte. 

Fiir einen insichdichten und vollstandigen metrischen Integritatsbereich 
hat man daher auf Grund von Satz 6 nunmehr auch die letzte Behauptung 
der Einleitung: 


Ill. Die Méchtigkeit ~, eines insichdichten und vollstdndigen metri- 
schen Integritdtsbereiches geniigt der Gleichung x = x,.*") 

Um dies Resultat auf die Theorie der bewerteten Kérper anzuwenden, 
bemerke ich: Ein bewerteter Kérper wird nach Kiirschék perfekt genannt, 
wenn er hinsichtlich der durch seine Bewertung bestimmten Metrik insich- 
dicht und vollstindig ist. Satz III ergibt dann sofort: 

Satz 7. Die Méchtigkeit x, eines perfekien Kérpers geniigt der 
Gleichung x*°= x... 

Endlich erwihne ich noch: 

Ist x, eine unendliche Kardinalzahl, fiir die xi*= ~, ist, so existiert 
stets ein perfekter bewerteter Kérper mit der Machtigkeit x,. 

Da x, =p, ist, gibt es zuniichst sicher einen Kérper k mit x, Ele- 
menten. Ich betrachte nun den Korper KX aller Potenzreihen in einer Un- 
bestimmten 2 mit Koeffizienten aus k, also alle Potenzreihen der Form 


s+1 


o=—4,% +4,,,7% To coey 


wo 8 eine positive oder negative ganze Zahl ist. 

Die Elementezahl von K ist offenbar »3°=»,. Jedem o ordne ich 
den Betrag |o|=c* zu, wo c eine ein fiir allemal fest gewihlte reelle 
Zahl zwischen 0 und 1 bedeutet. Der Kérper K wird dann ein perfekter 
bewerteter Kérper und. erfiillt daher alle gestellten Forderungen. 

Nach dem soeben Bewiesenen existiert zu jeder unendlichen Kardinal- 
zahl x, mit »f*°=», sicher ein insichdichter und vollstaéndiger metrischer 
Raum mit der kleinsten Dichte d, = x,. 


a 


(Eingegangen am 5. 11. 1931.) 














Théorie arithmétique des corps de nombres de degré infini. 
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Introduction. 


La théorie des corps de nombres de degré infini, commencée par Stiemke, 
a été continuée par Krull, qui a montré comment se généralisaient les 
propriétés de divisibilité des idéaux. 

Le présent travail est consacré 4 la généralisation 4 ces corps des 
propriétés habituelles de décomposition des idéaux d’un corps algébrique 
dans un sur-corps; en particulier, quand le sur-corps est galoisien, nous 
nous occuperons de la théorie des groupes de décomposition, d’inertie et 
de ramification. La premiére partie qui constitue ce mémoire, s’occupe 
des extensions algébriques de degré relatif fini; nous montrerons dans la 


*) Jacques Herbrand, geboren am 12. Februar 1908 in Paris, verungliickte téd- 
lich am 27. Juli 1931 bei einer Bergbesteigung in den franzésischen Alpen. 

Eine der stirksten mathematischen Begabungen ist mit ihm dahingegangen, 
mitten aus intensivster Arbeit heraus, voller Ideen fiir die Zukunft. Das letzte Jahr 
seines Lebens, das er als Rockefeller-Stipendiat in Deutschland verbrachte, hat ihn 
mit einer Reihe deutscher Mathematiker wissenschaftlich und menschlich eng verbunden. 

Von dem in der vorliegenden Arbeit angezeigten zweiten Teil haben sich die 
Konzepte noch gefunden, so da8 eine Publikation méglich sein wird. Ein Uberblick 
iiber die beiden Teile ist enthalten in einer noch von Herbrand selbst redigierten 
Note: Sur la théorie des corps de nombres de degré infini, C. R., 14 sept. 1931, 
198, S. 504. E. Noether. 
Mathematische Annalen. 106. 31 
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seconde partie qu’un grand nombre de résultats subsistent dans les exten- 
sions de degré relatif infini. 

Pendant l’achévement de ce travail, nous avons appris que M. Deuring 
avait fait une théorie générale des « Maximalordnungen» au point de vue 
de la divisibilité de leurs idéaux dans des extensions algébriques de degré 
fini’). Un certain nombre de nos résultats sont évidemment des cas 
particuliers des siens, mais nos méthodes sont entiérement différentes. 
Tandis en effet que Deuring étudie directement les propriétés des idéaux 
de ces « Maximalordnungen », nous nous basons sur le fait qu'il y a une 
suite de corps finis, k,,k,,...,k;,..., %, étant un sous-corps de k;,,, 
ayant comme limite le corps infini étudié, c’est-d-dire tels que chaque k; 
soit sous-corps du corps infini, et que tout nombre du corps infini soit 
dans k, dés que ¢ est assez grand: c’est la une circonstance particuliére 
aux corps algébriques de degré infini. La notion de « Maximalordnung » 
nous @ alors été inutile, et toutes les propriétés des corps infinis se dé- 
duiront de celles des corps finis par ce «passage a la limite»; on 
verra par exemple que les groupes de décomposition, d’inertie, et, sous 
certaines conditions, les groupes de ramification d’un idéal premier d’un 
corps infini, sont identiques & ceux d’un ideal premier d’un corps fini. 
Cette méthode permet d’aller en général plus loin que les méthodes 
directes (dans la théorie de la différente, et celle des groupes de ramifi- 
cation, par exemple), mais nécessite deux lemmes de la théorie des corps 
finis sur le degré, l’exposant relatif, et les groupes de ramification des 
idéaux, qui, & notre connaissance, n’avaient pas été énoncés jusqu’ici (voir 
§6). Elle a de plus l’avantage d’une grande simplicité dans les démon- 
strations. Notons enfin que notre définition de lVexposant relatif d’un 
idéal premier différe de celle de Deuring: nous indiquons au § 7 les 
rapports que ces deux définitions possédent entre elles; ce n’est qu’avec 
notre définition que les propriétés habituelles s’étendent (voir en particulier 
le § 10). 

Nous rappelons au §1 les faits fondamentaux de la théorie des corps 
infinis que nous utilisons dans la suite. La connaissance de K I est in- 
dispensable dans sa lecture. 


Nous employons les notations suivantes: 


Produit des modules (ou des idéaux) a et 6: ab. 
Groupe engendré par g et g’: gq’. 
Corps engendré par K et K’: KK’. 


*) Le travail de Deuring paraitra prochainement dans les Math. Annalen. [Ver- 
zweigungstheorie bewerteter Kérper, Math. Annalen 105 (1931), p. 277—307.] Pour 
la théorie des groupes de décomposition et d’inertie, voir aussi Krull, Galoissche 
Theorie bewerteter Kirper, Sitzber. der Bayer. Akad. 1980, p. 225. 


















Corps de nombres de degré infini. 


Module commun 4 a et 6: [a, 6). 

Groupe commun 4 g et g’: [g, g’]. 

Corps commun 4 K et K’: [K, K’}. 

Groupe quotient de g par le sous-groupe invariant g’: g:g’. 
Ordre du groupe fini g: (g). 

Le groupe g est un sous-groupe de g’: gCg’ ou g’>g. 

De méme pour les modules, les idéaux, les corps. 

Le module (l’idéal) a divise*™*) 6 (c’est & dire ab): a/b. 
De méme pour les entiers ordinaires. 

P. G. C. D. des entiers ordinaires a et b: (a, b). 


Table des matiéres. 


§ 1. Propriétés fondamentales des corps infinis. ........... 475 
§ 2. Lois de divisibilité dans le cas galoisien .........2... 478 
6 S Te SAD ek 0 eS a a ta ee ee 482 
a Sf PR se hte ge rt oo To Pa ally 483 
§ 5. Propriétés diverses des groupes de décomposition, d’inertie, de rami- 
ROD oe ok, PR ee ee Ae ee 9 ee ee 485 
§ 6. Deux lemmes de ‘théorie IE oy aa ae Face ae 489 
§ 7. Propriétés de ’exposant et du degré relatif ........... 492 
§ 8. Construction de corps particuliers. .......+-+-.. . 493 
$ 9. Etude approfondie des groupes de ramification dans un cas particulier 494 
610. ‘Théstie Gp ie Meee és + 0s « ce eee See ie! og A 
§1. 


Propriétés fondamentales des corps infinis. 


1. Rappelons quelques résultats dus 4 Krull, qui nous serviront dans 
la suite *). 

Soit k un corps infini; nous le considérons comme la «limite» d’une 
suite de corps finis k,, k,, k,,... (k;Ck;,,). ky est le corps des rationnels. 
Tout nombre de k est dans un des k,, et réciproquement, k;c k. 

Soient e, e; ensemble des entiers respectivement de k, k;. 

Considérons un idéal premier p de k. 


) [p, e,] =p, est un idéal premier de &;. Si a est un idéal primaire 
de & divisible par p, on a: (a, e,] = p™. 


ibis) Nous dirons que l’idéal a est un diviseur de l’idéal 6, si tout nombre de b 
est dans a; il ne résulte pas de l& en général qu’il y a un idéal entier ¢ tel que 
ac=b. Les notions de P.P.C.M. et de P.G.C.D. devront s’entendre dans ce sens. 

*) Tl était naturel dans ce mémoire od nous considérons presque exclusivement 
des idéaux premiers ou primaires, de ne parler en général que d’idéaux entiers. 
Dans deux cas que nous indiquons, les résultats restent vrais pour des idéaux non 
entiers. Il n’y a qu’au §10 que nous devrons introduire explicitement un idéal 
non entier. 


31* 
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b) Tout idéal a de & est le P.P.C.M. d'un ensemble d’idéaux pri- 
maires, divisibles par des idéaux premiers différents. Celui de ces idéaux 
qui est divisible par l’idéal premier p, est dit la composante de a suivant p, 
ou la contribution de p 4 a (s'il n’y a pas de tel idéal, on dit que la 
contribution de p est lidéa] unité (1)). 

Si les composantes sont en nombre fini, le P.P.C.M. est identique 
au produit. 

c) Si a et 6 sont premiers entre eux, [a, e,] =a; et [b,e,)=5,, on 
a aussi (ab, e;] = a,b; (ab est limite de a;b,). 

d) Considérant un idéal premier fixe p, nous attachons une valeur 
& tout idéal primaire a divisible par p. Mémes notations qu’en a). 

Soit p+: la contribution de p,,, 4 p, (cest-a-dire la plus haute 


‘ = 1 
puissance de p,, , divisant p,;). Nous posons 0, =F Cis =". u,0, ne 


8141 
croit pas quand « augmente, et tend vers une limite, dite « valeur» de a. 

Si cette quantité décroit toujours, a est dit un idéal injfins; si elle 
est constante quand # est assez grand, l’idéal a est dit find *). 

La valeur d’un idéal quelconque (sous-entendu, relativement a p) est la 
valeur de sa composante suivant p (0 si cette composante est égale 4 (1)). 

La valeur d’un nombre entier « de k& est la valeur de l’idéal prin- 
cipal («); si @ est dans k,, et si la contribution de p, & @ est p™, la 
valeur de « est u; 0;. 

En particulier, la valeur de p,; est 9;. 

Si une infinité de «; sont >1, la valeur de p est 0; p est alors un 
idéal infini; sans cela c’est un idéal fini. 

Dans la multiplication de deux idéaux les valeurs s’ajoutent. 

Le produit de deux idéaux primaires n’est fini que quand ils sont 
tous deux finis. 

On peut définir*) la valeur d’un idéal fractionnaire de k; (ou d’un 
nombre non entier), en le considérant comme le quotient de deux idéaux 
entiers, et cn prenant la différence de leurs valeurs. 

Pour les autres propriétés de la valeur on consultera les mémoires 
de Krull, en particulier K II. Rappelons encore que: 

La valeur d’un idéal est la borne inférieure des valeurs des nombres 
qu'il contient; pour un idéal primaire, il y a un nombre de lidéal ayant 
cette valeur, si et seulement si l’idéal est fini. 

*) Un idéal primaire (ou premier) fini n’est donc pas en général un idéal 
engendré par des éléments d’un corps fini. 1] n’en est ainsi que dans le « Maximal- 


ordnung » correspondant. 
*) Voir note *). 
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Quand nous parlerons de la valeur d’un idéal primaire, il est sous- 
entendu en général que c’est par rapport 4 l’idéal premier qui le divise. 
Observons que, d’aprés nos conventions, la valeur du nombre premier 
rationnel p contenu dans l’idéal premier p, est, par rapport & cet idéal, 
égaie & 1. Nous supposons toujours les valeurs ainsi normées. 

2. Nous considérerons désormais l’ensemble de tous les idéaux de k 
comme un espace topologique: nous y arrivons par introduction d’une 
distance; la distance des idéaux a et b est égale a x. si [a, e,] —[b, e,], 
et [a,e,,,]+[6,e;,,]. Cela nous permettra de parler d'une fonction 
continue d’un idéal. 

Les idéaux premiers forment alors un ensemble fermé. Car si a est 
limite d’une suite d’idéaux premiers, il y a un idéal premier 4 une distance 
de a inférieure a =. Donec ae, est premier; d’aprés les résultats de 
Stiemke, a est alors premier. 

De méme les idéaux primaires forment un ensemble fermé. 

3. Ii nous sera utile désormais d’introduire ce que nous appellerons 
les «nombres idéaux»*). Ce seront simplement des symboles qui seront 
le produit d’un nombre fini ou infini de nombres premiers différents ayec 
des exposants entiers finis ou infinis (> 0). 

Soient deux nombres idéaux A et B, dans lesquels le nombre premier p,; 
intervient avec les exposants a; et b,; on dit que A= B si pour tout #, 
a,;=b,. Le nombre idéal AB est le nombre idéal ot p; a comme expo- 
sant a,-+ 6; (on convient que co -++-z=—2-+0co=co+co=oco), Si tous 
les a, sont finis et s'il n’y en a qu’un nombre fini différents de 1, le nombre 
idéal A sera considéré comme un nombre ordinaire. 

Nous appellerons « partie infinite» du nombre idéal A, le produit de 
tous les p;”, pour tous les p; tels que p,~ soit un facteur de A. La partie 
infinie d’un nombre idéal ot tous les exposants sont finis est 1. 

Si on a une suite d’entiers a,,a,,...,@,,..., telle que a,|a,,,, nous 
dirons qu’elle a pour limite le nombre idéal A, tel que la condition 
nécessaire et suffisante pour que p* (p premier) divise A, est que p* 
divise a, pour ¢ assez grand. On pourrait de méme définir la limite de 
cette suite, si les a, étaient des nombres idéaux. 

Soient r, le corps des restes rationnels mod. p, p étant un nombre 


premier rationnel; et une suite de corps r,,7,,..-,7;,--. tels que r;Cr;,,, 


5) Comparer Steinitz, Algebraische Theorie der Kérper, Journal f. r. und ang. 
Math. 187, p. 250. Nos nombres idéaux ne sont autres que les «@-Zahlen» de 
Steinitz. 
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et que r, soit de degré f, par rapport 4 r,. On sait que le degré /; 
suffit & déterminer r;. Soit r la limite des r;. On peut lui attribuer 
comme degré un nombre idéal F, égal 4 la limite des f;. On sait d’aprés 
Steinitz*) que: 

a) le degré F suffit a déterminer r. 

b) Si r et r’ ont pour degrés F et F’, (r,r’) a pour degré le plus 
petit commun multiple de F et de F’. 

c) r contient donc tous les corps dont le degré divise F, et n’a que des 
sur-corps de degré relatif premier a F* (F* étant la partie infinie de F). 

Nous avons appelé plus haut »/‘+: la contribution de p,;,, 4 p,. Nous 
appellerons ¢;,, Terposant de p,,, par rapport a p,; si p est le nombre 
premier rationnel divisible per p,, et si ¢,,, = pt ef’, (ei, premier & p), 
e{"’, sera dit Pexposant réduit. Enfin soit y,,, le degré relatif de p;,, 
par rapport a k;. 

Les limites 


E = lim ¢,é...¢é 
Spe, “a% p» 


0) ° 
B® — lim ef” ef”... 2, 
Pp ?@ao 


F = lm 9,9,---%> 


Poa 


seront dites l’'exposant absolu, ’exposant réduit absolu, le degré absolu de p. 
On peut démontrer aisément que ces limites sont indépendantes de 
la suite particuliére k, choisie; car soit une autre suite k; tendant vers K; 
pour tout 7, on a k,C ki Ck,, pour ¢, et ¢, convenables; ¢, et ¢, tendent 
vers linfini avec ¢. On a & &9...&, |e; €9--.€/ | &, &---€,, @od Pon déduit 
aisément lim ¢, 6...) = lim ej €3... &. 
Méme démonstration pour E® et F. 


§ 2. 


Lois de divisibilité dans le cas galoisien. 


Soit K un sur-corps de k, de degré fini m par rapport 4k. K résulte 
de k par adjonction d’un nombre algébrique «,. Soit k;(a,) = K,;. Ona 
évidemment K = k K,. 

a, satisfait 4 une équation irréductible dans k a coefficients dans k. 
Choisissons k, de maniére que k, contienne ces coefficients. L’équation 
reste évidemment irréductible dans tous les k, (¢ > 1); done pour tout 2, 
K, est de degré n par rapport a k;. 

Soient e, E, e,, E; ’ensemble des entiers respeetivement de k, K, k;, K;. 


®) Cf. Steinitz, loc. cit. (note °). 
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Soit a un idéal entier de k; U%—aE est un idéal de K. On a alors 
[u,e]—a. En effet, s'il n’en était pas ainsi, on aurait une relation: 


«= B,y, + Borg t--- +B, 75, 


les y, dans a, les £, dans E, « dans k et non dans a. Si ¢ est tel 
que XK; contienne tous ces nombres, les y, sont dans a,, les £, dans E,, 
« dans k, et non dans a;. On a la une impossibilité. Donc: 

Théoréme 1%). E et e désignant respectivement Tensemble des 
entiers de K et de k, & tout idéal entier a de k correspond un idéal 
aE=W% de K; cette correspondance est univoque, car on a réciproquement 
[u, e] =a. 

Remarque 1. a’ étant un autre idéal entier de k, U'=a'E; si a 
et a’ sont premiers entre eux, il en est de méme de U et UW’. 

Cer il y a alors une combinaison linéaire de nombres de a et a’ 
(done de & et WM’) qui est égale a 1. 

Nous allons maintenant supposer K galoisien par rapport a k; alors 
toutes les racines de )’équation irréductible 4 laquelle satisfait « sont des 
fonctions rationnelles d’une d’entre elles 4 coefficients dans k; si nous 
choisissons k, de maniére qu'il contienne ces coefficients, K,; sera, quel que 
soit ¢, galoisien par rapport 4 k;; et le groupe de Galois de K, par 
rapport 4 k, sera toujours isomorphe 4 celui de K par rapport 4k. Soit G 
ce groupe. 

Supposons a primaire; [a,e,] =a, est une puissance p;‘ d’un idéal 
premier p,; et en décomposant a; dans XK, on a: 


(1) ag = pi = (BiB... BEN". 


Soit [U, Z,)—U,; W, est invariant par le groupe G, car il en est 
ainsi de Y et de E,; donc: 


{2) yy. — (Bi? 9B”... Bi)". 

On a: (Y,, e,] = (U, E,, e] = (A, e, e;] = [a,e,] =a; done 

(3) (a,— l)he;< uae. 

On peut évidemment choisir les notations de maniére que [f{", E;_,] = B21. 


Soit f, le degré de $%; par rapport 4 p,. 
Considérons le groupe d’inertie G{" et le groupe de décomposition G{” 
de ${” dans le groupe G de K; par rapport a k;. 





*) Ce théoréme reste vrai pour des idéaux non entiers, et se démontre de méme, 
si on le modifie comme suit: appelons e* l’ensemble de tous les éléments de k; on 
pose toujours a E=%, mais [W%, e*}] =a. 
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G!” est formé des o de G tels que o« = a(mod.{"); mais si nous 
prenons « dans K;_;, on en déduit o@ = «(mod.§{",); donc: 
af af. 
On montrerait de méme que 
aca, 
car G;° est formé des o tels que o« = 0 (mod. f;") entraine « = 0 (mod. ;”). 

Ces groupes étant d’ordre fini, on finit par avoir, dés que 7 dépasse 
une certaine borne J: 

Gg? _ Gi”, ’ 
6 can Go", ‘ 

Autrement dit, G;°, G!”, donc, f, e&, et gi (car &figi =n) sont les 
mémes pour tout «> J. Choisissons k, de maniére que J= 1 et posons 
(4) a=e, fi=f, gw=g, G=E”. 

Décomposons G suivant G®: G=o,G%+0,@4%+4+...+ 6,4. 
On peut évidemment choisir les notations de maniére que }{"’ = o 8,” 
et on aura alors: rp, E,;_,) = hl 

D’aprés la formule (2), les ${"" ont une limite, qui est un idéal 
primaire de K; tous ces idéaux primaires sont conjugués entre eux; et la 
formule (2) montre que 2% est leur produit. D’ou: 

Théoréme 2. St a est un idéal primaire de k, E l'ensemble des 
entiers dun sur-corps galoisien K, aE=Y% est le produit dun nombre 
fint Pidéaux primaires de K conjugués entre eux (ces idéaux sont dits les 
composantes primaires de a dans K)*). 

En faisant a;—1 dans la formule (1) on obtient le 

Complément au théoréme 2. Soient p Pidéal premier divisant a; 
B,, B,,...,B, les composantes primaires de UA; pE est le produit de g 
idéaux primaires divisant respectivement B,, B,, ..., B,. 

On voit que g ne dépend que de l’idéal premier p. 

Soit B” Vidéal premier limite de ;”’. 

Soit 8 la composante primaire de a, qui est limite de $ 

1. Sil y a un nombre a@ de a de valeur w par rapport a p, et si 


(1) uw; 
ry . 


« est dans k,, la contribution de p, & « est pe; done celle B\" est Be; 


mais la valeur de §," est évidemment &; donc celle de « par rapport a $3; 


est u. Donc: Si a de a est de valeur u par rapport a p, « est aussi de 
valeur u par rapport a &. 
*) Nous dirons briévement que les composantes primaires de & divisent a; que 


la composante primaire $ est la contribution de — 4a, ei $ est lidéal premier de K 
divisant 8. 
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2. Soit A un nombre de B de valeur u par rapport 4 B™. On a 
A=a,B,+,f,+...+4,8,, 
les «,; étant dans a, les #; dans E. Supposons ¢ tel que a; contienne tous 
eu 


les «;, et E; tous les £;. La contribution de —; & A est Bf. Comme on 
a a;= pj", il faut que 
a,< =. 
a 
Done a; contient des éléments de valeur a,0,< u. Donec: Si A de K est de 
valeur u par rapport 4B, il y a un « de k de valeur u’ < u par rapport a p. 

La valeur d’un idéal étant la borne inférieure des valeurs des éléments 
qu'il contient, ces deux énoncés montrent que a dans k et B dans K, ont 
méme valeur. 

Pour qu’un idéal soit fini, il faut et il suffit qu’il contienne des élé- 
ments de méme valeur que lui. Le premier énoncé nous montre que si a 
est fini, $ lest aussi. Réciproquement, si 8 est fini, a contient des élé- 
ments, d’aprés le second énoncé, dont Ja valeur est égale ou inférieure a 
la sienne; mais cette valeur ne pouvant étre inférieure, est égale 4 la 
valeur de cet idéal. D’ou: 

Théoréme 3. Un idéal primaire de k, et une de ses composantes 
primaires dans le sur-corps galoisien K, ont méme valeur, et sont simul- 
tanément finis ou infinis. 

On déduit de 14 que: avec les notations du théoréme 1, a et U ont 
méme valeur. 

Un cas particulier intéressant est celui oi ideal p est lui-méme fini. 
Dans (1), a; est constant dés que ¢ est assez grand; d’aprés (3), wu, est 
borné. Le théoréme 3 nous apprend que la limite de 3{™ est un idéal 
fini. Done u, est constant dés que i est assez grand, et $8” est un idéal 
fini. L’égalité des valeurs limites de 8{" et de p/’ montre que u,—=a,e. 
On peut remplacer dans ces considérations 3," par un quelconque de ses 
conjugués. Donc: 

Lemme 1. Si p est un idéal premier fini de k, E Vensemble des 
entiers de K, et si B™,P,..., 8B sont les diviseurs premiers de p dans 
le sur-corps galoisien K, ces 8“ sont finis, et on a: 

(5) pE=(BPR”...B%)" 
e étant défint par la formule (4). 

Si p est infini, il se décompose d’aprés le théoréme 3 en un produit 

@idéaux infinis de valeurs 0, donc en un produit d’idéaux premiers; 


comme toute puissance d’un idéal premier infini est égale 4 cet idéal, la 
formule (5) est encore vraie dans ce cas. 
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§ 3. 
La ramification. 


Définitions. 1. Le growpe de décomposition G de ¥ est composé 
des éléments « de G pour lesquels o%$ =, c’est-d-dire pour lesquels 
A =0(mod.8) entraine o A=0(mod.) pour tout A entier de K. 

2. Le groupe Winertie G™ de B est composé des éléments o de G 
pour lesquels o A= A(mod.$) pour tout A entier de K. 

3. Le groupe de ramification de 3 correspondant a Vidéal primaire 
YU divisible par Y%, est composé des éléments o de G pour lesquels 
oA=A(mod.U%) pour tout A entier de K. 

Il est clair que le groupe de ramification correspondant 4 & est un 
sous-groupe de celui correspondant 4 %’ si %’/%; que les groupes de rami- 
fication sont des sous-groupes du groupe d’inertie; celui-ci un sous-groupe 
du groupe de décomposition. 

Si o est dans G™, et si A est un nombre de K,, A4=0 (mod. 8) et 
o4=0(mod.%) sont respectivement équivalents 4 A=0(mod.§;) et- 
oA =0(mod.$,); donc G™ est un sous-groupe de @;”. 

Réciproquement, si o est dans tous les G,", on voit que o est dans G -, 

On a vu au § 2 que les G{" et les G{”” étaient les mémes pour tous 
les ¢ supérieurs & un certain nombre. Donc: 

I y a un I tel que, pour i>I on ait CG =G ec GP =)”. 

D’une maniére générale, 2 étant primaire divisible par §§ de valeur w, 
[U, £,) est un idéal Bi" de K;. On a évidemment 


(B", Ei.) = (W, B;,, Ei.) =(U, Eis) = Pir. 


@’ étant le groupe de ramification correspondant & YU, Gj le groupe 
de ramification composé des o tels que pour tout A entier de K;, on ait 
A = 0A(mod. $j"), on démontre immédiatement comme pour les groupes 
d’inertie, que 


a) Gi,, est un sous-groupe de G/; 

b) @’ est composé des éléments communs 4 tous les G/. 
On conclut de méme que: 

It y.a un I tel que pour i>I on ait G’= Gj. 

Il n’y a qu’un nombre fini de groupes de ramification différents parmi 
ceux correspondant aux idéaux primaires divisibles par §. 

Désignons-les par G“, G,...,@™. On déduit le 

Théoréme 4. 6,4, G™,...,@™ Gant la suite des groupes de 
décomposition, Winertie et de ramification, correspondant a Vidéal pre- 
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mier % de K, et aux idéaux primaires divisibles par B; k,, ky, ..., hj, ..- 
une suite de corps tendant vers k, K,, K,,..., K;,... une suite de corps 
tendant vers K tels que k;C K;, K, ayant par rapport a k, le méme 
groupe que K par rapport ak; E; Vensemble des entiers de K;, $;=(¥, E,): 
alors il y a un indice I tel que pour i>I, G soit le groupe de dé- 
composition, G™ le groupe @inertie, les G (i >1) des growpes de rami- 
fication de §;. 

Pour aller plus loin, il faut utiliser les lemmes de la théorie des corps 
finis que nous démontrerons au paragraphe 6. On voit que les nombres e/ 
et e définis par (4) sont les ordres de G® et de G™. 

Définition. L’ordre de G™ est dit ’exposant de § par rapport a p. 

Définition. Sie—e,p™, e, dant premier a p, p étant le nombre 
premier divisible par J, e, est dit l’exposant rédutt de par rapport a p. 

Définition. Si ef est Tordre de G®, f est dit le degré de ® par 
rapport a p. 

Du théoréme 4, on déduit: 

Théoréme 5. @™ est un sous-growpe invariant de G® a groupe 
quotient cyclique. 

Théoréme 6. G“*” est un sous-groupe invariant de G (i >1) 
et le growpe quotient a comme degré une puissance de p. 

Pour démontrer le théoréme 6, il faut observer qu’un groupe de rami- 
fication, dans le cas d’un corps fini, est sous-groupe invariant, non seule- 
ment du groupe de ramification précédent, mais de tous les groupes de 
ramification précédents: on voit en effet aisément qu'il est sous-groupe 
invariant du groupe de décomposition. 

On voit que, pour un corps infini, G n’est pas forcément le plus grand 
sous-groupe de G™ dont l’ordre est une puissance de p (voir théoréme 24). 


§ 4. 
Cas non galoisien. 

Nous sommes maintenant en état de supprimer l"hypothése que K est 
galoisien par rapport a k. 

Soient K le plus petit sur-corps de K galoisien par rapport 4 k; 
e, E,E Yensemble des entiers respectivement de k, K, K. 

Un idéal primaire a de k divisible par l’idéal premier p, se décompose 
dans K en le produit de 7 idéaux primaires XA, ..., U'”; soient PB“? Pidéal 
premier qui divise YU; @ et f lexposant et le degré des BR par rapport a k. 

Toutes les composantes primaires de (a, E) dans K, se décomposent 
dans K en produits d’idéaux primaires, tous premiers entre eux d’aprés 
la remarque suivant le théoréme 1. Ces composantes primaires sont alors 
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évidemment des &. (a, E) n’a donc qu’un nombre fini de composantes pri- 
maires U™, HW, ..., &™, et en choisissant convenablement les notations, 
on peut écrire: 

iw ai yn yr? ie ye, 
Soient ®“° Vidéal premier de K divisant UA, 2, et f, le degré et l’exposant 
des $“° par rapport a PB. 

Nous dirons que B a le degré hat et Pexposant e, = z par 
rapport a k (ou, en abrégé, le degré relatif f, et Pexposant relatif e,). 

De ce qui précéde résulte le 

Théoréme 7. Si a est un idéal primaire de k, E ensemble des 
entiers du sur-corps K, U=(a,H) est le produit dun nombre fini 
@idéaux primaires de K (dits les composantes primaires de a dans K). 

Comme pour le théoréme 2, on a un complément au théoréme 7, qui 
s’énonce exactement comme le complément au théoréme 2, et s’en déduit 
immédiatement. 

Théoréme 8. Soient A—AYU™...H” la décomposition de A en 
idéaux primaires; p et B les idéaux premiers divisant a et U,; e, et f; 
le degré et Pexposant de %° par rapport a p, n le degré de K par 
rapport a k; la somme des e,f, est égale a n. 

Appelons # le degré de K par rapport a K. On a évidemment 
cfo=F, hI, — 2. Done: 


SF cs Fite. ne hE Sp gig om 
aah ai a iia n a aie 
Théoréme 9. Le théoréme 3 reste vrai, quand on ne suppose plus K 
galoisien. 
Car d’aprés le théoréme 3, Met A ainsi que A et A” ont méme 
valeur, et sont simultanément finis ou infinis. 


Théoréme 10. Avec les notations du théoréme 7, on a: 


pE = $' B2°... By’; 
p et les $B, sont simultanément finis ou infinis, e, dant Pexposant de &, 
par rapport a k. 
Si p est infini, il se décompose d’aprés le théoréme 9 en un produit 
@idéaux infinis de valeur 0, donc premiers; le théoréme est trivial, car 
alors: Pi = PB; (PB; étant infini). 


Si p est fini, $, et B, sont finis d’aprés le lemme 1. Si a est la 
valeur de p, d’aprés le théoréme 3, celle de % est ‘, et celle de §;, 


z 3 
SS os 


i = Done, d’aprés le théoréme 9, la contribution de B; & p E est Bf". 





ee ee 








SP ee ED 
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Théoréme 11°). U étant un idéal primaire de K divisible par Vidéal 
premier %; e et E Pensemble des entiers de k et K; a=([U, e]}: 

1. a est primaire, et aE est divisible par U. 

2. Si B est infint, a et U sont simultanément finis ou infinis, et 
ont méme valeur. 

3. Si PB est fini, p=[P,e] est premier dans k et est fini; a ¥ 


est dexposant e par rapport a k, e¢ si U=—YP", on a gapitl 
({@] = plus petit entier égal ow supérieur a «). 

En particulier: Si B est un idéal premier de K, p=[f,e] est 
premier dans k, et pE divisible par . 

Ce dernier résultat se démontre sans peine directement (voir seconde 
partie). 

Ula, car tout nombre de a est dans UM, donc aussi tout nombre 
de aE (car aEc OM). 

Réciproquement, si U\a’E tout nombre de a’ est dans %, donc dans 
a et ala’. Done a est le plus petit des a’ tels que M|a’E. Done, d’aprés 
le théoréme 7, a sera primaire. 

Si % est infini, le théoréme 9 conduit au résultat. 

Si $ est fini, [%, e] d’aprés le théoréme 10, sera premier; et la plus 


petite puissance a de p telle que M|aE est bien a= plel, 


§ 5. 

Propriétés diverses des groupes de décomposition, d’inertie, 

de ramification. 

Théoréme 12. Soient K un sur-corps de k; K un corps tel que 
kc KK; e,E,E respectivement Vensemble des entiers de k, K, K; 
¥ un idéal premier de K; (%, E) = B; [P, e] =p. Soient e, f; 2, f; £, F 
Pexposant et le degré de 8, %, 8 par rapport respectivement a k, k. 
On a: 


f; 
kK, 


E=eét, F=ff.*) 





°) Ce théoréme est vrai pour tous les idéaux & entiers ou non, pour lesquels 
il n’y a qu’un idéal premier % qui donne une contribution différente de (1), et se 
démontre de méme, & condition de définir a par a=[%, e*] (e* étant l’ensemble de 
tous les éléments de k) (comparer la note ’)). 

10) Tl est aisé de démontrer & partir de ce théoréme que, dans notre définition 
de l’exposant et du degré relatif dans le cas non galoisien, il n’était pas nécessaire 
de supposer que K était le plus petit sur-corps galoisien de K. Cette hypothése 
était seulement nécessaire pour avoir une définition univoque. 
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Théoréme 13. Supposons K galoisien par rapport a k. Soient G 
son groupe par rapport a k, g son groupe par rapport a K. ( 
Soient G® et G™ les growpes de décomposition et @inertie de ¥ 
par rapport a k. ' 
1. Les groupes de Choomposition et dinertie de % par rapport a K 
sont (G4, g] e [(4™, g]. 
2. Si K est galoisien par rapport a k, les groupes de décomposition 
et dinertie de % par rapport a k sont Gg:g et G™Qg:g. ) 






































Le théoréme 13 entraine les propriétés habituelles de maximum des 
corps d’inertie et de décomposition relativement 4 l’exposant et au degré 
relatif. 

Les théorémes 12 et 13 pourraient se démontrer directement: que 
(pour le théoréme 12) les exposants se multiplient, est presque évident sur 
la base du théoréme 10; qu’il en soit aussi ainsi pour les degrés, cela résul- 
tera du théoréme 19. Le théoréme 13 résulterait du théoréme 12 comme 
pour les corps finis. Mais on peut démontrer ces théorémes trés simple- 
ment sur la base du théoréme 4, par un raisonnement uniforme. Démon- 
trons par exemple le théoréme 13. 

Comme au début du § 2, soient k; une suite de corps tendant vers k, 
K, une suite de corps tendant vers K, telle que XK; soit un sur-corps 
galoisien de k,, [K;,k]=k,. Soit K;=(K,, K], les K, tendent vers K; 
soient e;, E,, E, Pensemble des entiers de k;, K,, K,; posons 


(%, E;) = §;, [(B, E E;) =  §,. 

D’aprés le tnéoréme 4, il y a un J tel que dés que ¢ > J, les groupes 
de décomposition et d’inertie de ,, par rapport 4 K, et k,, soient les 
groupes de décomposition et d’inertie de § par rapport 4 K et k. D’oa 
la premiére partie du théoréme 13. 

La deuxiéme partie se démontre de méme en remarquant que si K 
est galoisien par rapport & k, on peut supposer que XK, l’est par rap- 
port a &k,. 

Le théoréme 12 se démontrerait de méme en introduisant les plus 
petits sur-corps galoisiens par rapport 4 k contenant respectivement K et K. 





Théoréme 14. Les groupes de décomposition et dinertie d'un idéal 
premier de K sont des fonctions semi-continues supérieurement de Vidéal 
(dans Vespace topologique des idéaux défini au §1,2). En d'autres 
termes: si une suite Pidéaux premiers $B, PB, ...,B,... a une 
limite B, et si tous les B ont g comme groupe dinertie (ou de décom- 
position) le growpe Winertie 7 (ou de décomposition) de J est g, ou un 
sur-groupe de g. 

Ceci n’est au fond autre chose que le théoréme de Baire, d’aprés le- 
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quel la limite d’une suite décroissante de fonctions continues est semi- 
continue supérieurement**). 

Soit (B", E,] = P{”" et [P, E;] — PB; et soit J Vindice tel que pour 
t>TI, le groupe diinertie de $; soit g. Si m est assez grand, on a 
;" = ®,; Ry" a comme groupe d’inertie g, et g < J. 

De méme pour le groupe de décomposition. 





Théoréme 14 bis. Mémes notations. Ne supposons plus K galoisien 
par rapport a k. Si les degrés des 8°” par rapport a k (ou Pexposant, 
ou Texposant réduit) ont une méme valeur, le degré (ou Pexposant, ou 
Pexposant réduit) de $% en est un multiple. 

D’aprés le lemme 2 du § 67°), f, est un multiple de f,,,; la démonstra- 
tion est alors analogue & celle du théoréme 14. 

Remarque. Suivant un théoréme connu de Baire**), toute fonction 
semi-continue supérieurement, est ponctuellement discontinue sur tout 
ensemble fermé. Cela signifie dans notre cas que, pour tout ensemble fermé 
@idéaux premiers, il y a un i et un idéal premier %, de K,, tel que les 
nombres e et f (ou les groupes G™ et G) soient les mémes pour tous 
les idéaux de cet ensemble qui divisent §;. 

Théoréme 15. Le groupe de ramification correspondant a un idéal 
primaire de K, est une fonction semi-continue supérieurement de cet idéal. 

Méme démonstration que pour le théoréme 14. 

Théoréme 16. Constdérons tous les groupes de ramification différents 
Gg, &™,...,@ correspondant aux idéaux primaires divisibles par %. Il y 
aun systéme de ces idéaux primaires APV—P A? HK... W, tels que: 

1. G® corresponde a YX; 

2. St a*-” | o et UU, +A”, le growpe de ramification 
correspondant a U soit G. 

Considérons tous les idéaux primaires divisibles par $3, tels que leur 
groupe de ramification soit G“. Ils forment un ensemble €™. La valeur 
de tout élément de © est inférieure A celle de tout élément de E””, 
si j’>j. Donec, d’aprés le théoréme 15, tout point d’accumulation de Ee 
est dans ©), avec i’ <i. La borne supérieure de €™, c’est-d-dire l’idéal 


*t) Remarquons & cette occasion que le théoréme fondamental de Krull (K II), 
sur la semi-continuité supérieure des valeurs des composantes primaires d’un idéal, 
n’est autre chose que ce théoréme de Baire, et sa réciproque. Supposons que a soit 
la limite des idéaux a, des k,. Les valeurs des composantes primaires des a, forment 
une fonction continue (dans l’ensemble des idéaux premiers), qui décroit avec i, et 
tend vers la valeur de a. 

*) Nous nous permettons d’employer ici ce lemme de théorie des corps finis, qui 
ne sera démontré que plus tard. 

48) Voir Baire, Sur les fonctions de variables réelles, Ann. di Mat. 1899. 
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de plus petite valeur divisible par tous les éléments de €“ est dans E. 
C’est precisement 2%“. 

€® est alors formé de tous les A+%"~” tels que UW” |H et 
wm) 1.24) 

Ce théoréme sera complété dans un cas particulier par le théoréme 23. 

La substitution de Frobenius. Dans les corps finis, on peut 
attacher 4 tout idéal premier d’un sur-corps galoisien K de k, une sub- 
stitution (=) =o, telle que 

A** = oA(mod.§), 
Np étant la norme absolue de p, A un entier quelconque de K. 

Cette notion ne se généralise pas entiérement. Bornons-nous aux 
idéaux premiers § de K pour lesquels le groupe d’inertie se réduit a l’élé- 
ment unité. Si le degré absolu F de » est fini, on aura une substitu- 
tion o telle que i 
A” =0A(mod. §$). 

En effet, il y a alors un J tel que pour i > J, le degré relatif de p,, , 
par rapport & p, est 1. Le degré absolu de p, est alors F; il y a un o, 
tel que pour A de K; 


A” =0,A (mod. 8;) done (mod. 8). 
Mais, d’aprés un théoréme de Hasse, 0, = 0,,,; posons donc pour 


t>ZTI, 6,=6, on aura 
A” = oA (mod. §). 

Ce o engendre évidemment le groupe de décomposition (car il en est 
de méme des o,, i >J). Nous posons (3) = 6. 

Théoréme 17. Avec les notations des théorémes 12 et 13, le degré 
absolu F de » étant fini: 

1. (5) et (3) se correspondent dans Tisomorphisme appliquant G 
sur G:g. 
x 
¥ 


Ce théoréme se démontre comme les théorémes 12 et 13, en observant 
qu'il est vrai pour les corps finis**). 


2. (F). est la plus petite puissance de ( ) quit soit dans g. '*¥*) 
\P/E 


) Tl était intéressant de tirer ce théoréme du théoréme 15. Mais il est encore 
plus simple de le démontrer directement avec le lemme 4 du § 10. 


— (3). représente la substitution de Frobenius attachée & $ en considérant 
\ 4 


K comme extension de K. 
*) Voir par exemple Hasse, Reziprozitatsgesetz, Jahresber. d. D. Math.-Ver., 
Erginzungsband VI, p. 9. 
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§ 6. 
Deux lemmes de théorie des corps finis. 

Lemme 2**). Sotent k un corps fins; 

K et K’ deux sur-corps de degré fini; 

43 wn idéal premier de K K’; 

%, B', p les idéaux premiers quil divise dans K, K’ et k; 
f, &, € =€, p™ le degré, lexposant réduit, Texposant de par rapport a k, 
f’, eg, e' = es p™ le degré, Vexposant réduit, l' exposant de 8’ par rapport a k, 
F, E,, E=E,p™ ledegré, Vexposant réduit, ’exposant de f par rapport a K’. 


a) E diwvise e. 


(1) ES 
(f,f’) 

5 a 

(2) Bo Grad)’ 


Démonstration. Soient K* un sur-corps de k de degré fini, galoisien 
par rapport a k, tel que KK’ K*; G son groupe de Galois; g et g’ les 
sous-groupes qui correspondent a K et K’: 4 K K’ correspond alors [g, g’]. 

Soient 75, 7,, 7%. le groupe de décomposition, le groupe d’inertie et le 
premier groupe de ramification d’un diviseur premier %* de % dans K*, 
par rapport 4 k. Les groupes de décomposition de %* par rapport & K, K’, KK’, 
sont respectivement [7,9], [7% 9"], [%o»9,9']] =[l7» 9] [70 9']]- Hen 
est de méme pour les groupes d’inertie et les premiers groupes de rami- 
fication, en changeant l’indice 0 en 1 et 2. 


re < os (c’est un fait connu*’) de théorie 





En particulier q 
des groupes); donc 
(3) M<m. 


Soient o un élément de y, engendrant y,:y,, et ® Vordre de y,: y,; 

Yo est isomorphe (mériédriquement) & y,:y,; si o” et o” sont les plus 

petites puissances de o qui sont dans [y,,g]y, et [7,9']yy, 4 [79] 

correspond dans cette isomorphie le groupe engendré par o”, 4 [y,,9’] le 

groupe engendré par o%, et a [[y),9],[7o,9']] le groupe commun a ces 
zy 


deux 1a, c’est-d-dire le groupe engendré par o”. Or le degré de $8" par 


16) Ce lemme précise beaucoup le théoréme 5 de notre travail: Sur la théorie 
des groupes de décomposition, d’inertie et de ramification, Journal de Liouville, 1932, 
p. 481. 
1”) Voir par exemple Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, p. 64. 
Mathematische Annalen. 106. 82 
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rapport a K est: 


({vo.9)) __ ([vo,9)) — (7 [%9]) 





(fva09))  (ffve9),%)) 3 3=— (mm) 


et ceci n’est autre chose que le degré du groupe engendré par o* dans 


(Yo: 71); done © 
Le degré de * par rapport 4 & étant ®, on en déduit que le degré 
de $ par rapport 4 k est z: 
f=2z. 
On démontre de méme que 
= 9. 

Considérons le degré de 8 par rapport & k; il est égal & Ff et le 
méme raisonnement montre que: 

’ xy 
i= Gy 

On déduit de ces égalités Pégalité (1) de l’énoncé. 

Remplacons dans ce qui précéde y, et y, par y, et y,; on obtiendra 
Pégalité (2). 

Celle-ci montre que EZ, divise e,; d’aprés (3), M< m, donc E£ divise e. 

Lemme 3**). Mémes notations que dans Vénoncé du lemme 2. 
Supposons e’ premier a p(e’ =e); supposons de plus K galoisien par 
rapport a k (donc KK’ est galoisien par rapport a K’, et son groupe 
de Galois est un sous-growpe de celui de K par rapport a k). 

Sott 94, 9,,--- la suite des groupes de ramification de 8% par rapport 
ak (9;+9;,;), 9; ant groupe de ramification correspondant aux $*, 
pour v,,<2#<Sv, (v,=1). 

La suite des groupes de ramification de % par rapport a K’ est la 
méme, les nombres v; étant remplacés par les nombres 6; définis comme sutt: 


“§,-1 =Fe'(v,—1). 


Démonstration. Mémes notations qu’au début de Ja démonstration 
du lemme 2. Considérons la suite des groupes de ramification de $$* par 
rapport a k, soit y,, 7,,---. 

Nous appliquons un théoréme que nous avons démontré dans un précédent 
mémoire **), et qui va nous permettre de trouver les groupes de ramification 
de par rapport & k, et ceux de® par rapport & K’, connaissant ceux 
de * par rapport a &. 


**) Comparer au th. IV du travail cité dans la note **). 
*) loc. cit. (note **)). 
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Il est d’ailleurs inutile de se reporter 4 son énoncé; nous avons en 
effet, 4 la fin de ce mémoire, généralisé ce théoréme (c’est le théoréme 30), 
et on démontre sans peine que ce nouvel énoncé est équivalent & |’énoncé 
primitif (d’ailleurs, la démonstration du théoréme 30 pour un corps fini, 
ne présuppose en rien la théorie des corps infinis). Appliquons donc ce 
théoréme sous cette forme. 





(yel%1, 9")) (Ye) 
8) On 8 ing) Urn 
les y; (¢ >2) sont done des sous-groupes de g’, car s'il n’en était pas 
(71) (ye [71> 9']) 
({1» 9°) Ye» 9)) 
b) Done (théoréme 30, a)) la suite des groupes de ramification de %* 
par rapport & k est la méme que par rapport 4 K’, et dans les deux 
cas, le méme y, correspond aux mémes puissances de *. 
c) Pour trouver la suite des groupes de ramification de { par rapport 
& k, il faut considérer [y,,g] et y,g:g; pour trouver celle de B par 
rapport 4 K’, il faut considérer 


[y% [g, g')), r(9> 9'}:(9, 9’). 


TT? Ct Ye est invariant dans y,. Tous 


ainsi e’ = , qui est un multiple de , serait divisible par p. 


Or 
[yo 9) =[%9.9'); 


car y, est sous-groupe de g’; et y,g:¢ = y,[9,9']:[g,.9’], car ces groupes 
sont respectivement égaux*) a y;:[g,7;] et y;:[7;9,9']. Posons 
19:9=%19-9'): 199g) =%- 

Cette notation est en accord avec celle de l’énoncé, car d’aprés le 
théoréme 30, b), g; est groupe de ramification de 8 par rapport 4 k, et 
la contribution de ®* 4B” est P***+*"; il est aussi groupe de ramification 
de § par rapport & K’, et la contribution de B* & BP” est P*22 +, le 
nombre a étant le méme dans les deux cas, Z; et E; étant les exposants 
de %* par rapport & K et KK’ (les nombres », et #, sont définis dans 
Pénoncé). On a donc: 

E; 4= E; + a;, 
E i,= E; + a;. 
D’ou: 


* 
6, —1= = (v,—1). 
2 


* —_— 
Mais = est l’exposant de {§ par rapport 4 K. Donec 
. * 
e R= ae e. 
D’oi Yon déduit le lemme. ‘ 


*°) Nous disons ici « groupes égaux » au lieu de « groupes isomorphes ». 
32* 













J. Herbrand. 


§ 7. 
Propriétés de l’exposant et du degré relatif. 


Reprenons les notations du § 5. f, et e, étant le degré et l’exposant 
de §; par rapport 4 k,, on voit que dés que i>J on a f,=—f et e,=e. 

Définition. L’exposant réduit de Pidéal 8 par rapport a k est e, 
si on ae=e” p™ (e = degré relatif, p = nombre premier rationnel divi- 
sible par B, (e, p) =1). 

On aura alors e/” =e, pour i> J. 

Choisissons k, de maniére que ]=1. D’aprés le lemme 2, /;= f,, , =f 
est premier & ,,,, et ef” =e/?, =e est premier a e{"’, (nous rappelons 
que i, &,-e{°, sont respectivement le degré, l’exposant, l’exposant réduit 
de p, par rapport a k,_,). 

Théoréme 18. F étant le degré absolu de Vidéal premier p de k, 
F* sa partie infinie, B wn diviseur premier de » dans K(K>k), f son 
degré par rapport a k, F* est premier a f. 

En effet gy; (¢>1) est premier 4 f. F est la limite du produit 
,Pq---%;; 8& partie infinie est donc premiére a f. 

Théoréme 19. Le corps des restes de K suivant 8 est une exten- 
sion algébrique de degré f du corps des restes de k suivant p. 

Soient 

R,, r 


4 f,, BF 
les corps des restes de 

K,, k,, X, & 
respectivement par rapport a 

By» vi» B, p. 

1. r;,, est un sur-corps de r; de degré ,,,. 

r est la limite de r;; les restes de nombres de k; donnent en effet r,. 
Donec r est un champ de Galois de degré F. 

2. De méme R est la limite de R,; évidemment R >r. 

3. R, et r ont par rapport a r; des degrés premiers entre eux (¢ >1). 
En effet le degré de R; par rapport a r,; est f; celui de r par rapport & r, 
est la limite de 9,,,%;,9---;,; quand j augmente indéfiniment; or f 
est premier & —; (pour i > 2). 

Done [R,,r)=r1,. R,r a donc le degré f par rapport 4 r; tous ces 
corps sont donc identiques; or R;rC R; mais tout élément de R étant 
dans un R,, et les R,r étant identiques, on a R;r>R. Done R= R;r. 
D’ou le théoréme. 
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Théoréme 20. E étant Texposant absolu de Vidéal premier p, B® 
son exposant absolu réduit; E* et E®* les parties infinies de E et E, 
E*® est premier a e. 

Il suffit pour le démontrer de remplacer dans la démonstration du 
théoréme 18, @ par e” et f par e. 

D’aprés ce qui précéde: Le P.G.C.D. de E* et e est une puissance 
de p. 

Définition. p étant un itdéal premier d'un corps k, les valeurs 
des différents nombres de » forment un groupe additif, dit groupe des 
valeurs suivant p (dans k). 

Théoréme 21. Soit n=e si E* est premier a p (E* = E*), 
n=e si E* est divisible par p (E* = E®* p”). 

Le groupe des valeurs suivant p dans k est un sous-groupe dindice yn 
du groupe des valeurs suivant % dans K. 

Ces deux groupes sont les groupes additifs des nombres rationnels 
dont le dénominateur divise respectivement HZ et He. Le premier est 
évidemment un sous-groupe du second d’indice y. 

Remarque. Le nombre 7 est ce que Deuring designe par e. Le 
théoréme précédent nous donne 7 en fonction de l’ordre du groupe d’inertie. 

Définition. K édant supposé galoisien par rapport a k, si e =n, 
nous disons que Vidéal p est complétement ramifié (ce terme est di a 
M. Deuring). 


Tout idéal fini, en particulier, est complétement ramifié. 


§ 8. 
Construction de corps particuliers. 


Théoréme 22. Il existe des corps algébriques, différents du corps de 
tous les nombres algébriques réels**), ou du corps de tous les nombres 
algébriques, tels que pour tous leurs idéaux, le degré absolu F et lexposant 
absolu E sotient des multiples finis de valeurs fixes données F, et E,. 

Ce théoréme montre une profonde différence entre corps finis et corps 
infinis, ainsi que la complexité possible de la structure de ces derniers. 

Soient p,, Pg, Ps; --- la suite des nombres premiers rationnels; a,, @,, ..., 4; -.- 
une suite d’entiers tels que a;|a;,,, et que la limite des a; soit Z,;a,—1; 
bo, 6,,...,5;,... une suite d’entiers tels que b,|b;,,, et que la limite des D, 
soit F,; 6, =1. 


*1) et différents en outre de tout corps qui peut étre transformé en celui-la par 
un automorphisme. Cela sera toujours sous-entendu. 
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Prenons pour &, le corps des nombres rationnels, et en général pour k. 
un sur-corps de k;, tel que tous les idéaux premiers de k; divisant p, se 


i+t 


bi 2_5 





décomposent en idéaux premiers différents de degré relatif 


& la puissance **~* — uy, , (j =1, 2,...,6+1). 
Fi41-4 , 


Cela est possible d’aprés un théoréme de Hasse **). 

On voit que pour le corps limite k des k, (que lon peut toujours 
supposer infini, car on peut donner & &;,, un degré aussi grand que l'on 
veut), Z et F ont pour tous les idéaux la valeur voulue. Reste 4 montrer 
que ce corps n’est ni le corps des nombres algébriques réels, ni celui de 
tous les nombres algébriques. Or pour ce dernier, on voit sans peine que 
E et F sont le produit de tous les nombres premiers avec des exposants 
infinis, et d’aprés le théoréme 12, il en est de méme pour le premier. 

Nous n’avons donc & examiner que le cas ot Z et F ont ces valeurs. 
Dans ce cas, nous modifions notre construction, en exigeant que tous les 
idéaux premiers de &,; divisant Pp; se décomposent dans k,, , en la puissance 
Uy Ug Me pgs d'un idéal de degré 0; 1°U 909+ % gaa 

E et F auront bien les valeurs cherchées, et de plus chaque p, ne 
sera divisible que par un nombre fini d’idéaux premiers de k (k est un 
corps de Stiemke). Or on voit sans peine (en appliquant le théoréme de 
Hasse) qu’il ne peut en étre ainsi pour le corps de tous les nombres al- 
gébriques, et d’aprés le théoréme 12, par conséquent non plus pour celui de 
tous les nombres algébriques réels. 

Remarques. 1. Nous avons dans ce qui précéde une méthode pour 
construire des exemples de corps infinis doués de propriétés diverses relative- 
ment 4 Z et F. Nous ne l’avons appliquée que d’une maniére trés particuliére. 

2. On voit qu’ill y a des corps infinis non algébriquement fermés, tels 
que tous les corps de restes par rapport aux idéaux premiers soient algé- 
briquement fermés; et tels méme de plus que dans toute extension galoi- 
sienne de degré relatif fini, ordre de tous les groupes d’inertie d’un idéal p 
soit une puissance de p, p étant le nombre premier rationnel divisible 
par p (od aucun idéal ne se ramifie complétement). 


§ 9. 
Etude approfondie des groupes de ramification dans un cas particulier. 


Revenons & Vhypothése ot K est galoisien par rapport 4 k, et 


supposons p complétement ramifié par rapport a K. Le théoréme 16 
peut alors étre beaucoup précisé: 


Bass 4,3 





™) Hasse, Zwei Existenztheoreme iiber algebraische Zahlkérper, Math. Annalen 
95, p. 229. 








Tr 
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Théoréme 23. Mémes notations que dans l’énoncé du théoréme 4. 
Supposons p complétement ramifié par rapport a K. Alors: 

1. Il y a un indice I, tel que pour i=>T1, la suite des groupes de 
ramification G, G™, ..., G@® soit identique a la suite des groupes de 
ramification de %; par rapport a k,. 

2. Si B est un idéal infini, les idéaux AU de Ténoncé du théoréme 16 
sont des idéaux infinis; et tl y a des idéaux finis de méme valeur. 

On déduit de la les théorémes suivants: 

Théoréme 24. Sous l’hypothése du théoréme 23, p étant le nombre 
premier rationnel divisible par 8, G est un sous-groupe invariant de qg® 
a groupe quotient cyclique d’ordre e , exposant réduit de B par rapport ak. 
e divise p"—1, pour un diviseur h convenable du degré absolu de f. 

Théoréme 25. Sous l’hypothése du théoréme 23, G“*” est un sous- 
groupe invariant de G‘° a growpe quotient abélien de type (p, p, Pp, ..-, P)- 

Ces théorémes sont en effet vrais pour les corps finis. 

Démonstration du théoréme 23. Considérons tous les groupes de 
ramification de 8, par rapport 4 k,, soient G{”, G,”, ..., G{. Supposons 
que G”’ soit groupe de ramification correspondant 4 $$“, pour tous les z 
tels que v, ,<2<v;. Nous supposons évidemment e divisible par p, 
sans quoi il n’y aurait rien 4 démontrer d’aprés le théoréme 4. 

Alors, il y a un J tel que, pour i >TJ (la contribution de p,,, a p, 
étant p;‘i') e+: soit premier & p. D’aprés le lemme 3, on a alors 
G2, - Gg”, et 
(1) vi, = ei41 (0? —1)+1. 

Posons done Gf’) =@", pour i> IJ. 

Soit R; la valeur de $,. 

a) Si ® est infini, soit U'%’ Vidéal infini de valeur R,(v’’ — 1). 

b) Si $ est fini, supposons J assez grand pour que R; soit le méme pour 
tous les i > J, et soit &‘%” Vidéal (fini) de valeur R; v;’’. 

1. On peut dans ces définitions, remplacer I par tout i>ZJ; nous 
le démontrons par récurrence: 

a) Pour § infini, il suffit de vérifier R,., (v2 —1) = Ry(v/’ —1) qui 
se réduit 4 (1), si on observe que R;= R;,,¢;,,- 

b) Pour § fini, il suffit de vérifier R;,, v{/’, = R;v{?’, qui se réduit 
& (1), si on observe que R;,,—R,, ¢,,,=1. 

2. On a donc pom tout i>J7, AY BE; = pg’. D’aprés la troisiéme 


partie de la démonstration du théoréme 4, le growpe de ramefication cor- 
respondant 4 UA est Q'”. 
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3. Soit M un autre idéal primaire, tel par exemple que A'/~”|M et 

aia” (M+ A%"”); on aura 
WE,,, = Brit" 

avec v{/’,< uj.,< {1 dés que s est assez grand; le groupe de rami- 
fication correspondant & Bjt* est G@”; d’aprés la troisiéme partie de la dé- 
monstration du théoréme 4, le growpe de ramification correspondant a U 
est @. Les idéaux U sont donc les idéaux de l’énoncé du théoréme 16. 

4. Il y a un idéal fini de méme valeur que UA”. Pour § fini, c’est 
évident. Pour §§ infini, cet idéal est pes, 

La théorie des groupes de ramification subira plus loin avec le théo- 
réme 30 un complément trés important. 


§ 10. 
Théorie de la différente. 


Il y a pour les corps algébriques finis deux définitions de la différente. 
L’une la définit comme le produit des P.G.C.D. des A—oA quand A 
parcourt tous les entiers, o étant un automorphisme; autre définit son 
inverse comme étant l’idéal formé des nombres A tels que la trace relative 
de AB est entiére pour tout entier B. Il est indiqué de comparer ces 


deux définitions dans le cas des corps infinis. 


Lemme 4. Tout ensemble d’idéaux a d’un corps infini a un P.G.C.D. 
Sa valeur par rapport a un idéal premier p est la borne inférieure o des 
valeurs de ces idéauz. 

Cet idéal est en effet engendré par les nombres des a. La borne in- 
férieure des valeurs de ces nombres étant o, il a lui-méme pour valeur o. 

On voit de plus que la contribution de p n'est finite, que si la con- 
tribution de p a un des a est finie de valeur o. 

Définitions. 1. Sotent k un corps infini, K un sur-corps de degré relatif 
fini n; B” le P.G.C.D. des A—o™”A quand A parcourt tous les entiers 
de K, o étant un des automorphismes appliquant K sur un de ses con- 
jugués et conservant les éléments de k (i =0,1,2,...,.n—1; 0 est 
V’automorphisme unité). Nous posons 


D = HH”... ge-» 
et appelons cet idéal la différente de K par rapport a k. 
2. Les nombres A de K tels que la trace par rapport ad k, de AB 


soit entiére pour tout entier B de K, forment un idéal (non entier) que 
nous désignerons par %. 
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Théoréme 26. étant un idéal premier quelconque de K, les con- 
P 

tributions de % a D et % ont des valeurs égales et opposées. La con- 

tribution de $B a F ne peut étre un idéal infini, s'il y a un idéal pri- 

maire fini divisible par 8 de méme valeur. 

Nous reprenons toutes les notations du § 2. Soit D, la différente de 
K, pat rapport a k;. 

a) Le P.G.C.D. 8,’ des A —0A quand A parcourt E,, est évidem- 
ment un multiple du P.G.C.D. B//, des A —o”A quand A parcourt E,, ,, 
car E,CE;,,. Done D, est un multiple de D,;,,. Soient u,, u, vf,» 
les valeurs par rapport & % de D;, D, B/’’, B”’. 

On a 

®, = BB”... BP”, 
donc 
(1) u= of + of+...4+ of". 


Les v{’), et donc u;, décroissent quand ¢ augmente. 8’ est évidemment 
le P.G.C.D. des 8)?’ pour tous les 7; va donc v pour borne in- 
férieure. Donc la valeur u de D égale & vo + o+...+0™, n’est autre 
chose que la borne inférieure de u,, d’aprés (1). 

b) Tout nombre A de § est dans D;*, quand il est dans K,, d’aprés 
la définition de %, donc il est dans D;*E. Réciproquement si A est dans 
);"E pour tous les i tels que K, contienne A, il est dans %. Car soit 
B un entier quelconque de K; choisissons i tel que K; contienne A et B; 
[D;*E, E;} = ;* (d’aprés ia note *)); donc A est dans D;* et la trace 
de AB est entiére. 

Donec § est le P.P.C.M. des idéaux D;'E. 

Les nombres de % qui sont dans K, sont ceux qui appartiennent a 
tous les Dj,/;; d’aprés la note *), la contribution de $B; a Din; 29%") est 


une puissance de §, d’exposant i=}. et a donc pour valeur 
4 


[=], (6, étant la valeur de $,). Celle de B, & 3 **™) a done pour 


—t& 
valeur [F] 6;. 

Sil y a un idéal primaire fini de valeur —w, ceci n’est autre chose 
que —w, dés que ¢ est assez grand. Sans cela, cette expression est plus 
grande que —wu, et tend vers —u quand ¢ augmente indéfiniment (car 
6; tend vers 0). Dans les deux cas, la borne inférieure des valeurs des 


éléments de § est —u; et cette borne n’est atteinte que dans le premier cas. 
D’ot le théoréme. 


) 








*2bl) C’est-a-dire & Vidéal de K, formé par les nombres de 1j,’, (ou de §) 
situés dans K,. 
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Corollaire. L’idéal DY est un idéal entier, égal au P.P.C.M. de 
tous les idéaux premiers %, tels que la contribution de J a D soit infinie, 
et quil y ait un idéal primaire fini divisible par % de méme valeur. 

Théoréme 27. Soit K un corps tel que kc KCK. La différente 
de K par rapport a k, est le produit de la différente de K par rapport 
a K, par celle de K par rapport a k. 


Ce théoréme se démontre immédiatement par le procédé de passage 
& la limite si souvent employé. Nous nous dispensons du détail de la dé- 
monstration, étant donné que nous ferons une démonstration exactement 
semblable au début du théoréme 30. 

Théoréme 28. Supposons K galoisien par rapport a k. Considérons 
les idéaux UU du théoréme 16. Soitent U,, Us, --., U, leurs valeurs, 
o celle de 8, p" Vordre de G, e Vexposant de % par rapport a k. 

La contribution de % a D a pour valeur 


o(e— p*) + u,(p*— p®)+...+ 4,(p" —1) 
=o(e—1)+(u,—e)(p*—1)+... + (u, — u,_,)(p" —1) 

et n'est finie, quand § est infini, que si tous les U sont finis et e=p". 

Soit en effet G™ le groupe d’inertie, d’ordre e. Si o appartient 4 G“” 
et non 4 G@“*” (¢>1), le P.G.C.D. des A—oA est la composante de 
a suivant B; si o appartient 4 G™ et non a G™, il est égal & B; si o 
n’est pas dans G@™, il est égal a (1). Cela résulte de la définition des 
groupes qg™, og”. oo 

De la définition de D résulte le théoréme, car il y a e — p”™ éléments 
du groupe de Galois qui sont dans G™ sans étre dans G’, et p™— p™ 
qui sont dans G™ sans étre dans G@“*” (i >1); la contribution cherchée 
est donc égale a: 


BO" a 99% gv -1 


Remarque. D’aprés le théoréme 23, quand p est complétement 
ramifié, cette contribution est toujours un idéal infini, quand §§ est un 
idéal infini, et il y a un idéal primaire fini de méme valeur. Donc, d’aprés 
le corollaire au théoréme 26, DF est le P.P.C.M. de tous les idéaux 
premiers infinis qui divisent D. 

En particulier, la contribution de 8 & % sera égale 4 (1), si $ est 
infini, et si e+1, p—1: c'est une circonstance effectivement possible 
(voir note 23). Au contraire, on a le 


Théoréme 29. Pour que Vidéal premier B soit premier a la diffé- 


rente, il faut et il suffit que Vexposant e de $ par rapport a k soit 
égal a 1. 
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Ces propriétés montrent que c’est lidéal D (et non %) qui fournit 
la vraie généralisation de la différente. D’ailleurs, d’aprés le théoréme 26, 
la connaissance de D entraine celle de %, mais la réciproque n’est pas vraie. 

Remarquons encore qu’un idéal premier p non premier 4 la différente, 
peut étre non ramifié au sens de Deuring (c’est-&-dire, avec les notations 
du théoréme 21 tel que » = 1).**) 

Démonstration du théoréme 29. Notations de la démonstration 
du théoréme 26. Pour que § soit premier 4 D, il faut et il suffit que, 
pour ¢ assez grand, §; le soit & D,, donc que e, soit différent de 1, 
e, étant ’exposant de 8; par rapport & k;. Il résulte du théoréme 4, et 
de la définition de l’exposant dans le cas non galoisien, que pour 7 assez 
grand, e;—=e (comparer la démonstration du théoréme 13). Pour que % 
soit premier & D, il faut donc et il suffit que e=—1. 

Théoréme 30%). Soit K un sur-corps galoisien de k de degré relatif 
fini, K un corps intermédiaire: kc K CK. Soient G et g les groupes 
de Galois de K par rapport a K et k. 

a) Si y est le groupe de ramification correspondant a Vidéal pri- 
maire U par rapport a k, le growpe correspondant au méme idéal par 
rapport @ K est [y,g}. 

b) Supposons K galoisien par rapport a k. Sotent: 

B un idéal premier de K. 
B un diviseur premier de B dans K. 
G™ le groupe dinertie de ® par rapport a k. 
g®, a, ...,@© la suite des growpes de ramification de % par 
rapport ak (G4 G4», gc Qt), 
U Pidéal que le théoréme 16 fait correspondre 4G, u sa valeur. 
g® — (e®, g). 
E, e, p*, p" les ordres de G®,g™, @®,g® (i >1). 
G° —@g:9 (ces growpes seront considérés comme des sous- 
groupes de G:g). 
| *3) Avec les notations du théoréme 21, il suffit que Z* soit divisible par p, et 
que e soit une puissance de p. Un exemple a été donné par M. Deuring: Prenons 
pour K le corps du toutes les racines 2" de l’unité, pour & le plus grand sous-corps 
réel du corps; pour un diviseur de (2) dans &, on voit sans peine que F* = 2”, e=2. 
Un exemple pour e+1, p”=1, p infini, serait obtenu en prenant comme corps de 
base k(¥—3), et comme sur-corps K = k(f—8, 7?) (K est galoisien par rapport 
a &V—8, et pour un diviseur de (2), on a ¢ = 8). 
*) Ce théoréme est la généralisation aux corps infinis du théoréme 8 du travail 


cité dans la note **). La démonstration est d’ailleurs dans son essence la méme dans 
les deux cas. 
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Les groupes G” (i >1) qué ne sont peut-étre pas tous différents 
fournissent les groupes de ramification de % par rapport a k. 

SiG + G"*”, Pidéal U que le théoréme 16 fait correspondre a G 
a dans K une composante suivant § égale a 


gs" gy?" -P” gO?” 


(ce qui détermine évidemment Vidéal XU). 

Démonstration du théoréme 30,a). Démonstration directe trés 
aisée, comme pour les corps finis; ou bien passage 4 la limite (comparer 
la démonstration du théoréme 14). 

Démonstration du théoréme 30,b). o étant un élément quelconque 
de G, soient 8 et 8 les P.G.C.D. de A—oA, quand A parcourt 
tous les entiers de K et K. Soient 1,,1,,..., 1, les éléments de g. 


a) Démontrons d’abord que 
(1) HO — HOVH™ Hea, 


Cette relation est en effet vraie pour les corps finis: c’est une consé- 
quence immédiate du théoréme 40 du ,,Zahlbericht“ de Hilbert (le contenu 
de = —o= dans ses notations, n’est autre chose en effet que le P.G.C. D. 
des A — aA). 

Soient done k,, K,,K, (k,( K;< K,), wne suite des corps tendant 
vers k, K, K et ayant les propriétés décrites au début de la démonstration 
du théoréme 13 (nous y supposerons J = 1); B;” et B{” les P.G.C.D. des 
A—oA quand A parcourt tous les entiers de K,; et K;,. 

On a donc: 

BY” — (ID Bired fra? 


Soient v{”, o{”, v, 6 les valeurs de B{”, B{, B°, B” par rap- 
port & B. On a vu (démonstration du théoréme 26) que v{”, #{” décrois- 
sent quand ¢ augmente, et ont comme limites v, 5‘. Les deux membres 
de (1) ont donc méme valeur par rapport 4 tout idéal premier. D’autre 
part, pour que la contribution de $ & B soit finie, il faut et il suffit 
(voir le lemme 4) que, pour # assez grand, on ait #{” — wv”; done que 
“4 quel que soit j; donc que la contribution de $B a tous les 8” 
soit un idéal fini. 

Les contributions d’un idéal premier quelconque aux deux membres 
de (1) ayant méme valeur, et étant simultanément finies ou infinies, sont 
identiques; donc ces deux membres sont égaux. 

b) Posons désormais A —$. Désignons par B\”,B\” les com- 
posantes de 8”, 8” suivant B. 


of =» 
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Si o est dans @ (¢>1) sans étre dans G“*”, GB” —A". Sic 
n’est dans aucun des G, ${” = (1), comme on I’a déja vu (démonstration 
du théoréme 28). 

Or, si o est dans Gg, il y aura (g™) des 1,6 qui seront dans eg”, 
comme on le voit sans peine; et réciproquement, si un des t;0 est dans ag”, 
o sera dans Gg. *) 

Supposons alors o dans Gg et non dans Qirrg. Il y aura 
(g*") — (g +) des t,o qui seront dans @ et non dans @“*” pour i’ <i; 
il y en aura (g“ ’) qui seront dans G“ sans étre dans G“*”; et aucun 
ne sera dans G@ pour i’>%. On aura donc d’aprés (1): 


Ro f= gy (De-P” gy 2)?" 2" gy?" 
* —_ oe . 


Donec B{” est le méme pour tous les éléments de Gg qui ne sont 
pas dans G“*”g. On déduit de ld que les Gg:g sont les groupes de 
ramification de Dt par rapport 4 k, d’ou le théoréme 30, b), si l’on observe 
que B{” n’est autre chose que la composante suivant B de l’idéal désigné 
par % dans l’énoncé. 





*») Tout élément de G'’g peut étre en effet mis indifféremment sous les deux 
formes «af et Ba (a étant un élément de G", 8 un élément de g). 


(Eingegangen am 4. 7. 1931.) 














Zur Theorie der algebraischen Funktionen. 
(Aus Briefen an E. Noether.)") 
Von 
Jacques Herbrandf. 


11. II. 1931. 


..+ Ich méchte auch iiber die folgende Frage arbeiten: sei ein Kérper k 
gegeben, z eine Unbestimmte, K eine endliche Erweiterung von k(z), K 
eine endliche Galoissche Erweiterung von K. Die Verzweigungstheorie ist 
dann leicht zu begriinden (fiir K in bezug auf K). Seien die Tragheits- 
gruppen (und eventuell, die Verzweigungsgruppen) und die Galoissche Gruppe 
gegeben. K ist fest. Ich frage jetzt nach dem Kérper K. Die Antwort 
ist wohlbekannt, wenn & der Kérper aller Zahlen ist (obgleich nur mit 
transzendenten Hilfsmitteln erhaltbar). Sonst weif man nichts. (Man weif 
nicht einmal, ob die Bedingung, da8 alle Verzweigungssubstitutionen ein 
Einheits-Produkt haben, verallgemeinerungsfahig ist.) Ich méchte wenigstens 
zwei Fille untersuchen: 

1. & ist algebraisch abgeschlossen. 


2. & ist ein endlicher Zahlkérper. ... 


9. IIT. 1931. 


.-» Ich habe das Problem gelést, von dem ich Ihnen geschrieben hatte: 
die Bestimmung des Koeffizientenbereichs, der hinreichend ist, damit die 
Galoissche Gruppe einer algebraischen Erweiterung im Gebiet der algebraischen 
Funktionen mit der Monodromiegruppe iibereinstimmt. Fiir die Gruppen 
ohne Zentrum ist die Lésung sehr einfach, und gilt (unter gewissen Fest- 
setzungen natiirlich) im abstrakten Fall. Fiir die Abelschen Gruppen, im 
Gegenteil, braucht man die Theorie der Abelschen Funktionen. .. . 


*) Herbrand ist miindlich nicht mebr auf die hier aufgeworfenen Fragen zu- 
rickgekommen, und auch im Nachla8 fand sich nichts. So méchte ich wenigstens 
die ohne Beweis angegebenen Resultate publizieren. 

E. Noether. 


(Eingegangen am 23. 12. 1931.) 














Uber die partielle lineare homogene Differentialgleichung 
zweiter Ordnung von hyperbolischem Typus, deren 
Koeffizienten in einer Verinderlichen 
periodisch sind. 

Teil Il. Das Umkehrungsproblem und der Approximationssatz’). 
Von 
Hans Hamburger in Kéln. 
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Einleitung. 


1. Es sei eine lineare homogene partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung vom matic! Typus in der Normalform 


(L) L(2) = 2% + v(zy)% + e(xy)2=0 


1) Siehe den ersten Teil der unter demselben Gesamttitel veréffentlichten Arbeit 
des Verfassers: Teil I. Das Integrationsproblem, Math. Annalen 105 (1931), 8. 437 —498; 
im folgenden kurz Teil I zitiert. Soweit die vorliegende Arbeit sich auf den Ergeb- 
nissen von Teil I aufbaut, sind diese hier in den Satzen I, I, II, IV (vgl. Abschnitt 3 
der Einleitung) noch einmal ausfihrlich zusammengefa8t, so daB die vorliegende 
Arbeit dem Leser auch ohne geraue Kenntnis von Teil I verstindlich ist. Vergleiche 
auch den auf der Mathematikertagung in Bad Elster am 15. Sept. 1931 gehaltenen 
Vortrag des Verf., welcher einen zusammenf: den Bericht von Teil I und Teil II 
enthalt. Der Vortrag wird im Jahresbericht der D. M. V. 41 (1932) im Druck erscheinen. 
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vorgelegt. Ihre Koeffizienten b und c seien in einem Streifen x, < x < 2, 

der reellen x y- Ebene als (reelle oder komplexe) einmal stetig differenzierbare 

Funktionen von x und y definiert, welche in y periodisch sind, und zwar sei 
b(z,y+2au)=—b(zy), c(z,y+2a)—c(zry). 

In einem an anderer Stelle in dieser Zeitschrift veréffentlichten ersten 
Teile der vorliegenden Arbeit*) war das ,zu (L) gehérige Integrations- 
problem“ behandelt worden; hierunter sollte die Aufgabe verstanden werden, 
alle Integrale z(zy) von (ZL) zu konstruieren, welche ebenso wie die Ko- 
effizienten b und c in y die Periode 22 haben. 

Dieses Problem fiihrte zur Unterscheidung von zwei ganz verschie- 
denen Fallen: und zwar sagen wir, das zu (L) gehérige Integrationsproblem 
sei vom Haupttypus oder Nebentypus, je nachdem die bei der Riemannschen 
Integrationsmethode auftretende Parametrix p(xzy; st) in y periodisch ist 
oder nicht (vgl. Teil I, Definition 1, 8. 449). 

2. Um in das Integrationproblem tiefer einzudringen, haben wir aber 
die Riemannsche Integrationsmethode verlassen und in Kapitel II von 
Teil I eine Reihe von Satzen formuliert, welche an Stelle der Riemannschen 
Funktion p(xzy;st) das Funktionenpaar Z(zy;s), W{xy;s) heranziehen. 
Z und W, die wir die beiden lésenden Funktionen der partiellen Differential- 
gleichung (Z) nennen wollen, sind beziiglich der ersten beiden Verinder- 
lichen 2 und y Integrale von zwei mit (Z) zusammenhingenden Integro- 
differentialgleichungen. Es ist namlich 





22 


(A) | A(Z)=L(Z)— Z| (e(ey) = a Z(xy;8) dy =0, 
0 


22 


— 3; | ¢(zy) Wry; 8) dy=0 


v 


(M) | M(W)=M(W) 











hierbei bezeichnet M(W) den zu L(Z) adjungierten Differentialausdruck: 


, aw a(b W 
(M) M(W) =2— — ae ) 4 e(xy) W. 





*) Vgl. loc. cit. FuBnote *). Dort ist auch 8. 456—457 gezeigt worden, daB die 
allgemeinere Differentialgleichung 
a 


(D) D(z) 





oz oz dz 
Oz dy +a(zy)57 + b(zy) Fo t+elzy)2=0 
sich immer auf die Normalform L(z)=0 transformieren la8t, und daB die zu (L) 
und (D) gehérigen Integrationsprobleme einander Aquivalent sind, wenn nur der 
2 


Koeffizient a von (D) der Bedingung fa(xy)dy- 2kxi geniigt. 
0 
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Die Funktionen Z und W sind jetzt als Integrale von (A) bzw. (M) 
durch die weiteren Bedingungen 





. 3x 
(1) CBU *) — o9(s) — (sy), J Z(zy;8)dy=0, 
‘ 2x 
(2) | SPCu _ o(e)—e(sy) + 2M, fw(ey;2)dy—0*) 
oy ey hf 











eindeutig bestimmt, wobei zur Abkiirzung 


22a 
1 
(3) €)(z) = 2, fe(ey) dy 
0 
gesetzt ist. 


3. Mit Hilfe der Funktionen Z(zy;s) und W(xy;s8) laBt sich nun 
das zu (L) gehérige Integrationsproblem in einfacher Weise reduzieren, 
wie aus einer Reihe von Sitzen hervorgeht, welche wir loc. cit. in Kapitel II 
bewiesen haben und hier noch einmal formulieren wollen. 

Satz I‘). Damit das zu (L) gehérige Integrationsproblem vom Haupt- 
typus ist, ist notwendig, dag 

erstens ¢,(z) =0, 


zweitens 
(4) JW (5,95 2) SAH dy =0 
Uv 


fiir jeden Punkt x, 8, 8, des Bereichs x, < x [2%,,% 8 L%,, %S 8 S2%,; 
andererseits ist bereits hinreichend, daB auBer c,(x) = 0 die Beziehung (4) 
fiir einen einzigen Wert s, des Intervalls x, < 8, < x, identisch in x und s 
erfullt ist®). 


’) Siehe Teil I, Abschnitt 25, S. 460, Abschnitt 31, S. 466, vgl. vor allem 
Formel (60) und (72). 

*) Teil I, Satz 6, 8. 462 in Verbindung mit Formel (76), S. 467. 

®) In Teil I ist S. 466—467 gezeigt worden, daB die Funktion 





K(x) fires oS §) dy 


1 eb (xy)\ 
: 1 faeena(een —s ee 


gar nicht von s, abhingt. 
Mathematische Annalen, 106. 
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Satz II*). Das zu (L) gehdrige Integrationsproblem sei vom Haupt- 
typus, ferner sei g(y) eine stetig differenzierbare Funktion mit der Periode 2x 
und 8, eine feste Zahl des Intervalls x, < 8,< x,. Dann sind alle Integrale 
z von (L) mit den Anfangswerten 

ez ) dg(y) 
(5) f - ois J ut 
selbst periodisch in y, wenn das Integral 





1 . d 
I(2) =z, [W(sy:2) Fay —0 
0 


identisch in x ist. 

Verschwindet aber J(x) nicht identisch in x, so existiert kein einziges 
in y pertodisches Integral z von (L) mit den Anfangswerten (5). 

Satz III"). Das zu (L) gehdrige Integrationsproblem sei vom Neben- 
typus. Um alle in y periodischen Integrale z von (L) mit den Anfangs- 
werten (5) zu finden, bilde man die Integrale 


22 
1 dg(y) 
J(2) = 3. { W (sys 2) SY 
0 





dy, 


2x 
K (x0) = 2, { W (ays 22 48 dy 
vu 


und betrachte die Volterrasche Integralgleichung 


(6) J (x) + ¢,(2) p(x) + f K(xs)p(s)ds=0. 


Es sei jetzt p(x) eine Lésung von (6); dann konstruiere man das- 
jenige Integral z von (L) mit den Anfangsbedingungen (5), welches durch 
die weitere Bedingung 

2x 

1 

(7) f {2(2y)dy = (2) 

0 
eindeutig bestimmt ist*). Dieses Integral z hat in y die Periode 2x, und 
zwar erhdlt man sdmtliche in y periodischen Integrale von (L) mit den 
Anfangswerten (5), wenn man in Formel (7) p(x) alle Lésungen der 
Integralgleichung (6) durchlaufen lapt. 


*) Siehe Teil I, Satz 7, 8. 469—470. 
*) Siehe Teil I, Satz 8, S.470—471, in Verbindung mit Formel (82), 8. 469 und 
‘ Formel (76), 8. 467. 

*) Vgl. Teil I, Abschnitt 28 und 24, 8. 458—460. 
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Offenbar ist g(x) eindeutig bestimmt oder nicht, je nachdem die 
Integralgleichung (6) an der Stelle x = s, regular (c(s,) + 0) oder singular 
(¢(8,) = 0) ist*). 

Um die Bedeutung des Haupttypus fiir das zu (L) gehérige Inte- 
grationsproblem deutlich hervortreten zu lassen, geben wir hier noch eine 
unmittelbare Folgerung aus Satz II und III an: 


Satz IV). Damit das zu (L) gehérige Integrationsproblem vom 
Haupttypus ist, ist hinreichend und notwendig, daf alle Integrale z von (L), 
deren Anfangswerte z(8,y)=g(y) von y unabhdngig sind (g(y) = konst.), 
in y die Periode 22 haben. 

4. Nach genauer Priifung der in den Satzen I, II, III angegebenen 
Bedingungen, welche zur Lésung des Integrationsproblems fiihren, bemerkt 
man, daB sie auBer der in Formel (3) definierten Funktion c,(x) die 
Koeffizienten 6 und ¢ von (L) explizit iiberhaupt nicht mehr enthalten, 
und da® ferner von den beiden lésenden Funktionen Z(xy; 8), W(2y; 8) 
nur ihre Werte in einem einzigen Punkte x = s, des Intervalls z,< + < 2, 
auftreten. Mithin ist die Lésung des Integrationsproblems bereits durch, 
die Funktion ¢,(2) und die beiden nur von y und s abhangigen Funktionen 
Z(8,y; 8), W(s,y; 8) bei festem s, im wesentlichen bestimmt. 

Diese Bemerkung legt nun aber eine neue Fragestellung nahe, welche 
wir das Umkehrungsproblem nennen wollen: 


Es seien in einem Streifen |s—8,|< R der reellen y, s- Ebene 
zwei (reelle oder komplexe) einmal stetig differenzierbare Funktionen 
F(y; 8), G(y; 8) gegeben, welche in y die Periode 2x haben. Auferdem set 


22 22 
(8) f F(y;8)dy =O, J G(yss)dy=0. 
Gesucht werden zwei in einem Streifen |x — 8,| <4 der reellen x y-Ebene 
einmal stetig differenzierbare in y periodische Funktionen b(xy), c(xy), 
derart, daB die mit diesen Koeffizienten b und c gebildete partielle Diffe- 
rentialgleichung L(z)=0 zwei lésende Funktionen Z(xy; 8), W(xy; 8) 
besitzt, welche fiir x = 8, die Werte 


(9) Z(8y;8)=F(y;s), W(s8y; 8) = G(y; 8) 
annehmen. 
Es zeigt sich, daB das ,Umkehrungsproblem“ immer lésbar ist, und 


zwar sind die Koeffizienten b(xy) und c(zy) von (L) eindeutig bestimmt, 
wenn auBer den Anfangswerten (9) von Z und W noch die beiden 


*) Vgl. Teil I, Abschnitt 28, S. 462—464 und Abschnitt 36, 8. 470—471. 
10) Vgl. Teil I, Satz 1, S. 449. 


33* 
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Funktionen ¢,(z) (vgl. Formel (3)) und 


2x 

(10) b(z) = [d(xy) ay 
vorgegeben sind. y 

5. Das Umkehrungsproblem gewinnt dadurch an Interesse, da8 es uns 
Methoden an die Hand gibt, Differentialgleichungen (ZL) von vorgegebenem 
Typus zu konstruieren. Z. B. wird man auf eine Differentialgleichung vom 
Haupttypus gefiihrt, wenn man sich als Anfangswerte der Z bzw. W (vgl. 
Formel (9)) zwei Funktionen F(y;s) bzw. G(y;8) vorgibt, welche auBer 
den Gleichungen (8) die Bedingung 





22 

(11) focus 2) 2% iS agy=—0 

/ ay 

identisch in z und s erfiillen. Ist auBerdem b,(2) eine beliebige Funk- 
tion, so konstruiere man die Lésung des zu diesen vier Funktionen 
F(y; 8), G(y;8), b)(2), ¢o(a) = 0 gehdrigen Umkehrungsproblems; das 
Ergebnis ist nach Satz I wegen c,(z) = 0 und wegen (11) eine Differential- 
gleichung (ZL) vom Haupttypus. Und zwar erhalt man simtliche Diffe- 
rentialgleichungen vom Haupttypus, wenn man alle Funktionenpaare 
F(y; 8), @(y; 8) bestimmt, welche den Bedingungen (8) und (11) geniigen. 

Auf das Umkehrungsproblem la8t sich andererseits auch die Konstruk- 
tion solcher partieller Differentialgleichungen vom Nebentypus zuriick- 
fiihren, deren zugehérige Integralgleichung (6) vorgegebene Singularititen 
hat und auBerdem eine endliche Anzahl >1 von linear unabhingigen 
Lésungen (x) besitzt. 

6. Die Lésung des Umkehrungsproblems wird in Kapitel I der vor- 
liegenden Arbeit durchgefiihrt. Zunichst wird in § 1 ein System von 
Funktionalgleichungen (vgl. Formel (14)) abgeleitet, denen das Funktionen- 
paar Z(xy;s), W(zy;8) immer geniigt, und die als Koeffizienten nur die 
beiden in den Formeln (3) und (10) definierten Funktionen c,(z), b,(x) 
(aber nicht mehr c(zy), b(2y) selbst) enthalten. Dann wird die Lésung 
des Umkehrungsproblems auf die Integration dieses Systems von Funktional- 
gleichungen zuriickgefiihrt, deren Integrale in den §§ 2—6 mit Hilfe der 
Methode der sukzessiven Approximation konstruiert werden. In § 7 endlich 
wird bewiesen, daB die Integrale des Systems von ihren Anfangswerten 
stetig abhangen, eine Eigenschaft, die fiir die Untersuchungen des Kapitels II 
von Bedeutung ist. 


7. Die bisher angegebenen Kriterien fiir den Haupttypus haben den 
Nachteil, daB sie erst die Konstruktion gewisser Integrale von (L) (vgl. 
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Satz IV) bzw. von (A) und (M) (vgl. Satz 1) erfordern. In Kapitel II der 
vorliegenden Arbeit wird nun aber ein Kriterium angegeben, welches sich 
in gewisser Weise unmittelbar auf die Koeffizienten 6 und ¢ von (L) bezieht. 

In Teil I, § 3 haben wir als interessantestes Beispiel einer allgemeinen 
Klasse von Differentialgleichungen vom Haupttypus diejenigen partiellen 
Differentialgleichungen L(z)=0 herangezogen, welche beziiglich x oder 
beziiglich y oder beziiglich beider Verianderlichen vom Laplaceschen Typus 
sind’*); d. h. kurz solche Differentialgleichungen (ZL), deren allgemeines 
Integral z sich vermittels der Laplaceschen Kaskadenmethode konstruieren 
und in expliziter Form darstellen 148t**). 

Nun folgert man aber leicht aus Satz IV, daB L(z)=—0 sicherlich 
dann in einem Streifen |x —s,| <6 der xy-Ebene vom Haupttypus ist, 
wenn sich (Z) in diesem Streifen durch Differentialgleichungen vom 
Laplaceschen Typus gleichmaBig approximieren laBt, oder genauer formuliert: 
wenn die Koeffizienten 6 und ¢ von (L) sich als Grenzwerte von zwei im 
Streifen |x — 8,| <6 gleichmaBig konvergenten Funktionenfolgen 


b,(zy)—b(xy), ¢,(zy)—e(zy) 
darstellen lassen, wobei die 6, und c, Koeffizienten einer Differentialgleichung 
L,(z)=0 vom Laplaceschen- Typus beziiglich einer oder beziiglich beider 
Veranderlichen sind. 
8. Nachdem wir so eine hinreichende Bedingung fiir den Haupttypus 
gefunden haben, fragen wir, ob diese Bedingung auch notwendig ist. Die 
Antwort auf diese Frage enthalt der 


Approximationssatz. In einem Streifen x,<2x<a, der reellen xy- 
Ebene set eine Differentialgleichung L(z) = 0 definiert, deren einmal stetig 
differenzierbare Koeffizienten b(xy) und c(xy) in y die Periode 2x haben. 

Damit das zu (L) gehérige Integrationsproblem im ganzen Defins- 
tionsbereich vom Haupttypus ist, ist hinreichend und notwendig, daB zu 
jedem inneren Punkt s, des Intervalls x,< 8,< x, ein Streifen |x —8,| <4 
der x y- Ebene existiert, in dem sich die Koeffizienten b und c von (L) durch 
zwei Folgen von Funktionen 


b,(zy)—-b(xy), ¢,(ry)—-e(zy) 
gleichmapig approximieren lassen; und zwar sind hierbei die b,(xy) und 
c,(ay) Koeffizienten einer Differentialgleichung L,(z)=0, welche be- 
ztiglich beider Verdnderlichen x und y vom Laplaceschen Typus ist. 


") Siehe Teil I, Satz 8, S. 453—454. 
1%) Vgl. die Arbeit des Verfassers, Uber die Laplacesche Kaskadenmethode, Math. 
Annalen 104 (1930), 8S. 96—188. Siehe insbesondere die Ausfiihrungen in den Ab- 
schnitten 1, 2 und 8 der Einleitung, 8S. 97—100; vgl. auch Definition 2 und Satz 5, 8. 117. 
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Dieser Satz scheint uns das wichtigste Ergebnis der hier und in 
Teil I auseinandergesetzten Theorie iiber die Differentialgleichungen (L) mit 
periodischen Koeffizienten zu enthalten. 

9. Der Beweis des Approximationssatzes wird in § 9 durchgefiihrt. 
Ihm wird in § 8 eine vorbereitende Betrachtung vorausgeschickt, durch 
welche mit Hilfe des Umkehrungsproblems Differentialgleichungen vom 
Laplaceschen Typus konstruiert werden. Es zeigt sich nimlich, da8 das Um- 
kehrungsproblem sicherlich dann auf eine Differentialgleichung vom Laplace- 
schen Typus beziiglich beider Verianderlichen fiihrt, wenn 

1. eg(z) = 0, 

2. die Funktionen F(y; 8), @(y;s) den Bedingungen (8) und (11) 
geniigen, 

3. die Funktionen F(y;8), G{y;s8) beide Polynome in s sind, deren 
Koeffizienten beliebige periodische Funktionen von y sind. 

Um nun den nicht trivialen Teil des Approximationssatzes (notwendige 
Bedingung fiir den Haupttypus) zu beweisen, geht man in § 9 von den 
lésenden Funktionen Z(zy;8), W(xy;s) der vorgelegten Differential- 
gleichung (LZ) vom Haupttypus aus und setzt 


Z(8y;8)=F(y;8), W(sy;8) = G(y; 8). 
Nunmehr werden F(y;s) und G(y;s8) in geeigneter Weise nach dem Satz 
von Weierstra8 durch Funktionen 
F,(yi8)—>F(ys8), @,(ys 8) + @(y; 8) 


approximiert, wobei die F,(y;s) und G,(y;s) Polynome in s sind und 
auBerdem den Bedingungen (8) und (11) geniigen. Dann fiihrt die Lésung 
des zu den vier Funktionen F,(y; 8), G,(y; 8), b)(2), ¢9(2) =0 gehdrigen 
Umkehrungsproblems nach dem Satz aus § 8 auf Differentialgleichungen (L, ) 
vom Laplaceschen Typus. Endlich beweist man leicht, indem man die 
Untersuchungen aus Kapitel I, § 7 heranzieht, daB die Differential- 
gleichungen (L,) gleichmaBig gegen die vorgelegte Differentialgleichung (L) 
konvergieren. 


Kapitel I. 
Das Umkehrungsproblem. 
§ 1. 
Das System von Funktionalgleichungen fiir die léisenden Funktionen. 


10. In dem Streifen z,<2< zx, der reellen xy-Ebene sei eine 
Differentialgleichung L(z) = 0 definiert, deren einmal stetig differenzierbare 
Koeffizienten b(zy) und c(zy) in y die Periode 2% haben mégen. 
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Nach den Ausfiihrungen des Abschnitts 2 der Einleitung gehért zu (L) 
ein lésendes Funktionenpaar Z(xy;s), W(xy;8), welche den Integro- 
differentialgleichungen 

A(Z)=0, M(W)=0 
geniigen. AuBerdem sind Z und W als Integrale von (A) bzw. (M) durch 
die Bedingungen (1) und (2) eindeutig bestimmt und haben beide in y 
die Periode 27. 
Aus (1) und (2) folgt nun aber 








(12) e(zy) —e,(2) — EH *), 
db(zy) _ @W(xy;z) a2 (xy; x) 
ey oy oy 
und schlieBlich wegen (10) 
(13) b(xy) =), (x) + Way; 2) — Z(axy; x). 


Setzt man in die Integrodifferentialgleichungen A(Z) = 0 und M(W) = 0 
fiir b(ay) und c(ay) die Ausdriicke aus (12) und (13) ein, so bemerkt 
man, daS Z und W einem System von zwei Funktionalgleichungen 











TREKS) + (b(n) + Way; 2) — Z (ey; 2)) SEH) 
- (¢, (2) eee Z(xy;8) + 3 (WH) gey:s)ay— 0, 
(1 ) v 
4 SU EKS) _ (p(x) + Wey; 2) — 2 (ay; 2)) PE 
+ (¢, (2) —FEH*)) W(xy;s8)+ 1 fizens) W(xy;s)dy=0 
0 








geniigen. 
Ist umgekehrt ein beliebiges Funktionenpaar Z(xy; 8), W(xy; 8) ein 
Integral des Gleichungssystems (14), und ist auBerdem 


Qa 22 
(15) J Z(xy;8)dy=0, fW(xy;s)dy=0, 
uv U 


so geniigen Z(2 y; s) und W(2 y; s) den beiden Integrodifferentialgleichungen 
A(Z)=0, M(W)=0, 

wenn man die Koeffizienten b(2y) und c(zy) von (A) und (M) durch 

die Formeln (12) und (13) definiert. Gleichzeitig sind dann auch Z und W 

die beiden lésenden Funktionen der mit diesen Koeffizienten b(ay) und 


c(xy) gebildeten Differentialgleichung (LZ), da Z und W wegen (12), (13) 
und (15) den Bedingungen (1) und (2) geniigen. 
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11. Fiir das System (14) wird in den folgenden Paragraphen dieses 
Kapitels das Existenz- und Eindeutigkeitstheorem bewiesen werden: 

Satz 1. In dem Streifen |s —s,|< R der reellen y,s-Hbene seien 
zwei (reelle oder komplexe) einmal stetig differenzierbare Funktionen 
F(y;s), G(y;s) definiert, welche beide in y die Periode 22 haben. 
Ferner set 


(16) J Fly;s)dy=0, J G(y;s8)dy=0. 


Dann existiert in einem hinreichend kleinen Streifen |x —s8,| <4, 
|s — 8|< R des reellen x, y, s-Raumes ein und nur ein Paar von Inte- 
gralen Z(xy;s8), W(xy;s8) des Systems (14), welches den Bedingungen 


2x 
Z(s,y;8)=F(y;s), fZ(ry;s)dy=0, 

(17) ie 
W(s.ys8)=G(y;s), fW(xy;s)dy=0 


geniigt. AuBerdem haben die Funktionen Z(xy:s), W(xy;8) beide in y 
die Periode 2x. 

12. Aus diesem Satz folgt unmittelbar die Lésung des in der Ein- 
leitung Abschnitt 4 auseinandergesetzten ,, Umkehrungsproblems‘: 

Satz 2. In dem Streifen |s — s,|< R der reellen y,s-Ebene seien zwei 
(reelle oder komplexe) einmal stetig differenzierbare Funktionen F(y; 8), 
G(y; 8) definiert, welche beide in y die Periode 2x haben und den Be- 
dingungen (16) gentigen. Ferner seien b,(x), cy(x) zwet im Intervall 
|a—s8,|< R stetige Funktionen. 

Dann lassen sich zwei in einem hinreichend kleinen Streifen | x — 8,| <6 
der x y-Ebene stetige und in y periodische Funktionen b(xy), c(xy) kon- 
struteren mit den beiden Higenschajten: 

Erstens: Die Funktionen b und c geniigen den Gleichungen (10) 
und (3) und sind in y periodisch. 

Zweitens: Bildet man mit den Funktionen b und c die partielle 
Differentialgleichung L{z)=0, so nehmen die lésenden Funktionen 
Z(xzy;8), W(xy;s) von (L) die Anfangswerte 


Z(8y;8)=F(y;8), W(s,y;8)=G@(y; 8) 
an. 


Durch diese beiden Higenschaften sind auBerdem die Funktionen 
b(xy), c(xy) eindeutig bestimmt. 

Beweis. Nach Satz 1 konstruiere man das Paar von Integralen 
Z(xy; 8), W(xy; 8) des Systems (14), welches durch die Bedingungen (17) 
eindeutig bestimmt ist; ferner haben Z(xy;s), W(xy; 8) beide in y die 
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Periode 22. Setzt man jetzt b(2y) und c(xy) gleich den Ausdriicken (13) 
und (12), so sind 6 und ¢ in y periodisch. Mit diesen Funktionen als 
Koeffizienten bilde man die partielle Differentialgleichung L(z) = 0, dann 
sind, wie am Schlu8 von Abschnitt 10 bemerkt wurde, Z und W die beiden 
lésenden Funktionen von (L). 

Umgekehrt miissen nach den Ausfiihrungen des Abschnitts 10 die 
lésenden Funktionen Z und W von (L) notwendig dem System (14) ge- 
niigen. Daraus ergibt sich in Verbindung mit Satz 1 (Eindeutigkeitssatz), 
da8 auch das Umkehrungsproblem nur eine einzige Lésung besitzt. Damit 
sind alle Behauptungen von Satz 2 bewiesen. 


13. Zur Lésung des Umkehrungsproblems haben wir somit nur noch 
den Satz 1, d.h. den zum System (14) gehérigen Existenz- und Ein- 
deutigkeitssatz, zu beweisen. 

Um die Rechnungen in den folgenden Paragraphen iibersichtlicher zu 
gestalten, bringen wir das System (14) auf eine bequemere Form. Da Z 
und W in y periodisch sind, ergibt die or Integration 


on 


(18) ” 
f2ziens) =) W (xy; s)dy= Joes 1) MEY) ay, 


u 


Nunmehr setze man 





OZ (xy; 8) 


®(Z,W) = 5 (A(x y; x) (xy; 8)) — (b4(2) =S3 


+ ¢,(x) Z(xy; 8) 
— Waxy; x) *Elezis) aa a afm (xy; 2 z) a ®) dy, 


¥(Z,W) = 5 (Way; 2) W(xy;s)) + (by a aa Co (x) Way; s)) 


—Z (ry; 1) SEBS sft xy; 2) mee dy 











Dann 1aBt sich wegen (18) das System der Funktionalgleichungen (14) in 
der Form 





a°Z (xy; 8) 
éxoy 


2? W (xy; 8) 


(19) Oxdy 


= 0(Z, W), = ¥(Z, W) 











schreiben. 
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14. Eine weitere Bemerkung bezieht sich auf den Fall 
(20) b(z)=0, Fi(y;s)=G(y;8). 
Da wegen }6, = 0 
@(Z, Z) = ¥(Z, Z) 
ist, so hat offenbar die Lésung des in Satz 1 formulierten Integrations- 
problems die Eigenschaft 
Z(xy;8) = W(2ry;8),*) 
und zwar geniigt dann Z der einen Funktionalgleichung 


a*Z (xy; 8) 
Oxoy 


Daraus folgt aber nach Forme! (12) und (13) 


= ©(Z,Z). 


¢(xy) = ¢(2) - EH), b(zy)=0, 
d. h. im Falle (20) fiihrt das Umkehrungsproblem immer auf eine 
partielle Differentialgleichung (LZ) mit gleichen Laplaceschen Invarianten: 
h=k=-—ce. 

Da umgekehrt jede Differentialgleichung (Z) mit gleichen Laplaceschen 


Invarianten auf die sich selbst adjungierte ,,.Moutardsche“ Form 





L(z) = a*2z 


+. ¢/( = 0) 
da oy c(xry)z 


gebracht werden kann, so liefert das Umkehrungsproblem mit den Neben- 
bedingungen (20) samtliche Differentialgleichungen (L) mit gleichen 
Laplaceschen Invarianten. 


§ 2. 
Elementare Hilfsbetrachtungen. 


15. Dem Beweis von Satz 1 schicken wir zwei elementare Hilfssatze 
iiber periodische Funktionen voraus. 


Hilfssatz 1. Hs sei f(y) eine stetige (reelle oder komplexe) Funktion 
der reellen Verdnderlichen y mit der Periode 2x. Es werde ferner 


y 
F(y) = J f(n)an 
gesetzt, unter y, eine beliebige reelle Zahl verstanden. Damit auch F(y) 


48) Die Eigenschaft Z = W l48t sich auch leicht einsehen, wenn man die in § 3 
konstruierten sukzessiven Approximationen heranzieht. 














Differentialgleichungen vom hyperbol. Typus mit period. Koeffizienten. IT. 515 


die Periode 2x hat, ist hinreichend und notwendig, dap 


2x 
J f(y)dy=0 
ist. 


Beweis. Es ist 
+22 


Ply +22) — Fly) = J fln)dn=J1(n)an, 


u 
und hieraus folgt die Behauptung unmittelbar. 


16. Hilfssatz 2. Hs sei (wie in Hilfssatz 1) f(y) eine in y stetige 
{reelle oder komplexe) Funktion mit der Periode 22; auBerdem sei 


22 
(21) {f(y)dy =0. 
Nunmehr sei F(y) eine Funktion, die den beiden Bedingungen 
96 ad F(y) _ 
(22) “er T). 
22 
(23) J F(y)dy=0 
v0 
geniigt. 


Dann hat auch F(y) als unbestimmtes Integral von f(y) nach 
Hiljssatz 1 wegen (21) die Periode 2x; andererseits ist F(y) durch die 
beiden Bedingungen (22) und (23) eindeutig bestimmt, und zwar ist 


(24) | F(y)| <22f, 
wenn im Intervall 0< y < 22 

if(y)| sf 
sat **). 


Beweis. Aus der Voraussetzung (22) folgt fiir F(y) die Darstellung 


F(y) = J f(n)an +0, 


wobei sich aus der Voraussetzung (23) fiir C der Wert 


(25) O= —.f (freman)ay = {(e—1)renyan 


ergibt. Die Funktion F(y) ist somit durch die beiden Bedingungen (22) 
und (23) eindeutig bestimmt. 


4) Durch eine schirfere Fassung des Beweises lé8t sich die Konstante 2 in 
der Abschatzung (24) noch weiter herabdriicken. Doch ist dies fir die folgenden An- 
wendungen unerheblich. 
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Aus (25) erhalt man ferner fiir F(y) die Darstellung 








u 2x 

(26) F(y) = {st r(nan + f (2-1) flndan. 
3 y 

Da im Intervall 0< »< 22 
5-| <1, |1—g| <1 


ist, so ergibt sich endlich aus (26) 


y 2x a 
SJ r(n)lan+ Sl r(n)lan < 27, 
° y 
w. z. b. w. 
§ 3. 
Konstruktion der sukzessiven Approximationen. 


17. Um ein Integral des Systems (19) zu konstruieren, benutzen wir 
das Verfahren der sukzessiven Approximation. Man setze 


(27) Z (xy; 8) = F(y; 8), W (xy; 8) = G(y;8), 





eZ (zy: s) _ = 8) fora, W) dz 
oy 


(28) — Uli res ffs ~ (F(y; &) F(y;8)) — (b5() ~“ZE* + ¢4(£) F(y;8)) 





“ a (ys) 2H 4d Foy: e) BPD ay ae, 





omega a ot 8) + free, W\ dz 


ree) 8) 


=H) + [f2 (ay; 8)6(y; 0) + b9(8): o(§) @(y; 8) 





F(y; a as +h frie) wes ‘) ay \ae. 
0 


Damit auch Z™(xy;s), W™(xy;8) in y periodische Funktionen 
sind, hat man nach Hilfssatz 1 nur zu zeigen, daB 


22 Qn 
eZ (zy;8) oW™(zy;2) 5. 
fet grray—o, [Pen day—o 
0 0 
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ist. Dies l48t sich aber auf Grund der Darstellungen (28) und (29) leicht 
verifizieren, wenn man noch die Voraussetzungen (16) tiber F und G 
heranzieht. 

Nunmehr setze man, indem man Formel (26) aus Hilfssatz 2 benutzt, 


yu 2= 
(1/9 9 @\ — | 2. 02% (2038) n aZ (xn; 8) 
eens) = fen an + [Gb — 1 AEH ay, 
(30) = se 
(1) a " »_ @W(2xn;8) Y] aW' (xn; 8) 
y 


0 


Dann ist (vgl. die Ausfiihrungen zum Beweise von Hilfssatz 2) 
2x 2x 
fZ%(xy;s)dy=0, JfW?(xy;s)dy—0. 

0 0 


Andererseits ergibt sich, da nach Hilfssatz 2 die Funktionen F(y; 8) bzw. 





G(y; 8) als unbestimmte Integrale von “rie ‘*) baw. oe $*) durch die Vor- 


aussetzungen (16) eindeutig bestimmt sind, 


22 
aF(n; 8) Y oP (n; 
fi (93 #) gy +J (ge -1) Fan — Flas), 








22 én 
(31) 
7] dG (n; 8) 8) y Woe 8) sae 
fz ~~ dy ale dn = G(y;8), 
0 


und hieraus folgt in Verbindung mit (28), (29) und (30) 
(32) Z™ (8,y; 8) = F(y;8), W™ (s,y; 8) = G(y; 8) 


18. Weiter setze man fiir beliebiges n 





Zz 
aZ@t" (xy; 8) _ OF (y; 8) + foc W™)dx 
ay oe iy 


— Py: angie [ft y (BE ys €) BEY; 8)) 


(33) 


—(6 by (g) AE) Evie) + 2,(2)Z(Ey; 8) 


22 


(n) aZ (Ey; 8) (mde .,. 2) 22 (Ey 8) 9. La 
— wey; ques le (Ey; €) a dy (dé, 
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ee oe 8) +f g™. W™)dx 
— 8) | ff a (Wey: &) Wey: 8) 
(34) 
w™ ; x 
+ by(¢)-7 EH) — 04(8) (Ey: 8) 
2x 
(n) n) 
—Z™ (Ey; gee oa e) ee 1 a fa (ey ye seas 8) q y\ae, 
0 
ue 2x 
(n+) ' a % a Zt (an; 8) n aZ"*t (zn; 8) 
gt (xy; 8) "4 =. = dn Gene —dn, 
at , (n+) (n+) 
(n+1) = ago yee ) fore 
wnt (zys0) =| 2 dn +fe- de. 
vu 


Wir behaupten dann: Erstens haben fiir alle n die Funktionen 
Z™(xy;8), W(xy;8) in y die Periode 2%; zweitens ist fiir alle n 


22 22 
(36) fZ™(xy;s)\dy=0, f[W(xy;s)dy=0. 
0 0 


Diese beiden Behauptungen sind fir n—0 und n=1 bereits in 
Abschnitt «7 verifiziert. Fiir allgemeines » beweisen wir sie durch voll- 
stindige Induktion, d. h. wir zeigen, daB die beiden Behauptungen auch 
fiir n-+-1 richtig bleiben, wenn sie fiir ein festes n als wahr angenommen 
werden. 

Aus (33) und (34) folgt unmittelbar, daB die beiden Funktionen 
aZ*t” (zy; 8) aW'**” (xy; 8) 
éy : éy 
leichte Rechnung unter den gemachten Annahmen: 





in y periodisch sind. Ferner ergibt eine 


22 


2x 
aZ*t" (zy; 8) fe peee 
re = —— = 0 
f oy dy 0, : ay dy > 


d. h. aber nach Hilfssatz 1, daB auch die Funktionen Z*”(zxy; 3), 
W“"*” (xy; 8) in y die Periode 22 haben. Endlich folgt aus (35) in Ver- 
bindung mit Formel (26): 


2x 2x 
SZ°**(cy;e)dy=0, SwWw"*”(xy;s)dy=0. 
u uv 

Damit sind die beiden Behauptungen fiir allgemeines n bewiesen. 















(34) und (35) entsprechend zu den Formeln (32) 
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Wegen (31) ergibt sich schlieBlich noch aus den Gleichungen (33), 


(37) = Z*”(s,y;8)=F(y;8), W"*” (sy; 8) = G(y; 8). 


§ 4. 


(38) 82M, |b(z)|<>5, |a(z)|<>, 


(39) ee <N, <N. 


oy 





6G (y; 8) 
oy 








Nunmehr bilde man die sukzessiven Approximationen 


u,(x) = N, 


(40) u,(2) = N+ MJ (uZ() + u,(6)) dé, 


y(t) = N+ MS (uz) + u, (6) a8. 


(41) 0s<77—8,<8, d< jog (1+ 5) 
gegen das Integral 

. eM (a — 8) 
(42) u(x) = », u(s)=N 





1 _ gif (@ — 8) 
1+ Ww? 
der Riccatischen Differentialgleichung 


= = M(u*(x) + u(x) 
konvergieren. 
Da offenbar im Intervall (41) 


u,(z) — u(x) >=0 
ist, so folgert man leicht durch vollstandige Induktion 
Uy sa(#) — Uy(2) 20, 
d.h. aber, im Intervall (41) ist 
(43) O<u(z)Su,(z)S...Su,(z)S4,,,(z)S-.-S 








Abschitzung der sukzessiven Approximationen. 


19. Man bestimme zwei positive Zahlen M und N, derart, da8 in den 
Definitionsbereichen der Funktionen },(7), c,(z), F(y;8), @(y; 8) 


Man bemerkt dann leicht, daB die Funktion u,(z) im Intervall 


(47) 


(49) 
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20. Es werde 
(44) X=s8,+|zr—8,| 


gesetzt; dann behaupten wir: Wahlt man die Zahl 6 aus Formel (41) 
gleichzeitig < R, so ist in dem Streifen 
(45) jr—s,|<6, |s—s,| SR 
des reellen x, y, s-Raumes fiir alle n 
6Z"” (xy; 8) aw™ (xy; 8) 
a ie wae ce 
Aus Formel (27) in Verbindung mit (39) folgt unmittelbar, daB die 
Abschitzung (46) fir n= 0 richtig ist. Fiir allgemeines n beweisen wir 
(46) durch vollsténdige Induktion, indem wir (46) fiir ein festes n als 
wahr voraussetzen. 
Indem man die Abschitzung (24) aus Hilfssatz 2 heranzieht, folgert 
man zunachst aus (46) 
|Z (ay; s)| 
| W'” (xy;8)| 
und weiter wegen (38) 


im ae Ai ~— ° ; ‘ 
\o(Z™ W")| <4au?(X) + = Un(X) + Tq 2% Un(X) + 22u;(X) +4 22 u2(X) 


(46) <s4u,(X), Ss u,(X). 














22u,(X), 


, 


Ss 
S 22u,(X), 


< 82 uz (X) + Mu, (X) < M(uz(X) + uy(X)) 
und entsprechend 
(48) wz, W™) | < M(u2(X) + u,(X). 
Endlich erhalt man aus (33) und (34) 








x 
6Z™+ (xy; 8) | ‘ ror ren ‘. 
nl M J (wi(é) + tn (€)) dE, 
owt” (xy; 8) | ‘ x 7 . 
ol so + M f (w2(é) + u,(é)) dé, 

80 
d.h. aber wegen (40) 
gZinty : 8) fe lawinty :8)] ; 
Tape <w - tz), denied! 12) a (X), 
oy © ey ‘lle 





und damit ist die Behauptung (46) bewiesen. 
Aus (46) folgt aber in Verbindung mit (43) und (44): Im Streifen (45) 
ist fiir alle n 








e 


eZ” (xy; yim (zy38)| - j= (zy; 8) 


cy j= oy Su (X) Su (+0), 
|Z" (xy;8)|<2au(X)<2au(s,+4), |W (xy;s)|<2 nu(Z)S2aulet9 


u(X) < u(s,+ 4), 
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Im folgenden werde zur Abkiirzung (vgl. Formel (42)) 


Mé 
(50) u(8)+ 4) =— =U 
+ —_eM? 
gesetzt. 
§ 5. 
Konvergenzhbeweis. 


21. Dem Konvergenzbeweis schicken wir eine Abschitzung voraus, 
auf die im folgenden mehrfach zuriickgegriffen werden wird. 
Es seien 


Z,(xy;8), Z(xy;s), W(xy;s8), W,(xy;8) 


vier einmal stetig differenzierbare in y periodische Funktionen, die den 
Bedingungen 


22 22 2x 2x 

fZ,dy=0, JfZ,dy=0, J[W,dy=0, fW,dy=0 

9 LU 0 u 
geniigen. Ferner setze man zur Abkiirzung 
(51) Z,(xy;s) —Z,(xy;s) =A(xy;s), W,(xy;s) — W,(xy;s) = B(xy;s). 
Nunmehr bilde man 


. A(xy; Z, ; 
(52) @(Z,,W,) — ®(Z,, Wy) = Z,(xyjx) ASH) 4 SEE) 4 (ay; 2) 
@A(axy;2) 

ey 





+ SEH) A(xy;s 8) + Z,(xy; 8) 
— (by(2) ACH") + ¢9(2) A(xy; 8)) 


—(W, (xy; 2) -AC¥: 38) + Extent) B(xy; x)) 














oy 
22 
0A ; eZ, 
tas) (Waleus 2) AGRO + AES Bley: 2)) ay. 
Es sei ferner im Streifen (45) 
aZ, aZ aw, 
(38) [Salsu, |Flso, [S\s0, [FB\<v. 





AuBerdem bezeichne A(x) bzw. B(x) das Maximum von Feeraea bzw. 
Ase im Streifen | — s,|<|z—8,|, |s —8,| << R. Offenbar sind 


A(x) und B(x) stetige Funktionen. Dann ergibt sich aus (52) in Ver- 
bindung mit Formel (38), (53) und Formel (24) aus Hilfssatz 2 











(54) | |®(Z,,W,) — ©(Z,, W,)| < (122U + M) A(x) +42UB(z) |, 


34 
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und ebenso erhalt man 





(55) | | ¥(Z,,W,) — ¥(Z,, W,)| < 42U A(x) + (1220 + M) B(x) 











22. Man setze 
Z™(xy;8)— Z°~” (xy; 8) = A,(ry; 8), 
WwW (xy;8)— W°-” (xy; 8) =B, (xy; 8); 
dann ist nach (27), (28) und (29) 
ee 38) -fo2", Ww) dé, ne: 38) = fe Z™ W) dé 
und ferner fiir alle n wegen (33) und (34) 
0A, 4s a 
=n f@ (Z™. w™) — @(Z"-», w »)) dé, 


0B,,.(7y38) og (2) grin) (n-1) gy(n-2) 
a Jee , w™) — #(Z"-, Ww”) de. 
Ferner ergibt sich mit Riicksicht auf (47), (48) und (40): Im Streifen (45) ist 


|eAcerss < A(z) < (X — 6,) M(N*+N), 





(56) 6B, (xy; 8) 
| éy 





< B,(x) <(X — 4) M(N*+N); 


unter X wieder die GréBe aus Formel (44) verstanden. 
Weiter erhalt man wegen (49), (54) und (55) fiir n > 1 im Streifen (45) 








é 1 38 - x . o 
es Asse) S J {d240 + M)A,(¢) + 420B,(6)} a8, 
OB, ,,(2y;8) - 
jas see <B,,.(2 \< fanud, (€) + (122U + M)B,(é)} dé, 





und nach Addition dieser beiden Relationen 
x 


(57) A,,,(z)+B,,,(2) <(162U + M) f(A, (&) + Be) dé. 
Bildet man jetzt die sukzessiven Approximationen 
v,(z) = 2M(N*+ N) (x — 4), 


(z— 8 )"**(162U+ M)" 
(n+1)! s 





% 43(2) = (162U + M) J o,()dé = 2 M(N*+ N) 

















Differentialgleichungen vom hyperbol. Typus mit period. Koeffizienten. Il. 523 


so ergibt sich leicht aus (56) und (57) fiir |z —s,| <6 


(58) A, .3(%) + B,,,(2) < Vn 4a(X) S % 41 ( 8 + 9) 


6*+1(162U+M)" 


= 2M(N*+ N) lay 


Hieraus folgt aber, daB die beiden Reihen 





OZ (xy38) _ ore 8), + Dy Plas n(ZY38) on aZ™ (xy; 8) 








oy n> oo oy 2 
@W(ay;s) aW(ay;s) , OB, (xy; 8) - OW (xy; 8) 
= - = 1 —————_ 

éy oy ; bs ey oo oy 


n=1 


im Streifen (45) absolut und gleichmaBig konvergieren, da das Glied dieser 
Reihen in Formel (58) durch das Glied einer absolut konvergenten Reihe 
abgeschitzt ist. Dasselbe ergibt sich aus (35) fiir 


(59) 


v 

Z (xy; 8) = lim Z (xy; 8) y= fz SAE) dy +f . ) $2t4 ®) ay 
5 

W(xy;s)= lim W™ (xy38 )= fF ow (sae) dn +f — 1) Gus) P(zne) gy 


23. Geht man in den Formeln (33) und (34) zur Grenze n — co 
iiber, so ergibt sich 
@Z(xy;8) 
ie 





— OF ty: ud + Fo, W) dé, 


OW (xy38) _ oe 8) , 


Fe +f Z, W)dé, 





und da ®(Z, W), ¥(Z, W) stetige Funktionen von é sind, so folgt weiter 


a°*Z(xy;z) 
Oxdy 


a*W (xy; 8) 


= 0(Z,W), aon 


= ¥(Z,W), 

d. h. aber: das durch die Grenzwerte (59) definierte Funktionenpaar 
Z(xy;s), W(ay;8) liefert ein Integral des Systems von Funktional- 
gleichungen (14) bzw. (19). 

Aus (59) folgt ferner unmittelbar, daB die Funktionen Z und W 
ebenso wie die Z” und W™ in y die Periode 22 haben. 

Geht man auch in den Gleichungen (36) und (37) zur Grenze n—+ co 
iiber, so folgt, daS das Funktionenpaar Z, W auch den Bedingungen (17) 
geniigt. 
84° 
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Endlich folgen noch aus (49) die Abschaitzungen 
| 2W(zys6) 78) 
| ey 

|\Z(zy;8s)|S 220, |W(2y;s)|< 220; 


SU, 


ee <U 


dy 








(60) 


unter U die in Formel (50) definierte Zahl verstanden. 


Damit ist der Beweis des Existenzsatzes erbracht. 


§ 6. 
Beweis der Eindeutigkeit. 
24. Es seien Z,, W, und Z,, W, zwei im Streifen (45) definierte 


Funktionenpaare, welche beide Integrale des Systems (19) liefern und 
auBerdem den gleichen Bedingungen (17) geniigen. 


Benutzt man wieder die Abkiirzung (51), so ergibt sich 


0A ( 38) 
ae = fio, W,) — ®(Z,, W,)) dé, 


ar aa pe fw, W,) — ¥(Z,, W,)) dé, 


und weiter folgt: Im Streifen (45), in dem die Abschatzungen (53) gelten 
mdégen, ist wegen (54) und (55) 











x 
awe ; 8) <A X) < J (220+ MAG) + 42UB(é))dé 
aB(xy; r { B 
LPPter| < 5 X)< J (420A) +240 + M) BE) as. 





Nach Addition dieser beiden Relationen ergibt sich 


A(X) + B(X) < (162U + M) lic + B(é))dé 


Diese Ungleichheitsbezeichnung kann aber fiir stetige Funktionen nur 
bestehen, wenn 


A(é)+ B(é) <0 


ist. Da andererseits A(¢) und B (€) als Maxima absoluter Betrige nicht 
negativ sein kénnen, so folgt 
A(t) = B(é) =0, 
d. h. aber 
Z,(xy; 8) = Z,(xy; 8), 


W, (xy; 8) = W, (xy; 8). 
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Nachdem jetzt auch die Eindeutigkeit der durch die Bedingungen (17) 
bestimmten Lésung des Systems von Funktionalgleichungen (19). erwiesen 
ist, haben wir den Beweis fiir alle Behauptungen von Satz 1 erbracht. 
Gleichzeitig ist nun aber nach den Ausfiihrungen von Abschnitt 12 auch 
der Satz 2 mitbewiesen, welcher Existenz und Eindeutigkeit der Lésung 
des ,Umkehrungsproblems“ behauptet. 


§ 7. 
Abhiangigkeit der Lésung von den Anfangswerten. 


25. Die Untersuchungen dieses Paragraphen beziehen sich auf die 
Lésungen des Gleichungssystems (19) und fiihren zu einem Satz, auf den 
sich der Beweis des in der Einleitung Abschnitt 7 formulierten Approxi- 
mationssatzes stiitzt. 

Es seien wieder, wie in § 6, Z,, W, und Z,, W, zwei im Streifen (45) 
definierte Funktionenpaare, welche beide Integrale des Systems (19) liefern 
und den Bedingungen 


Z, (sy; 8) = F,(y;8), J Z(ey: s)dy=0, 
22 


W, (8,4; 8) = G,(y; 8), J W,(xy; 8) dy=0, 


v0 


22 
Z,(8y;8)=F,(y;8), Jf Z,(xy;s)dy=0, 
0 





22 
Wa(Soyi8)—Ga(yss), fW,(zys8)dy—0 


geniigen. Hierbei seien die einmal stetig differenzierbaren Funktionen 
Fi(y;8), G,(y;8), F,(y;s), G.(y;s) im Streifen |s—s,|< R der 
reellen s, y-Ebene definiert und in y periodisch. Ferner sei 


22 22 2x 2x 
JF,dy=0, f@G,dy=0, JfF,dy=0, f@,dy=0. 
0 0 U 0 

Endlich sei im Streifen |s — s,|< R 

aG, 


éP, 0G, 



































7 oF, | 
(1) |S\sy, \Sley, [S\<y, [lsy, 
und auBerdem 
2) ar, oh 2G, 20, 
(62) dy = a, oy oy a 
Somit geniigen die vier Funktionen =. oy oh = wegen (61) den 


Abschiatzungen (60). 
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Forme! (51) versteht, erhailt man 





0A(zy; aF,(y; OF, (y;8) 2 
Ge 8) _ “ 8) uy wy Sd, W,) — ®(Z,, W,)) dé, 


@B(xy;s)  8G,(y;s) _ 0G, a8 8) 
éy ae 





+5 (Y(Z,, W,) — ¥(Z,, W,)) dé, 


heranzieht, fiir jeden Punkt des Streifens (45) 


[2Ater: 5#)| < A(x) set fi ((122U + M) A(é) + 42UB(é)) dé 








eae 
oy 





<B(xX)<e+ f (4n04() + 02004 M) B(é)) dé. 


Oder nach Addition dieser beiden Beziehungen 
x 
(63) A(X)+ B(X)<2e+(162U+ M) Jf (A(é) +B(4))d 


Andererseits ist 


x 
(64) Zee Br Tt MX) _ 964 20(162U + M) | T atitecicattion | F 


Bo 


Vr 


Setzt man 
(65) D(X) = A(X) + B(X) — 2ee* 74 F-*, 


so erhalt man, indem man (64) von (63) subtrahiert, 


x 
D(X) <(162U+ M) f D(é)d 
und hieraus folgt unmittelbar “5 
D(X) <9, 


d. h. aber, mit Riicksicht auf (65), 
A(X) + B(X) < 206 Ot OO E-%, 
SchlieBlich ergibt sich wegen 


OZ, (zy38) 64, a 8) OW,(zy;s) OW, (xzy;8) ~ 
dy & A(X | oy ey | = B(x 
—8& <9 
fiir jeden Punkt des Streifens sie die Abschatzung 


I fae i(zy38) @Z, (xy; 8) 

















<2 9 ee™** U+M) ° 





oy 
LA #) _ aW,(xy;8) 
ay 


(66) 


< Qeet**T+Ms 








Indem man unter A(zy;s), B(xy;8) wieder die Ausdriicke aus 


und weiter ergibt sich, wenn man die Abschitzungen (62), (54) und (5 


5) 
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26. Aus (66) folgert man leicht den 
Satz 3. Im Streifen |s —8,|< R der reellen y, 8-Ebene seien zwei 
unendliche Folgen einmal stetig differenzierbarer Funktionen 
F.(y;s8), G,(y;8) (n =0,1,2,...—+ oo) 
gegeben, welche sdimtlich in y die Periode 2x haben. Es sei ferner fiir alle n 


FP (yse)dy=0, f0,(y;0)dy 0. 


Auferdem mégen die partiellen Ableitungen Be (dew. ed im 


Streifen |s —8,\|< R mit wachsendem n gleichmapig gegen die Funk- 


tionen 2 iyis) (dew. ety) | 
y cy 


Formel (31)) 
y 22 
» OF(n; OF (n; 
P(yse)— | ge PPR ay + f(g, —1) PO a, 
0 v 


yv 2x 


F(n; OG (n; 
G(ys0)— [2 2PM) ay + f ( —1) 2009 ay, 
y 


on 
0 


konvergieren. Man setze ferner (vgl. 





so daB auch 

jim F,(ys 8) —+ F(y;8), lim @, (y; 8) + @(y; 8) 
fiir |s — 8,|< R gleichmaBig konvergent ist. Endlich seien b,(x), ¢.(x) 
zwei in der Umgebung des Punktes x = 8, definierte stetige Funktionen 


von Zz. 


Man lése jetzt das zu den vier Funktionen 


Fi(yi#), @,(ys8), d(x), ¢o(zx) 
gehérige Umkehrungsproblem, das zu der Differentialgleichung 


(L,) L, (2) = gogq + b,(2y) = +¢,(zy)2 = 0 


fithrt. Dann konvergieren die Koeffizienten b,(xy), c,(zy) in einem 
hinreichend kleinen Streifen |x — 8,| <4 der xy-Ebene mit wachsendem n 
gleichmapig gegen zwei Funktionen b(xy), c(xy), und zwar sind b und c 
Koeffizienten derjenigen Differentialgleichung (L), welche man als Lésung 
des zu den vier Funktionen 


F(y;8), G(y;8), bo(x), e(x) 
gehorigen Umkehrungsproblems erhdlt. 


27. Beweis. Nach den Ausfiihrungen in Abschnitt 12 (Beweis von 
Satz 2) la8t sich das Umkehrungsproblem auf die Integration des 
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Systems (19) zuriickfiihren; und zwar bestimme man, um die Differential- 
gleichungen L,(z) = 0 bzw. L(z)=0 mu konstruieren, diejenigen Lésungen 
Z,(xy;s8), W,(ay;s) bew. Z(xy;s), W(xy;s) von (19), welche den 
Bedingungen 


Z,(%y;8)—F,(ys8), Jf Z,(ry; 4)dy =O, 
22 


W,,(8)y3 8) = G,,(y3 8), JW, (29; 8) dy = 0, 


bzw. 
22 
Z(8,y; 8) = Fly; 8), f Z(xy;s,)dy =0, 
2x 
W(s,y; 8) = G(y;8), J W(xy;4)dy =0 
geniigen. 
Wir zeigen zunichst, daB dann in einem Streifen 
(67) |z—s|<4, |s—s8|<SR 


des reellen z, y, s-Raumes die Folgen der Funktionen 


6Z,(xy;s) OW, (xy;s8) ‘ ‘ 
ay ’ ay , Z,, (zy; 8), W, (xy; 8) 


gleichmaBig gegen die Funktionen 








@Z(xy;8) OW (xy; 8) . . 
ay bzw = baw. Z(ay;s) bzw. W(xy; 8) 


konvergieren. 
Da nach Voraussetzung die beiden Folgen von Funktionen 
OF. (y;8) @G,(y;8) 
oy = ey 
stante N, derart, daB im Streifen | s — & |< R fiir alle n 





gleichmaBig konvergent sind, so existiert eine Kon- 


(68) 





Fags) | aG,(y; 8) | 
oy <N, —— |= 


ist. Bezeichnet ferner M die GréBe aus Formel (38), 5 eine positive Zahl 

1 f : , 
< ys (} +a) (vgl. Formel (41)), so wird wegen (38) und (68) im 
Streifen (67) mit Riicksicht auf Formel (60) fiir alle n 











(69) Sea) -_ U, a OW, ut 38) < U, 
und auBerdem 

aZ (xy; 8) | @W(xy; 8) 
(70) a <0, _—— <0, 








unter U den Ausdruck aus Formel (50) verstanden. 





gen 
den 


il 
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Nunmehr bestimme man, wenn « eine vorgegebene beliebig kleine 
positive Zahl bezeichnet, auf Grund der gleichmaBigen Konvergenz der 








beiden Folgen a oe einen Index n,, derart, daB fiir alle n>n, im 
Streifen |s —s,|<R 
| @F(y; 8) 6F, (y; 8) aG(y;s)  2G,(y38) 
a | ay vy |= 
ist. Dann 1aB8t sich aber wegen (38), (69) und (70) die Abschatzung (66) 
anwenden, und man erhilt fiir alle n >, im Streifen (67) 














eZ(xy;s) 0%, (xy;8)| < Qeeitex0+M)s 
dy = ; : 





' éy 
(71) r 
, @W(xy;s) OW, (xry;8) (402 U+M8 








im Streifen 


Damit ist gezeigt, daB die Funktionen ee bzw. Maley! 





(67) gleichmaBig gegen die Funktion catey *) baw. oma s¢) konvergieren. 
Die gleichmaBige Konvergenz der Funktionen 

(72) Z,(xy;8)—+Z(xy;s), W,(xy;s)—+ W(xy; 8) 

folgt nun aber unmittelbar aus den Formeln 


a Pd 


62, (xy; ; aZ, (xy; 
Z,, (ay; 8) = fz = uit dy — f(&-1) acy 8) dn, 
0 y 
uy 3x 
oW, ; oW,, ; 
W,(zysa) = fp PMalsvD gy 4 f (2. 1) 2Maleyie) gy, 
0 v 


und aus den entsprechenden Darstellungen fiir Z(xry;s) und W(2xy;s). 
Die Koeffizienten b, (ay), ¢,(ay) bzw. b(xy), ¢(ay) der Differential- 
gleichungen L,(z)=0 bzw. L(z)=0, auf welche man durch die ent- 
sprechenden Umkehrungsprobleme gefiihrt wird, erhalt man nun aber aus 
den Formeln (12) und (13), d.h. es ist 
- eZ ; 
cy (2y) = Cy (x) — eH) 
b, (wy) = by (x) + W, (xy; )— Z, (zy; 2), 
und somit ergibt sich wegen (71) und (72), daB die Funktionen 


> 


cy(2y) —> ¢(2y) = ¢(y) — EH) 


b, (zy) — b(xy) = by (x) + W(xy; x) — Z(xy; x) 


im Streifen |2 —s,| <6 der xy-Ebene gleichmaBig konvergieren. Damit 
ist Satz 3 vollstindig bewiesen. 
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Kapitel II. 
Der Approximationssatz. 


§ 8. 
Konstruktion von Differentialgleichungen vom Laplaceschen Typus. 


28. In diesem Kapitel soll der Beweis des in Abschnitt 7 der Ein- 
leitung formulierten Approximationssatzes erbracht werden. Zu diesem 
Zweck suchen wir zunichst die Konstruktion von Differentialgleichungen 
vom Laplaceschen Typus auf das Umkehrungsproblem zuriickzufiihren und 
beweisen den 

Satz 4. In dem Streifen |s —8,|< R der reellen s, y-Hbene seien 
zwei (reelle oder komplexe) einmal steiig differenzierbare Funktionen 
F(y; 8), G(y; 8) definiert, welche beide in y die Periode 2 haben und den 
Bedingungen (8) geniigen. Auferdem sei 


22 
(73) focy; 2) Yay =0 


identisch in x und s. Ferner sei 6,(x) eine beliebige, in einem Intervall 
|2—s,|< R’ definierte stetige Funktion. 

Dann fihrt offenbar das zu den vier Funktionen 

F(y;8), G(y;8), (x), ¢(%) =0 

gehorige Umkehrungsproblem wegen der Voraussetzung (73) (nach 
Formel (4), Satz 1) zur Konstruktion einer Differentialgleichung (L) 
vom Haupttypus. 

Ist jetzt auBerdem F(y;8) ein Polynom von s 


F(y;s)= SF(y)s” 


v=0 















so ist (L) vom Laplaceschen Typus beziiglich x; ist andererseits 
¢ 
G(ys8) = 2G,ly)s", 


so ist (L) vom Laplaceschen Typus beziiglich y. 
29. Beweis. Es sei zunichst F(y;s) beziiglich der Verinderlichen s 
ein Polynom p-ten Grades. Sucht man jetzt eine Lésung des in Satz 4 
formulierten Umkehrungsproblems, so ergibt sich bei der Konstruktion der 
lésenden Funktionen Z(xy;s), W(xy;s) als Integrale des Systems (19), 
da8 auch die durch die Rekursionsformeln (28) und (33) des §3 de- 

@Z™ (zys8 a@Z"t" (xy; 8 = 

ae ) ; , ys 8) beziig- 





finierten sukzessiven Approximationen 











iS. 

Ein- 
sem 
gen 
und 


$33 


all 


ch 
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lich s Polynome von héchstens p-tem Grade sind. Desgleichen sind auch 
die nach Formel (35) zu berechnenden Funktionen Z\**?(xy;s8) Poly- 
nome von s, und zwar wegen (37) genau vom Grade p. 

Da ferner nach Formel (59) 


Z(xy; 8) = lim 2" (xy; 8) 


ist, so ist auch Z(xy; 8) beziiglich s ein Polynom p-ten Grades. Dann 
kann man aber Z(xy;s8) in der Form 


P 
Z(zy;) = > U,,,(2y) 25> 
v=0 
darstellen. 


Vergleicht man diesen Ausdruck mit der in Teil I, 8. 473, Formel (91) 
angegebenen Entwicklung 


Z (zy) = > U,,.(2y) =, 
v=0 


so bemerkt man, daB die Funktionen U,(xzy) fiir alle » > p + 2 identisch 
verschwinden. Andererseits bilden die Funktionen 


(74) 1, U, (xy), U,(vy), ..., U,(wy), ... 


eine zur Integrodifferentialgleichung (A) gehérige ,,Laplacesche Koeffizienten- 
folge beziiglich x“ (vgl. die Bemerkung am Schlu8 des Abschnitts 39, 
Teil I, 8.473), und zwar ist diese Folge endlich wegen U,(xy)=0 fiir 
y>p+2. 

Da nun aber auBerdem die Differentialgleichung (LZ), auf welche die 
Lésung des in Satz 4 formulierten Umkehrungsproblems schlieBlich fihrt, 
wegen der Voraussetzung (73) und wegen c,(z) = 0 vom Haupttypus ist, 
so ist nach den Ausfiihrungen in Teil I am Anfang des Abschnitts 47, 
8.481 die Folge der Funktionen (74) gleichzeitig eine Laplacesche Ko- 
effizientenfolge von (L) beziiglich z. Und da diese Folge endlich ist, so 
ist in der Tat (Z) vom Laplaceschen Typus beziiglich z.**) Damit ist der 
erste Teil von Satz 4 bewiesen. 

30. Es werde nunmehr G(y; 8) als Polynom q-ten Grades beziiglich s 
vorausgesetzt. Dann beweist man durch entsprechende Schliisse wie in 
Abschnitt 29, daB W(zy;s) auch ein Polynom qg-ten Grades in ¢ ist 
und in der Form 


(75) W(xy;8)= > V,,.(2y) 2 


v=0 





dargestellt werden kann. 


15) Vgl. loc. cit. FuBnote **), 8.117, Definition 2. 
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Andererseits ergibt sich aus Teil I, Formel (99), 8.475 fiir W die 
Entwicklung 


(76) W(xy; 8) = DV,.(29) 2", 
v=0 ’ 

wobei die Funktionen 

(77) AT At | ae A) ee 


eine zur Integrodifferentialgleichung (M) gehérige ,,Laplacesche Koeffizienten- 
folge beziiglich x“ bilden. 

Die Vergleichung der beiden Ausdriicke (75) und (76) fiir W ergibt 
aber V,(xy)=0 fiir »>q-+2. Die Funktionen (77) liefern somit eine 
endliche Laplacesche Koeffizientenfolge von (M) beziiglich x. 

Nun ist aber weiter nach Teil I, Satz 2, 8. 450 die zu (L) adjungierte 
Differentialgleichung M({z) = 0 gleichzeitig mit (Z) vom Haupttypus. Mit- 
hin bilden nach der oben zitierten Bemerkung aus Teil I, Abschnitt 47, 
8.481 die Funktionen (77) gleichzeitig eine Laplacesche Koeffizientenfolge 
beziiglich z von (M) selbst; d.h. aber, zur Differentialgleichung M(z) = 0 
gehért eine endliche Laplacesche Koeffizientenfolge beziiglich 2. Somit ist 
(M) vom Laplaceschen Typus beziiglich x. 

Dann ist aber nach einem Satz von Liouville’®) die zu (M) ad- 
jungierte Differentialgleichung (ZL) vom Laplaceschen Typus beziiglich y. 
Damit ist auch der zweite Teil von Satz 4 bewiesen. 


§ 9. 


Beweis des Approximationssatzes. 


31, Um zuerst den trivialen Teil des in Abschnitt 8 der Einleitung 
formulierten Approximationssatzes zu beweisen, setzen wir voraus, daB sich 
die Koeffizienten b(xy) und c(zy) von (L) in einem Streifen 2, < x < 2, 
der reellen zy-Ebene gleichmaBig durch die in y periodischen Funktionen 





(78) b,(zy)—- b(zy), (zy) + e(zy) 
approximieren lassen und daS die Differentialgleichungen 
(L,) L, (24) = Gacy + n(@¥) ZS +e, (2y)2,=0 


simtlich beziiglich x und y vom Laplaceschen Typus sind. Da die Diffe- 
rentialgleichungen (Z,) somit auch alle vom Haupttypus sind’), so ist 
nach dem in Abschnitt 3 der Einleitung zitierten Satz IV jedes partikulire 
Integral z, von (L,), welches der Bedingung Pa(%ep) = geniigt, 
periodisch in y. ' 





%*) Vgl. Teil I, § 3, FuBnote *), S. 455. 
%) Siehe Teii I, Satz 3, 8. 453—454. 
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Es sei nunmehr z, das durch die Randbedingungen 

(79) eaKSe¥ 0, 2, (2,0) = f(z) 

eindeutig bestimmte Integral von (L,), wobei f(x) eine beliebige, im 
Intervall z,<2< 2, stetig differentiierbare Funktion bezeichnet; dann 
hat z,(ay) in y die Periode 22. 

Andererseits konvergieren aber wegen der Voraussetzung (78) nach 
bekannten Saétzen aus der Theorie der Differentialgleichungen die Funk- 
tionen z,(xy) mit wachsendem n im Streifen z,< a< 2, gleichmabig 
gegen ein Integral z von (L), welches wegen (79) den Bedingungen 


Oz (Sy) Se 
“a 8, z(z,0) = f(z) 


geniigt. Wegen z,(ay)—»z(xy) hat aber z die gleiche Periode in y wie 

z,- Da ferner f(x) beliebig ist, so folgt, daB jedes Integral z von (L) 

62 (Sy) 
ty) 


mit der Eigenschaft = 0 in y periodisch ist. Dann ist aber nach 


Satz IV die Differentialgleichung (ZL) vom Haupttypus. Damit ist die eine 
Behauptung des Approximationssatzes (iiber die hinreichende Bedingung 
fiir den Haupttypus) bewiesen. 

32. Die zweite Behauptung (iiber die notwendige Bedingung fiir den 
Haupttypus) setzt voraus, daB eine Differentialgleichung (ZL) vom Haupt- 
typus vorgelegt sei. Die beiden lésenden Funktionen von (ZL) Z und W 
seien im Streifen z,<lx<i2,, %Ss<-2, des reellen z, y, s-Raumes 
definiert; ferner setze man 


(80) Z(s,y;8)=Fly;s), W(sy;8)=G(y;8), 
2x 
1 
(81) by(2) = gt | b(zy) ay, 
4) 


dann ist wegen (1) und (2) 


Qx 2x 
(82) J F(y; s)dy=0, JO(ys s)dy=0, 


und auBerdem nach dem in der Einleitung Abschnitt 3 zitierten Satz I 
(vgl. Formel (4)) 


2x 
(83) focys2) 2H ay —0 


identisch in x und ¢. 

Um die zweite Behauptung auf Satz 3 aus §7 zuriickzufiihren, suche 
man nach dem Satz von WeierstraB die Funktionen F(y; 8), G(y; 8) 
durch Funktionen F,(y;s8), G,(y;8) gleichmaBig fir z<s<2z, m 
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approximieren, wobei die F,(y; 8), G,(y;#) Polynome in s sind. Zu diesem 
Zwecke setze man, indem man nach Herrn Landau eine Stieltjessche Formel 
benutzt**), 


z 


1 8—o ‘ 
aia) (GEE) Po nee 
(84) F.(y; 8) = =o ; 
2 P.(0)do 
0 





" Vr 
P, (S ==) G(y; 0) do 
(85) @,(¥3 8) = —— 








2/P,(0)do 
0 
Hierbei ist 
P,(0) = (1— 0°) 
gesetzt; offenbar sind dann die Funktionen F,(y; 8), G,(y;s) in der Tat 
Polynome in s vom Grade 2n. Ferner konvergiert, wie Herr Landau 
gezeigt hat, 
F,(y;8)— F(y;s), G,(y; 8) + G(y; 8), 
und zwar gleichmaBig im Streifen z,+e<s<a2,—e der y, s-Ebene. 
Ebenso folgt die gleichmaBige Konvergenz von 








> oF, (y; 8) aF(y; 8) 2G,(y; 8) aG(y; 8) 
a ib scieSie:—_P a: 
wenn man in Formel (84) und (85) auf der rechten Seite im Zahler 
unter dem Integralzeichen nach y differenziert. Endlich beweist man fiir 
alle n die Formeln 


22 2x 
(87) SF(y;s)dy=0, JG,(y;s)dy=0, 
vu 0 
2x 
aF,(y; 8) ‘ p . 
(88) feq(y; 2) 229 dy=0  (identisch in z und s), 
vu 


indem man in den Formeln (84) und (85) die Integrationen nach y und o 
vertauscht und die Beziehungen (82) und (83) heranzieht. 

Nunmehr lése man das zu den in den Formeln (84), (85) und (81) 
definierten vier Funktionen 


F,(y; 8), &,(y5 8), bo(%), ey(z) = 0 


18) E. Landau, Uber die Approximation einer stetigen Funktion durch eine 
ganze rationale Funktion, Rend. d, circ. mat. d. Palermo 25 (1908), 8. 387—345, 
vgl. auch Correspondance d’Hermite et de Stieltjes, If (Paris 1905), 8. 387—339 und 
8. 185—186. 








a na eehe ae 
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gehérige Umkehrungsproblem. Da wegen (87) und (88) alle Voraus- 
setzungen des Satzes 4 sowohl beziiglich der F,(y;s) als auch der G,(y; 8) 
erfiillt sind, so wird man dabei auf eine Differentialgleichung (L,) gefiihrt, 
die beziiglich 2 und y vom Laplaceschen Typus ist. Andererseits ist aber 
die vorgelegte Differentialgleichung () die Lésung des zu den vier Funktionen 


F(y; 8), G(y; 8), bo(x), eo(x) = 0 
gehérigen Umkehrungsproblems. 
Wegen (86), (82) und (87) sind nun aber alle Voraussetzungen von 
Satz 3 erfiillt. Somit ergibt sich, wenn 5, (zy), c,(xy) die Koeffizienten von 
(L,,), 6(z y), e(a y) die Koeffizienten von (ZL) bezeichnen, da8 die Funktionen 


b,(zy)— b(zy), ¢, (zy) + e(z, y) 
gleichmaBig in einem Streifen |x —s,|< 46 der xy-Ebene konvergieren, 


wenn 8, einen inneren Punkt des Intervalls z,< s,< 2, bezeichnet. Damit 
ist der Approximationssatz vollstandig bewiesen. 


33. Zusitze zum Approximationssatz. Indem man eine Bemerkung 
aus Abschnitt 14 heranzieht, kann man leicht einsehen, daB sich jede sich 
selbst adjungierte (Moutardsche) Differentialgleichung vom Haupttypus 


a*z 
(89) L(z) = Fr9y + (zy) 2=0 
durch sich selbst adjungierte Differentialgleichungen vom Laplaceschen 
Typus gleichmaSig approximieren la8t. Denn da die beiden lésenden 
Funktionen Z und W der sich selbst adjungierten Differentialgleichung (89) 
offenbar tibereinstimmen, ergibt sich aus (80) und (81) 
F(y;8)=G(y;8), b)(x)=0, 
und weiter wegen (84) und (85) 
Py; 8) - G,(y; 8). 

Wie in Abschnitt 14 gezeigt wurde, fiihrt aber das zu den vier 

Funktionen 
F(ys8), G,(ys8)=F,(ys8), Oo(%)=0, e(x) = 0 

gehérige Umkehrungsproblem zu einer sich selbst adjungierten Differential- 
gleichung i 
(90) L,(2) = sr5q + ou) =0, 





Oxdy 
die auBerdem vom Laplaceschen Typus ist. Nach dem Beweis aus Ab- 
schnitt 32 wird aber die Differentialgleichung (89) durch die Differential- 
gleichungen (90) gleichmaBig approximiert, womit unsere Behauptung 
bewiesen ist. 


(Eingegangen am 6. 8. 1931.) 











Ein Satz iiber trigonometrische Polynome und seine 
Anwendung in der Theorie der Fourier-Reihen. 
Von 
S. Sidon in Budapest. 





In der vorliegenden Arbeit beweise ich zunachst den 
Satz I. Erfillt die 7 der positiven ganzen Zahlen i,, 4,, ..-1-A,, 


Ans 
fiir jedes k die ic ge ~>q>I1(q fest), so gibt es zu jeder positiven 


"a 


ganzen Zahil n, wenn Set +e°)=1— wo die e reelle Konstanten 


bedeuten —, ein trigenemetricches Polynom T, (x) = Sia, cost x + b,siniz), 


i=0 


fiir welches | T,.(x)| < C fiir jedes reelle x — wo C eine nur von q abhangige 

positive Konstante ist’) — und a,,=¢, bi,=e fiir jedes k<n gilt. 
Beim Beweise dieses Satzes stiitze ich mich auf folgende Hilfssitze: 
Hilfssatz I. Fiir ein beliebiges trigonometrisches Polynom von der 


Form T(x) = 5'(a,cos 4,2 + b, sin 4, x) gilt, wenn 41,<"n 
i=1 








sy | 
ae >of 3 (ai +8)))". 


Beweis. Es besteht, wenn 7’, (742 


n—-1 s n—-1 ax 
("= \%l) (5 x!) ( fmi(eae) 
k=0 k=0 an 
n—-1 n—-1 et 
xX: xs 
Be Zt frst 





) = X, gesetzt wird, die Ungleichung 


> C.*) 





*) 4,74,,... und C werden hier auch weiter die Bedeutung haben wie im Satz I. 
*) Siehe meine Arbeit: Ein Satz itiber trigonometrische Polynome mit Liicken 
und seine Anwendung in der Theorie der Fourier-Reihen. Journal fiir die reine und 


angew. Math. 168 (1930), S. 251-252. (Es ist 








n—1 n—-1 
er 2 =X of 
k=0 ee Q k=0 = = 4 
= =p, [ mieaz, ao ar T(z) dz.) 
0 
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Hilfssatz II. Eine n-dimensionale Kugel, deren simtliche Beriihrungs- 


ebenen ein ebenfalls n-dimensionales festes konvexes Polyeder schneiden, 
liegt ganz innerhalb dieses Polyeders. 


Beweis. In entgegengesetztem Falle hatte die Kugel eine mit einer 
Grenzebene des Polyeders parallele, ganz auBerhalb desselben liegende Be- 
riihrungsebene. 


Hilfssatz III. Ist 3'(e,?+ ef’) =1, wo die ¢ reelle Konstanten 
k=1 


bedeuten, so existiert ein trigonometrisches Polynom 


8. Sidon. Satz iiber trigonometrische Polynome. 


T(x) = S(a,coss x + b,siniz), 


fiir welches | 7,( (5) |< C fiir jedes ganze k und a,,— ef, b,, = ef’ fiir 


k<n gilt. 


Beweis. Fiir ein versie trigonometrisches Polynom 
T(z) = Sa, cos tz + b,siné x) 
gilt, wenn — = und fiir ganze k, T, (ky) = X, gesetzt wird. 


din din 
2 X, cosiky 25 X, sinike 
&k=0 _ k=0 es ° 
ule: mame b,= a,+1 fiir 1l<it<A,. 


Wir haben nun die Existenz einer ganz im konvexen Polyederbereiche A: 


tin Lig 
2S X;, cosi,k 25 X, sini ky 
k=O ae _t=0 
ye ee 


wo l<i<n und |X,!<1 fiir jedes k, 
liegenden Kugel S(ai+ bj.) = CO’ zu zeigen. Fiir das Maximum der Ent- 
i=1 


fernung einer durch einen Punkt von A gehenden Ebene, deren Nor- 
male die Richtungskosinusse «,, @,,..., @,, 2,,B,,---, 8, hat, vom Anfangs- 
punkte, M,,*), gilt laut Hilfssatz I: 


o's" | 3 («008 4 ko+ Asin ,&9)| 


Mu, ,= — >’. 





44,+1 
*) M,,g ist das Maximum der Funktion der X, 


2's SX, (c, cos 4, ky +f, sin i,k) 
bad ink 








41,+1 
fiir | X,)<1. 
Mathematische Annalen. 106. 
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Die Kugel S(a2+ b3,.) = C” liegt also, da ihre simtlichen Beriihrungs- 
i=1 


ebenen A schneiden, tatsichlich ganz in A, wou Hilfssatz III bewiesen ist. 


Beweis des SatzesI. Es sei 1, (2) = (6, cosix-+-d,;sinéz) ein 


trigonometrisches Polynom, fiir welches, wenn 


2x 
44,+1 


4d 
=—9 wd ——_“2—__ =», ‘) 
(44, +1) (4,—4,) sin 42 





gesetzt wird, |1,(ky)|<C fiir jedes ganze k und c,=e/y,,d, =e/"y, 
fiir simtliche 4; < 2 gilt. Bezeichnet B (C,coskz-+ D, sink x) das i,-te 
Fejérsche Mittel der Fourier-Reihe der Funktion F(x) ,°) die in den Intervallen 
(k _ 3)? <se (x +5 3)9 rigs =t1,(kq@) ist, so hat das trigono- 


metrische Polynom 7°, (x an Se cosi x + b,sint x), wo a;= ej, b= e;’ fiir 


i=0 
jedes ¢ = A,, wenn 4, > [=] , sonst a; = C,, b, = D, die im zu beweisenden 
Satze behauptete Eigenschaft*). 
Aus Satz I folgt 
Satz Il. Sind die e reell und konvergiert die Reihe > (e,2+ ef”? ), 80 


n=1 
gibt es eine stetige Funktion mit der Fourier-Rethe > (a, cosna-+ 6 sinnz), 
fiir welche a,,= ex, bi, =e ist”). sate 
Beweis. Es sei d,,d,,...,d,,... eime monoton wachsende Zahlen- 
folge, fiir welche limd,=—oco und Px: (e,°+ e,°") konvergent ist. Die 


Funktion x(l Ea) 


3) T(x), wo fir das trigonometrische Polynom 
n=1 ‘ \d, ~ Gags 7 F 


*) Es gilt offenbar | y,|<C, wenn i,< [$]- 
5) Die Fourier-Koeffizienten yon F(x) lauten fiir i>1: 
sin ? tn sin pi te 


A,= — =) t,(ky)cosikg, B,=—— 3 1, (key) siniko. 
+‘ ke $+ =k=0 





*) Bezeichnet S, (x) das k-te Fejérsche Mittel von > (A, cos i z+ B,sin i x), so ist 
i=0 


(2logqg+1)C 


|T, (x) |<| 8, (x) |+ ie se 


(C = max | F(x)|). 

*) Durch Satz II ist eine von mir in einer friiheren Arbeit (Einige Satze und 
Fragestellungen tiber Fourier-Koeffizienten. Erscheint in der Math. Zeitschrift) ge- 
stelite Frage beantwortet. Siche auch die Berichtigung zu dieser Arbeit. 

















Satz iiber trigonometrische Polynome. 
T(x) = Slo, cos ¢ x -+- bj, sin ¢ 2) 
|7,(2)|<O[ 3? ef*-+et")]' 


fiir jedes reelle x und iy = e, dy, bay, =e, d; gilt, ist von der gewiinschten 
Beschaffenheit*). 


(Eingegangen am 22. 10. 1931.) 


Nachtrag’). 


Der oben bewiesene Satz la8t sich folgendermaBen verallgemeinern: 

Ist die Folge der positiven ganzen Zahlen i,>, 4,>,...,4,>... derart be- 
schaffen, daB in der Folge i,,= 21, ..., dan=2Ad,, .-+5 Ayg=A ty, afg=d,—A,..., 
hen = Amt Ans Bin =An—Am (n> m)... die Anzahl der gleichen Glieder unter einer von 
m und n unabhingigen endlichen Schranke, K bleibt*), so gibt es, wenn die Reihe 


D (ef*+ 2") — wo die « reelle Konstanten bedeuten -— konvergiert, eine stetige Funk- 
n=1 

tion mit der Fourier-Reihe > (a, cosnz+b,sinn x), fiir welche a, =e;, byt gilt. 
n=0 

2 

Beweis: Es sei q,, 9,, ---» J, --- eine konvexe Nullfolge, fir aD ete 

n=1 in 

konvergiert. Auf dieselbe Weise wie oben") ergibt sich auch jetzt eine Folge stiick- 

weise konstanter Funktionen 


F, (x) 2 (a,,0082+b,,8inmz), .. , F(x) = - S(a; 00s nz+ bi, sin nz), . 


8 +ei* 
fiir welche | F,,(x) |< cy ~— , wo C eine nur von K abhingige Konstante be- 


k=1 dn 
e’ 

deutet und a’, ,=a—, bf 
indy 


” 
: ligh= * (n<k) gilt. Nach einem bekannten Satze enthilt die 
is hoe 


Pa zx 
Funktionenfolge Jf (t) dt... J Fale) dt... eine gleichmaBig konvergente Teilfolge. Die 


Gre satanition nanos ist ‘nade das wT einer beschrankten Funktion, in deren Fourier- 
” 
Reihe Sa! cosnz+b/sinnz), a; = , =<" ist, Sao, cosn z+ b’sin nz) ist 


n=0 i,’ > i n= 


die Fourier-Reihe einer stetigen Funktion von der ielii Beschaffenheit. 





*) In Satz IL ist der bekannte Carlemansche Satz iiber den Konvergenz- 
exponenten der Fourier-Koeffizienten stetiger Funktionen, sowie auch dessen von 
Herrn T. H. Gronwall (On the Fourier coefficients of a continuous function. Amer. 
M.S. Bull. 27 (1921), 8.820—821) und von mir (loc. cit.*)) gegebene Verscharfung enthalten. 

*) Eingegangen am 19, 3. 1932. 

10) Diese Bedingung ist wesentlich allgemeiner als die, welcher die Exponenten 
oben unterworfen sind, es lassen sich dieselbe erfiillende 4-Folgen mit 4, = O (n*) angeben. 

4%) Hilfssatz I und demzufolge Hilfssatz 111 bleibt giiltig, wenn die 4 die allge- 
meinere Bedingung des hier bewiesenen Satzes erfiillen. 
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Chapitre L. 
Exposé des résultats. 


1. Rappel de quelques définitions et but de ce travail. 


Nous considérons les deux variables complexes x et y comme les 
coordonnées d’un point d’un espace 4 quatre dimensions réelles. 

Dans cet espace, un domaine cerclé ayant pour centre lorigine 
(a —=y=—=0) est, par définition, un domaine connexe qui contient l’origine 
& son intérieur, et qui admet les transformations 
(1) a’ =azele, yy’ = ye? (6 réel quelconque). 
J’ai montré*) que si le centre n’est pas un point de ramification pour le 
domaine, ce dernier est forcément univalent (schlicht). Dans tout ce qui 
suit, lorsque nous parlerons de domaines cerclés, il ne sera question que 
de domaines cerclés univalents ayant leur centre 4 lorigine. 

Un domaine connexe D, univalent ou non, est dit semé-cerclé*) s'il 
admet les transformations 
(2) a’=2z, y' =ye'® (6 réel quelconque), 


1) [d], théoréme I, p. 14. Les lettres entre crochets renvoient & la Bibliographie 
placée & la fin de cet article. 
*) Les domaines semi-cerclés portent aussi le nom de «domaines de Hartogs>. 
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et s'il existe des points, intérieurs & D, pour lesquels y est nul. L’ensemble 
de ces derniers points constitue le plan de symétrie de D; les points du 
plan de symétrie sont tous des centres: ils restent fixes dans la trans- 
formation (2). Contrairement & ce qui a lieu pour les domaines cerclés, 
un domaine semi-cerclé peut n’étre pas univalent, méme si aucun point 
du plan de symétrie n’est un point de ramification. J’ai d’ailleurs montré*) 
que tout domaine semi-cerclé D peut étre défini de la fagon suivante: 
on part d’un domaine quelconque d, univalent ou non, du plan de la 
variable x; & chaque point z, intérieur 4 d, on associe, dans le plan de 
la variable y, un domaine univalent 6(2) composé d’un cercle et de 
couronnes circulaires centrés 4 l’origine (y=) [le cercle ow les couronnes 
peuvent d’ailleurs faire défaut]. Les domaines 6(2z) doivent en outre satis- 
faire & la condition suivante: x, étant un point quelconque intérieur 4 d, 
et y, un point quelconque intérieur 4 6(z,), le point y, doit aussi appar- 
tenir & tous les domaines 6(2), pour tous les z suffisamment voisins de z,. 
Enfin, il doit exister au moins un domaine d(z) (et, par suite, une 
infinité) contenant le point y= 0 & son intérieur. Cela posé, l'ensemble 
des points x, y, o& x désigne un point intérieur ad, et y un point 
intérieur & 6(x), définit un domaine semi-cerclé D; le domaine d s’appelle 
la projection de D. 

Dans le cas od tous les domaines d(x) sont des cercles, le domaine 
semi-cerclé correspondant est dit complet. On démontre*) que toute fonction 
holomorphe dans un domaine semi-cerclé est aussi holomorphe dans le plus 
petit domaine semi-cerclé complet contenant D. 

Pour qu’un domaine soit 4 la fois cerclé et semi-cerclé, il faut et il 
suffit qu’il soit univalent, qu’il contienne l’origine 4 son intérieur, et qu'il 
admette les transformations 
(3) a’ =e, y'’=yeie (6, et 0, réels quelconques). 
Un tel domaine porte le nom de domaine de Reinhardt. L’origine est le 
centre du domaine. 

Ces définitions étant rappelées, posons le probléme suivant: 


Probléme fondamental. Un domaine connexe D étant donné dans 
Pespace (x, y), déterminer toutes les transformations analytiques biunivoques*) 


*) [d], Chapitre III, N° 3. 
*) Par «transformation analytique biunivoque» d’un domaine D en lui-méme, 
nous entendons une transformation 
w’=f(z,y), y’=g9(2,y), 


oi f(z, y) et g(x, y) désignent deux fonctions holomorphes dans D, et qui établit 
une correspondance biunivoque entre les points inéérieurs & D (on suppose que D est 
constitué uniquement de points & distance finie). 
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de D en lui-méme. En particulier, étudier la nature du groupe G constitué 
par ensemble de ces transformations; indiquer éventuellement le nombre 
de paramétres dont dépend G; indiquer les propriétés du sous-groupe con- 
stitué par les transformations de @ qui laissent fixe un point donné 0, 
intérieur & D; etc. 

Nous nous proposons, dans ce travail, de résoudre ce probléme pour 
tous les domaines cerclés ou semi-cerclés bornés. Les résultats qui seront 
établis plus loin ont été publiés sans démonstration dans deux Notes aux 
Comptes Rendus de l’Académie des Sciences de Paris ([f] et [g]). Le 
théoréme I de la Note [g] n’est pas exact (voir, plus loin, le théoréme V 
et la note *°)). 


2. Les transformations des domaines cerclés en eux-mémes. 


Rappelons d’abord quelques propositions connues. 

Théoréme (A).°) Si une transformation analytique laisse fixe l origine 
et établit une correspondance biunivoque entre deux domaines cerclés, dont 
Pun au moins est borné, cette transformation est nécessairement linéaire 


2’ =—az+by, ‘’=—a@’a2tb’y. 

Dans tout ce qui suit, nous dirons que deux domaines cerclés sont 
équivalents si on peut les transformer l'un dans autre par une trans- 
formation linéaire homogéne portant sur les variables complexes. 

Théoréme (B).*) Si un domaine cerclé borné D n'est équivalent 
a aucun domaine de Reinhardt, les seules transformations analytiques 
de D en lui-méme, qui laissent fixe le centre, sont les transformations 
(1) 2’=zele, y'=yel? (0 réel quelconque), 
éventuellement combinées avec un groupe de substitutions linéaires uni- 
modulaires en nombre fini. 

Le théoréme (A) s’applique en particulier aux domaines de Reinhardt 
bornés. On a le théoréme plus précis’): 

Théoréme (Abis). St un domaine de Reinhardt borné D n’a pas 
la forme 
(4) Alz|*+Bly|*<1 (A>0, B>0), 
toute transformation analytique qui laisse fixe Torigine et transforme D 


5) [d], théoréme VI, p. 30. Voir aussi [b] et [c]. 

*) [d], théoréme XXVIII, p. 86. 

*) [d], théoréme XXXIII. Le théoréme (A bis), ainsi que le théoréme (B bis), 
avaient été démontrés par K. Reinhardt [a] dans le cas des domaines de Reinhardt 
convexes. 
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en un domaine de Reinhardt 4 a nécessairement la forme 


2’ = @2, ‘=by 
ou la forme 
z’=ay, y’=bz. 

Nous dirons que deux domaines de Reinhardt sont éguivalents si on 
peut les transformer l’un dans l’autre par une transformation ayant l'une 
des deux formes précédentes. 

Théoréme (Bbis).*) Sé un domaine de Reinhardt borné D n’a pas 
la forme (4), les seules transformations analytiques de D en lui-méme, 
qui laissent fixe le centre, sont les transformations 


(3) a’=xei%, y'’=yet® (0, et 0, réels quelconques) 


éventuellement combinées avec une transformation de la forme 
z’=Ry, y'=5r (R>0). 


Relativement aux domaines de Reinhardt, Peter Thullen a récemment 
établi [e] une proposition qui résout complétement, pour ces domaines, 
le probléme fondamental posé 4 la fin du § 1. Voici le théoréme de 
P. Thullen: ’ 

Théoréme (C). Un domaine de Reinhardt borné D n’admet pas 
dautres transformations analytiques biunivoques en lui-méme que celles 
qui laissent fixe le centre*), sauf si D est équivalent a [un des domaines 
suivants 

1° jzj<1, |y|<1; 
|z|*+|y|"<1 («>0, @atlleurs quelconque). 

Le domaine 1° porte le nom de dicylindre; les transformations de ce 
domaine en lui-méme sont connues depuis longtemps; ce sont les suivantes 
z+t 


1+tx° 


y+ 


F a ie 
ad = 1+uy’ 








y’ = ei6. 
combinées avec 

a’=y, yg’ =2; 
6, et 0, désignent deux nombres réels quelconques, ¢ et u deux nombres 
complexes quelconques de modules inférieurs & un (¢ et @ désignent 
respectivement les quantités imaginaires conjuguées de ¢ et u). Les trans- 
formations préeédentes dépendent de six paramétres réels. 

Quant a la classe des domaines 2°, elle comprend l’hypersphére 


|z|?+ ]y|*<1, 


*) [d], théoréme XXIX, p. 86. 
*) Cf. théoréme (B bis). 
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qui correspond & « = 2, et. dont les transformations, bien connues, dépendent 
de huit paramétres réels. Si « + 2, les seules transformations du domaine 2° 


en lui-méme sont les suivantes 
1 


ity | 2-22 _]* 
ag vaste 


z+t 


x’ = e!6 —— 
l+tz 





(0, et 0, réels quelconques, |¢| < 1); 

elles dépendent de quatre paramétres réels; l’origine z= y=—'0 peut étre 
amenée en un point quelconque de la variété y = 0. 

Arrivons maintenant aux propositions nouvelles qui seront démontrées 
au Chapitre II de ce travail. 

Soit a un nombre réel quelconque compris entre zéro et un, et désignons 
par 4, le domaine cerclé constitué par |’ensemble des points z, y en lesquels 
sont simultanément vérifi¢es les trois inégalités suivantes 





<@. 


jzj<1, |y|<1, wy 


l—yz 

Géométriquement, 4, se compose des points z, y tels que la distance 
non-euclidienne de z et de y, dans le cercle unité, soit inférieure 4 un 
nombre donné. 

Cela posé, nous établirons les théorémes suivants. 

Théoréme I. Les seules transformations analytiques biunivoques d'un 
domaine cerclé borné D en lui-méme sont celles qui laissent fixe le centre*®), 
sauf si D est équivalent a un domaine de Reinhardt") ou a un do- 
maine A,. 





Théoréme II. Les transformations analytiques biunivoques d'un 
domaine A, (a +1) en lui-méme sont les suivantes 











x’ =x @i0 oti ; y’=ei® y+ 
1+tz l+ty 
et 
+t ’ ig ett A 
a’ = OFT oy’ = ie S— (0 réel, |) <1). 
l+ty l+étz 


Ces transformations dépendent de trois paramétres réels; l’origine 
(e=y=0) peut étre amenée en un point quelconque de la variété 
y =z (|z|< 1). Ces transformations, remarquons-le, ne dépendent pas de 
la valeur de a; elles conservent chacun des domaines A,, et aussi le 
dicylindre 

|x| < 1, ly | < 1, 
qui correspondrait au cas oi a= 1. 
©) Of. théoréme (B). 
18) Cf. théoréme (C). 








nt 
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Théoréme III. Deux domaines 4, et 4, (a +b) ne peuvent pas éire 
mis en correspondance analytique biunivoque. 

Théoréme IV. Tous les domaines 4, sont des domaines dholomorphie; 
autrement dit, on peut, 4 chaque domaine 4,, associer une fonction f(z, y) 
qui soit holomorphe dans 4, et ne soit holomorphe en aucun point 
frontiére de 4,. 


3. Les transformations des domaines semi-cerclés en eux-mémes. 


Rappelons quelques propositions connues. 

1°**) Soient D un domaine semi-cerclé borné, et O un point de son 
plan de symétrie. Toute transformation analytique qui établit une corres- 
pondance biunivoque entre D et un domaine semi-cerclé D’, dans laquelle 
le point O correspond & un point du plan de symétrie de D’, a nécessairement 


la forme 
(5) X=f(z), Y=yg(z), 


f(x) et g(x) étant des fonctions holomorphes dans le domaine d, projection 
de D, et g(z) ne s’annulant pas dans d. Pourtant, ce théoréme peut étre 
en défaut dans le cas ot l’on peut transformer D en un domaine de 
Reinhardt 4, le point O venant au centre de 4. 

2°28) Soient D un domaine semi-cerclé borné, et O un point de son 
plan de symétrie. Si D est en correspondance analytique biunivoque avec 
un domaine de Reinhardt D’ qui n’a pas la forme 


(4) Alz|*+Bly|*<1 (A>0, B>0), 


et si le point O correspond au centre de D’ dans la transformation, alors 
cette transformation a la forme (5) ou la forme 


‘=f(z), «'=yg(z). 
Or, dans ce dernier cas, la transformation 
b — y’, y’ inns a’ 

transforme D’ en un autre domaine de Reinhardt 4’, et la correspondance 
entre D et 4’ a encore la forme (5). 

Cela posé, convenons de dire que deux domaines semi-cerclés sont 
équivalents si on peut les transformer l'un dans l’autre par une trans- 
formation de la forme (5). Des propositions précédentes résulte alors le 


théoréme suivant: 


12) [d], théoréme XXXII, p. 90. 
18) [d], théoréme XXXII, p. 91. 
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Théoréme (D). Si un domaine semi-cerclé borné D n'est équivalent 
a aucun domaine de Reinhardt, toute transformation analytique de D en 
un domaine semi-cerclé D’, dans laquelle un certain point O du plan 
de symétrie de D vient en un certain point O' du plan de symétrie de D’, 
a nécessairement la forme (5). 


Soit maintenant 4 s’affranchir de hypothése suivant laquelle un certain 
point O du plan de symétrie de D correspond 4 un certain point O’ du 
plan de symétrie de D’. Bornons-nous, pour le moment, 4 la recherche 
des transformations analytiques biunivoques d’un domaine semi-cerclé borné 
D en lui-méme. Nous pouvons laisser de cété Je cas of D est équivaient 
& un domaine de Reinhardt borné 4, car, dans ce cas, il suffit de chercher 
les transformations de 4 en lui-méme; or c’est la un probléme que nous 
savons résoudre (théorémes (B bis) et (C)). 

Il y a un autre cas que nous pouvons laisser de cdté: c’est celui ow 
le plus petit domaine semi-cerclé maximum**) D’ contenant le domaine 
semi-cerclé envisagé D est équivalent a un domaine de Reinhardt borné 4’. 
En effet, toute transformation analytique biunivoque de D en lui-méme 
est aussi une transformation analytique biunivoque de D’ en lui-méme (la 
réciproque peut n’étre pas exacte); quant 4 la recherche des transformations 
de D’ en lui-méme, elle se raméne 4 celle des transformations de 4’ en 
lui-méme. Or c’est lA un probléme que l’on sait résoudre. 


Convenons alors d’appeler domaine semi-cerclé général tout domaine 
semi-cerclé D tel que le plus petit domaine semi-cerclé maximum conte- 
nant D ne soit équivalent 4 aucun domaine de Reinhardt. 

Nous démontrerons au Chapitre III la proposition suivante: 

Théoréme V*). Soit D un domaine semi-cerclé général borné. 
Toutes les transformations analytiques biunivogues de D en lui-méme 
ont la forme 


a’=f(z), y’=yg(z), 
sauf dans les trois cas suivants: 
1° D est équivalent a un dicylindre généralisé; 
2° D est équivalent ad un domaine 





(6) r<i-l¥" <u (a>0, M fini on infini); 


|=|* 


4) En ce qui concerne cette notion et la propriété utilisée deux lignes plus 
loin, voir [d], chapitre V. Rappelons ici que tout domaine semi-cerclé maximum est 
complet. 

1%) Le présent théoréme a énoncé dans la Note 'g} sous une forme incomplete, 
qui le rend inexact. 
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3° D est équivalent d un domaine 
2-2 


(6’) 1<(1—|y|*)e' <M (M fini ou infini). 


Donnons quelques explications sur chacun de ces trois cas. 

Premier cas. J’appelle dicylindre généralisé un domaine 4 constitué 
par l'ensemble des points z, y pour lesquels z est intérieur 4 un domaine 
borné 6, non simpiement connexe, du plan de la variable z, et y est in- 
térieur au cercle |y|<1. On connait’*) toutes les transformations d’un 
tel domaine en lui-méme; ce sont les suivantes 

’ ta gio YtE 
2’ = f(z), eno (6 réel, |¢| <1), 
oi z’= f(x) désigne la transformation la plus générale du domaine 6 en 
lui-méme. 

Deuxiéme cas. La projection du domaine (6) est le cercle |x| <1 
privé de son centre =0. Le plus petit domaine semi-cerclé complet 
contenant (6) est le domaine 


|z|*+|y|?<1 
privé de la variété x = 0; c’est d’ailleurs le plus petit domaine semi-cerclé 
maximum contenant le domaine (6). Donc toute transformation du do- 
maine (6) en lui-méme est une transformation du domaine 


|jz|*+ly|*<1 
en lui-méme, qui laisse invariante la variété = 0. On en déduit les trans- 
formations du domaine (6) en lui-méme 
1 


’ 1-es |* ce, ytt . 
z’= iOe[t—tt | : ’ = e's — 6 et 6 réels, t Poe | . 
Last. . ety O% alain 





Troisiéme cas. Le domaine (6’) est équivalent au domaine de re- 
couvrement du domaine (6), correspondant 4 la méme valeur de ¥; il 


suffit en effet de poser 
~8z 


=e *, y=JY 


pour que le domaine (6) devienne 
x-X 


1<(1-—|¥|*)e * <M. 


16) On trouve facilement ces transformations en considérant le domaine 4’, 
défini en associant au cercle | y|<1, au lieu du domaine 4, le domaine de recouvre- 
ment simplement connexe 3’ de 3 (universelle Uberlagerwngsfliche). A chaque trans- 
formation biunivoque de 4 en lui-méme correspond une transformation biunivoque 
de A’ en lui-méme, et méme une infinité. 
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Mais & un point du premier domaine correspondent une infinité de points 
du second. Remarquons que, pour une valeur donnée de M, les différents 
domaines (6) correspondant aux différentes valeurs de « ne sont pas équi- 
valents entre eux; mais leurs domaines de recouvrement sont tous équi- 
valents entre eux. 

Faisons encore la remarque suivante: le domaine de recouvrement 
simplement connexe (universelle Uberlagerungsflache) d’un dicylindre gé- 
néralisé est équivalent au dicylindre ordinaire 


|jzj<i, |y|<1. 


Par conséquent, si un domaine semi-cerclé D rentre dans l'une quelconque 
des trois catégories exceptionnelles, on peut établir une correspondance de 
la forme 
X=f(z), Y=yg(z) 
entre D et un domaine 4, de Vespace (X, Y), qui admet les transformations 
X’=Xei%, Y'=—Yei® (6, et 0, réels quelconques); 


seulement, la correspondance X = f(z) entre les projections de D et 4 
n'est pas forcément biunivoque. 

Il reste & étudier les transformations analytiques biunivoques d’un 
domaine semi-cerclé général borné D, dans le cas ot D n’appartient 4 
aucune des trois catégories exceptionnelles. Ces transformations ont toutes 
la forme (5) (théoréme V). Les transformations x’ = f(z) correspondantes 
sont des transformations biunivoques du domaine d (projection de D) en lui- 
méme; elles forment un groupe g. Nous démontrerons les théorémes suivants: 

Théoréme VI. Le groupe g est proprement discontinu, ou continu 
a un paramétre. Par suite, les transformations de D en lui-méme dépen- 
dent de un ou deux paramétres (réels). 

Théoréme VII. Lorsque le growpe g dépend dun paramétre, on peut 
transformer D en un domaine semi-cerclé équivalent D’, de facon que les 
transformations de D' en lui-méme aient la forme 

z’=(z), y’=yer?. 

Il est aisé de se rendre compte de la forme du domaine D’. Sa pro- 
jection d@’ est doublement ou simplement connexe, puisqu’elle est invariante 
par des transformations dépendant d’un paramétre. On peut donc supposer, 
en effectuant au besoin une représentation conforme, que d’ est soit une 
couronne circulaire centrée 4 l’origine, soit le cercle |x| <1. 

Dans le cas of d’ est une couronne circulaire centrée & lorigine, les 
transformations z’= (zx) sont les suivantes: 


x’ = ret% (0, réel quelconque) 
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éventuellement combinées avec une transformation de la forme 
x=; 

xz 


le domaine D’ admet donc les transformations 


a’=rei'o%, y’=yeit 
éventuellement combinées avec 
, k , 
z= a ; y = y > 


on en déduit aisément la forme de D’. 

Dans le cas oi d’ est le cercle |x| <1, les transformations x’ = p(x) 
sont: ou bien les substitutions paraboliques admettant un point double 
donné: ou. bien les substitutions hyperboliques admettant deux points 
doubles donnés, éventuellement combinées avec une substitution échangeant 
ces deux points doubles***). Dans le premier cas, la domaine 6 (a) associé *’) 
& chaque point 2 du cercle fondamental |z|<1 est le méme pour tous 
les points de chaque circonférence tangente au point double au cercle fon- 
damental; dans le second cas, le domaine 6(2) est le méme pour tous les 
points de chaque arc de circonférence joignant les deux points doubles. 

En résumé, le domaine semi-cerclé D’ est d’un type particulier, par- 
faitement défini par ce qui précéde. Si un domaine semi-cerclé général 
borné D n'est équivalent a aucun domaine de ce type particulier, et s'il 
nest équivalent a aucun dicylindre généralisé, alors le groupe g, relatif 
a ce domaine D, est proprement discontinu. 

On peut, en définitive, considérer que le probléme fondamental (fin 
du § 1) est résolu pour les domaines semi-cerclés bornés. 


4. Les transformations des domaines cerclés et semi-cerelés bornés 
les uns dans les autres. 


Occupons-nous d’abord de la correspondance entre deux domaines 


cerclés. 


Théoréme VIII. Soit D un domaine cerclé borné qui n’est équivalent 
a aucun domaine 4, (0<a<1) ni a aucun domaine 


|z|?-+|y|*<1 («> 0). 


168) Le cas des substitutions elliptiques ne peut pas se présenter, sinon le 
domaine 4, plus petit domaine semi-cercl6é maximum contenant D, admettrait des 
transformations laissant fixe un point de son plan de symétrie et dépendant au moins 
de deux paramétres; 4 serait alors équivalent & un domaine de Reinhardt borné 
(cf. note *)), ce qui est contraire & ’hypothése. 

**) Voir, au § 1, le mode de définition des domaines semi-cerclés. 
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Si D est en correspondance analytique avec un autre domaine cerclé D’, 
les centres se correspondent; la transformation envisagée est donc linéaire 
et homogene. 

En effet, soit O, le point de D qui correspond au centre O’ de D’. 
Aux transformations 

X’=Xei®, Y’=Yeie 
de D’ en lui-méme correspondent des transformations de D en lui-méme, 
et le point O, est le seul point de D qui reste fixe dans ces transforma- 
tions. D’aprés le théoréme (C) et le théoréme I, le point O, se confond 
nécessairement avec le centre O du domaine D. C. Q. F. D. 

Théoréme IX. Soit D un domaine cerclé borné qui est équivalent 

a un domaine 4, (0<a<1) ow a un domaine 

|2|*+|y|*<1 («> 0). 
Si D est en correspondance analytique avec un domaine cerclé D’, il 
existe une transformation de D en lui-méme, amenant au centre O de D 
le point O,, homologue du centre O' de D' dans la correspondance en- 
visagée. 

Examinons d’abord le cas ot l'un au moins des domaines D et D’ 
n’est équivalent 4 aucun domaine de Reinhardt; supposons par exemple 
que ce soit D. Alors D est équivalent 4 un domaine 4, (0 < a< 1); on 
peut supposer que D est effectivement un domaine 4,. L’examen des 
transformations de 4, en lui-méme montre qu’il existe une transformation 
et une seule, distincte de la transformation identique, qui laisse fixe un 
point donné z,, y, de 4,, dans le cas oi xz + y,; cest la transformation 

z’=S(y), y'=S(z), 
S désignant la substitution homographique (unique) qui conserve le cercle- 
unité et échange z, et y,. Cela posé, soit O, le point de D qui correspond 
au centre O’ de D’ dans la transformation envisagée. D’aprés ce qui pré- 
céde, O, appartient nécessairement 4 la variété x = y; il existe donc une 
transformation de D en lui-méme, dans laquelle le point O, vient au 
centre O. C.Q.F.D. 

Examinons maintenant le cas oi D et D’ sont équivalents 4 des do- 
maines de Reinhardt. Ou bien D est équivalent 4 un dicylindre ou a une 
hypersphére, ou bien D est équivalent 4 un domaine 


|2|?+|y|"<1 (@>0, « +2). 
Dans le premier cas, le théoréme 4 démontrer est évident. Dans le second 
cas, on peut supposer que D a effectivement la forme 


lz|*+|y9|*<1; 
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or, parmi les transformations d’un tel domaine en lui-méme, celles qui 
laissent fixe un point 2, ¥) (¥ +0) dépendent d’un seul paramétre; donc 
le point O, de D, homologue du centre 0’ de D’, appartient & la variété 
y= 0; il existe, par suite, une transformation de D en lui-méme, dans la- 
quelle le point O, vient au centre O. C.Q.F.D. 


Corollaire. Si deux domaines cerclés bornés sont en correspondance 
analytique, ils sont équivalents (conséquence immédiate des théorémes VIII 
et IX). En particulier, s¢ un domaine cerclé borné n'est équivalent a aucun 
domaine de Reinhardt, il ne peut se représenter sur aucun domaine de 
Reinhardt. 


Passons maintenant 4 la correspondance entre un domaine cerclé borné 


s 


et un domaine semi-cerclé. 


Théoréme X. St un domaine cerclé borné D est en correspondance 
analytique avec un domaine semt-cerclé D’, il est équivalent 4 un domaine 
de Reinhardt. 


Ce théoréme a déja été établi**) dans le cas ot le centre O du do- 
maine D correspond 4 un point du plan de symétrie de D’. Dans le cas 
contraire, aux transformations 


xX’=X, Y'’=Yei® 


du domaine D’ en lui-méme, correspondent des transformations de D en 
lui-méme, dans lesquelles le centre n’est pas fixe, et qui laissent fixes tous 
les points d’une variété & deux dimensions réelles. Si D n’était équivalent 
& aucun domaine de Reinhardt, il serait équivalent 4 un domaine 4, 
(théoréme I). Or, dans toute transformation de 4, en lui-méme, il existe 
au plus une ligne (& wne dimension) de points fixes, comme on s’en assure 
facilement. Nous arrivons ainsi & une contradiction, et le théoréme X est 
démontré. 

Il nous reste maintenant 4 rechercher a quelles conditions un domaine 
semi-cerclé peut se représenter sur un domaine de Reinhardt borné. Le 
théoréme X conduit au résultat suivant: 


Théoréme XI. Si un domaine semi-cerclé borné n'est équivalent 
a aucun domaine de Reinhardt, il ne peut se représenter sur aucun do- 
maine de Reinhardt. 


Etudions enfin le cas de deux domaines semi-cerclés D et A qui sont 
en correspondance analytique, en supposant que ces domaines soient géné- 
raux (cf §3) et que Pun d’eux au moins soit borné. 


1) [d], théoréme XIII, p. 45. Voir aussi [c]. 
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Admettons que la correspondance entre D et 4 n’ait pas la forme 


(5) X=f(z), Y=yg(z), 

et envisageons la famille (F) des transformations de D en lui-méme, qui 
correspondent aux transformations 

(F’) x’=X, Y=Je' 

de A en lui-méme. Je dis que, dans D, la variété y= 0 ne se transforme 
pas en elle-méme par toutes les transformations de (F). Supposons en effet 
que cette variété soit invariante par (F); alors la variété correspondante 
de A serait invariante par (F’); ce serait donc une variété X =a. Or, 
soient D’ et 4’ les plus petits domaines semi-cerclés maxima contenant 
respectivement D et 4. La correspondance envisagée entre D et 4 est 
aussi une correspondance entre D’ et 4’; au point X=a, Y=0O du do- 
maine 4’ elle fait correspondre un point de D’ pour lequel y= 0. Mais 
alors, d’aprés le théoréme (D), la correspondance envisagée a la forme (5). 
Or nous avons fait ’hypothése contraire. 

Il est donc établi que, si la correspondance entre D et 4 n’a pas la 
forme (5), la variété y= 0 n’est pas invariante par toutes les transforma- 
tions de D en lui-méme. Le domaine D appartient donc a l'une des trois 
catégories définies au théoréme V; de méme 4. Or il est clair que deux 
domaines appartenant 4 ces catégories exceptionnelles ne peuvent étre mis 
en correspondance analytique que s’ils sont équivalents. D’oi le théoréme: 

Théoréme XII. Si deux domaines semi-cerclés généraux, dont Tun 
au moins est borné, sont en correspondance analytique, ils sont équivalents. 
En outre, la correspondance envisagée a nécessairement la forme 


X=f(z), Y=yg(z), 


sauf peut-étre dans le cas ow les domaines appartiennent a l'une des trois 
catégories exceptionnelles définies au théoréme V. 





Chapitre II. 
Les transformations des domaines cerclés. 
5. Principe de la démonstration du théoréme I. 


Soit D un domaine cerclé borné qui ne soit équivalent 4 aucun do- 
maine de Reinhardt. Supposons qu'il existe une transformation S analy- 
tique biunivoque de D en lui-méme, dans laquelle le centre n’est pas fixe. 
Nous voulons montrer que D est équivalent 4 un domaine 4,. 

Le domaine D admet la transformation infinitésimale 


i ee 
(7) A=itzi +tyz, 
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qui engendre les transformations**) 


(1) z’=azele, y’=yel® (6 réel). 


D admet aussi une transformation infinitésimale 
af af 
(8) B= (2, y)L+n(2, yl, 


obtenue en transformant par S la transformation (7). Les transformations 
engendrées pat (8) laissent fixe le point transformé du centre par S, et 
ne laissent fixe aucun autre point de D; elles ne laissent donc pas fixe le 
centre z= y = 0, et, par suite, §(0,0) et 4(0,0) ne sont pas nuls tous 
les deux. 

Cela posé, le groupe G de toutes les transformations de D en lui- 
méme (nous ne savons pas encore si G est un groupe de Lie) doit con- 
tenir le plus petit groupe de Lie I’ contenant les transformations (7) et (8). 
Cela suffit & déterminer effectivement le groupe I, bien que la transfor- 
mation (8) ait une forme inconnue a priori. En effet, I” ne peut pas étre 
un groupe quelconque, car: 

1° I n’admet pas dautre transformation infinitésimale laissant fixe 
Porigine que la transformation (7) (cf. théoréme (B), Chapitre I}; 

2° I’ laisse invariant un domaine borné contenant Vorigine (a savoir 
le domaine D envisagé). 

Nous allons voir que ces deux conditions permettent de déterminer 
tous les groupes I” possibles; nous montrerons qu’ils se raménent, en effec- 
tuant une substitution linéaire convenable sur x et y, 4 l'un ou lautre 
des deux groupes suivants 


-. e+e 1—té 
Pie 2’ = ev, ‘— gid a} 
(T) l+tz y Ytisy 
if a’ an gt 2! ra gio YTE 0 réel, |t| <1). 
(T,) 7 ai ( |t|<1) 


Pour achever la démonstration du théoréme I, il restera 4 chercher 
les domaines bornés invariants par chacun de ces deux groupes. Nous 
verrons que les seuls domaines bornés invariants par I, sont les domaines 
de Reinhardt suivants 


ja|°+kly|<1 (k>0); 


19) Tl est & peine besoin de rappeler que chaque transformation infinitésimale 
est considérée ici comme engendrant une famille de transformations finies dépendant 
af, y2t 


d’un paramétre réel. Par exemple, la transformation (7) et la transformation x a iy 


sont regardées comme différentes. 
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quant aux domaines bornés invariants par I',, ce sont précisément les do- 


maines 4,, et en outre le dicylindre 


jzj|<1, |y|<1. 


En somme, notre méthode consiste 4 déterminer a priori un sous- 
groupe I” du groupe de toutes les transformations du domaine cerclé D 
considéré, puis 4 déduire, de la connaissance de I’, la forme du domaine D. 


6. Démonstration du théoréme I. 


Soit & déterminer le groupe I, plus petit groupe de Lie contenant 
les transformations (7) et (8), et satisfaisant en outre aux conditions 1° 
et 2° du paragraphe précédent **). 

Puisque la transformation (8) est transformée de (7) par S, et que 8 
est une transformation analytique partout réguliére dans D, les fonctions 
&(x, y) et n(x, y), qui figurent dans (8), sont holomorphes dans D. En 
vertu d’un théoréme connu**), elles sont développables dans D en séries 
uniformément convergentes de polynomes homogénes 


e(2,9) = 58,(z,9), 


n(x, y) = 21 (2 y), 


&, et 7, désignant des polynomes homogénes en x et y de degré n. D’aprés 
ce qu’on a vu plus haut, les constantes é, et 7, ne sont pas nulles toutes 
les deux. 
Lemme 1. Que D soit ou ne soit pas équivalent ad un domaine de 
Reinhardt, on a 
&,(2,y) =,(%,y)=0 pour n>2, 
et la transformation 


r of 


0 
eset a5 


tay 
est une transformation infinstésimale de D en iui-méme. 


En effet, formons le crochet des transformations (7) et (8), crochet 
qui appartient aussi au groupe I. On trouve 


2 =f F(m—1)e) F465 F (mn —1)9,) 2; 
B,~(4,B) if Sin — ne) + 6{ Senda} 


dy 
de méme 
B B fs ts lef_f $ 2 lef 
1=[4,B)=—{ 3 (n—1)*3,} 0 —{ 3 (n— 1)? nh 


°°) La détermination de I est due & M.E. Cartan, qui m’a aidé de ses conseils 
dans la résolution du présent probléme. 
®t) [d}, théoréme II, p. 14. 
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La transformation 


B+ B,——{ Sn(n—2)6,\ 7 — { 3 n(n—2)2,) 


fait aussi partie du groupe I. Or elle engendre des transformations laissant 

fixe lorigine. Ces, transformations sont donc linéaires (théoréme A); donc 

of 
et 


les coefficients de af dans B+ B, sont homogénes et du premier 


degré. On en déauit omnia le lemme. C. Q. F. D. 
Corollaire. La transformation 


C= (+ &)s£4 (m+ na) 54 


fait partie du groupe des transformations de D en lui-méme. Lorsque D 
n’est équivalent & aucun domaine de Reinhardt, C fait partie du groupe J" 
défini plus haut. 

Lemme 2. Dans le cas oi D n'est équivalent a aucun domaine de 
Reinhardt, on peut effectuer une substitution linéaire homogéne sur x et y, 
de facon que la transformation C précédente prenne (ad un facteur réel 
constant prés) Pune des deux ey suivantes 


(I) (1—2*)Sl_ aay Zl, 


2\of . / 2\¢f 
(II) (l—z ee + (1—9*)55- 
En effet, on a 
. "7 
C,=[4, 0] = i(— 85+ &)2f + 6(— m+) 225 
dautre part, on a 
[A, C,]= —C. 


En outre, la transformation 
~ Ss 4 yy ts) of 4 5 (g, 2m 2 yy 20) EL 
d=; (0, OC) = (655 y No3y) aa t xz WW 9y oy 
laisse fixe lorigine; elle doit donc étre esis a A & un facteur réel 
constant prés; d’ot les identités 





r OF 


é 
Sos- + "0G 
(9) oz 


oN . ee 
£ + =2yuy 


g 
Fy = 2Ht 


(mu reel). 


Réciproquement, supposons les identités (9) satisfaites. Alors le crochet 
de deux quelconques des trois transformations A, C, C, est égal a la troi- 
siéme (a un facteur réel constant prés). Donec les transformations A, C 
et C, engendrent un groupe 4 trois paramétres, qui n’est autre que le 
groupe I” cherché. 


86* 
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Nous sommes ainsi ramenés a déterminer £,, ,, &,, N_ de fagon que 
les identités (9) soient satisfaites. 

Or on peut, en efiectuant une substitution linéaire et homogéne sur 
x et y (ce qui transforme le domaine D en un domaine qui est encore 
cerclé, et que nous appellerons encore D), se ramener au cas ol », = 0. 
On a alors &,+0. En changeant au besoin xz en kz, k étant une con- 
stante complexe, on peut se ramener au cas ol &£,—1. Les identités (9) 
donnent alors immédiatement la forme que doit avoir la transformation C 


; ' 2\¢ ' \3 
O=(1+ma*+ay*) f+ (Quay + by?) 2; 
» est une constante réelle, a et b sont des constantes réelles ou complexes. 


Mais u« et 6b ne sont pas nuls tous deux. Sinon C engendrerait 
y=y, 2=2+u(l+ay’), 
u étant un paramétre réel; or il n’existe aucun domaine borné invariant 
par ces transformations. 

m et b n’étant pas nuls tous deux, on vérifie sans peine qu’on peut 
effectuer sur x et y une substitution linéaire homogéne, de facon 4 annuler a. 
Supposons donc a = 0. 

Je dis que «+0. Sinon la transformation C engendrerait des trans- 
formations pour lesquelles on aurait 

2’=2+u (u réel quelconque); 
or aucun domaine borné ne peut admettre de telles transformations. 

Il est done prouvé que « n’est pas nul. En multipliant 2 et le para- 
métre réel w par un méme facteur réel et constant, on peut se ramener 
& Pun des deux cas suivants 

w=1, ou wp=-l. 


Je dis que le cas 1 =1 ne peut pas se présenter. En effet, la trans- 
formation C correspondante s’obtiendrait en intégrant le systéme 
ae) ne dy’ go ree 2 
q-=\i+¢ ’ Fa 2 e' y+ by 9 
et en prenant la solution qui, pour w=0, se réduit 4 2’=2, y’=y. 


On trouve ainsi 
x’—i Qin T—1 
=e 
xz +t 





x+i’ 
si on fait x= 0, x’ prend toutes les valeurs réelles quand le paramétre 
réel u varie. Il n’existe donc aucun domaine borné qui contienne l’origine 
et admette la transformation C. 

Il reste donc seulement 4 envisager le cas ob « = —1. Sib=O, la 
transformation C a la forme (I) écrite plus haut. Si b+ 0, on peut, en 




















Transformations des domaines cerclés et semi-cerclés. 


557 


multipliant y par une constante complexe convenable, se ramener au cas 
ot 6=1; si lon pose alors 
z=X, z-y=Y!, 
la transformation C se trouve ramenée a la forme 
a—x)Fe+a—7se. 
Le lemme 2 est donc établi. 

Nous devons maintenant étudier successivement les cas (I) et (II). 
Supposons d’abord que C ait la forme (I); on trouve facilement le groupe I’, 
correspondant 

1—¢t¢t 
(1+¢zx)* 
Cherchons les domaines bornés qui contiennent l’origine et sont invariants 
par I’,. D’abord, |x| doit étre inférieur 4 un dans un tel domaine. En- 
suite, les transformés de l’origine z = y = 0 sont les points suivants 


2’ =e,’ = ef Oy (0 réel, |t| <1). 


|jzj<1, y=0; 
tous ces points seront intérieurs au domaine. Enfin, soit 2, y, un point 
queleonque du domaine (|2,{<1, y, +0); il existe une transformation 
de I, qui améne z,, y, en un point pour lequel on a 

z=0, y=Y, (Y, + 0); 
or les transformés de ce point sont les suivants 

a=tet®, y= Y,e'?(1 — tt); 
on trouve ainsi tous les points pour lesquels on a 
lz}<1, |yl/=|¥%|(—|2/). 

De tout cela, il résulte que tout domaine borné qui contient l’origine et 
est invariant par le groupe I’, a la forme 

jz[P?+kly|<1 (k > 0). 

Passons au cas ov la transformation C a la forme (II). Le groupe I’, 

correspondant est 
(10) gn GSO STE’ ae gto ETE (@ réel, |t|/< 1). 

l+éz l+ty 
Pour déterminer les domaines bornés qui contiennent lorigine et sont 
invariants par I, on procéde comme on vient de le faire pour I,. On 
trouve, outre le dicylindre 

|al<1, |y|<1, 


les domaines 4,. La démonstration du théoréme I est donc achevée. 
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7. Recherche des transformations ues domaines A, . 


Montrons que les transformations analytiques biunivoques d’un domaine 
4, (a+1) en lui-méme sobtiennent toutes en combinant les transfor- 


mations (10) (groupe I,) avec la transformation 
2’=y, y’=2. 


Nous aurons alors établi le théoréme II (§ 2). 

Lemme 3. Un domaine 4, (a +1) n'est équivalent 4 aucun domaine 
de Reinhardt. 

En effet, si 4, était équivalent & un domaine de Reinhardt, alors, 
d’aprés le théoréme (C), 4, serait équivalent & un dicylindre, ou a une 
hypersphére, ou & un domaine de la forme 


(11) |xf+l|yf<1 (a@>0, « +2). 


Or la frontiére de 4, posséde une ligne singuliére & une dimension réelle 
(la ligne z=y, |x|=—1); 4, n’est donc équivalent ni 4 un dicylindre 
(dont la frontiére posséde une ligne singuliére & deux dimensions), ni a 
une hypersphére. Par suite, la domaine 4, serait équivalent & un domaine 
de la forme (11); une transformation linéaire convenable 


z=AX+BY, x =A X+B’'Y 
ferait donc correspondre aux transformations (10) un sous-groupe du groupe 


1 
Xu y’=eny[ 1-ui Je 
14+aX (l+aXys 


XxX’ =e'” 





des transformations du domaine (11) en lui-méme. On vérifie sans peine 
que c’est impossible. C.Q.F.D. 

Lemme 4. Toute transformation infinitésimale de A, (a+ 1) en 
lui-méme est une transformation injinitésimale du groupe I’, défini 
plus haut. 

Soit en effet 


of 


of 
es Sy 


une transformation infinitésimale de 4, en lui-méme. Nous avons vu 
(lemme 1) qu’elle a la forme 4A+ B (A réel), avec 

a we 

A=i 2 +¢ Y>y ‘ 


B= (E548) 25 + (no +m) 26. 
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Appelons toujours C et C, les deux transformations infinitésimales qui, 
avec A, engendrent le groupe I,: 


o=a—a2f 4 1—y Zl, 
0, =i(1 +a Zl + satys) tf. 
Pour démontrer le lemme, il suffit de faire voir que l’on a 
(12) B=u0+4,0,, 
pw et uw, étant réels. Or on a 
B, = (A, B] =i(—& + &) 36 + 6(—ny + 0,) SE. 


On constate d’autre part que les transformations [C,B] et [C, B,] 
laissent fixe lorigine; puisque 4, n’est équivalent & aucun domaine de 
Reinhardt, elles doivent étre identiques 4 A, & un facteur réel constant 
prés. En écrivant cette condition, on trouve 


B=(8+a2) 36 +(n+ by") 20, 

avec 
PPh 9g (4 et wu, réels) 
’ . 


&,—a=n,—b=2yu 
On en déduit aussitét la relation (12). C.Q.F.D. 


Lemme 5. St un domaine A, (de espace x, y) est en correspondance 
analytique avec un domaine 4, (de lespace X, Y), les variétés x= y et 
X= Y se correspondent dans la transformation. 

En effet, au groupe 
(10’) Wages Y’ mgt 2+! 

1+¢X 1+¢Y 

de transformations du domaine 4, en lui-méme, correspond, au moyen de 
la transformation de A, en 4, envisagée, un groupe de transformations 
de 4, en lui-méme. Ce dernier groupe dépend de trois paramétres et est 
engendré par des transformations infinitésimales; en vertu du lemme 4, 
cest le groupe I, lui-méme. Or la variété X= Y est la seule variété a 
deux dimensions (réelles) invariante par (10’); de méme, la variété z = y 
est la seule variété 4 deux dimensions invariante par ,. Ces deux variétés 
doivent donc se correspondre. C.Q.F.D. 

Corollaire. Si une transformation S établit une correspondance ana- 
lytique entre un domaine 4, et un domaine 4,, S peut étre considérée 
comme le produit d’une certaine transformation du groupe I, par une 
transformation 7' de 4, en A,, telle que les centres se correspondent dans 7. 
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Cherchons maintenant la forme d’une telle transformation 7’. 


Lemme 6. Toute transformation analytique dun domaine 4, en un 
domaine A,, dans laquelle les centres se correspondent, a la forme 


X=zee, Y=ye'®, 
ou la forme 
X=ye, Y=-zele, 


En particulier, les domaines A, et A, sont forcément identiques. 

Lin effet, la transformation considérée est linéaire [théoréme (A)]; elle 
s'applique donc & tout espace. D’autre part, elle transforme les trans- 
formations (10) du groupe I’, en les transformations (10’); elle transforme 
donc le plus grand domaine borné invariant par (10), dans le plus grand 
domaine borné invariant par (10’). Or ces domaines sont respectivement 
les dicylindres 

jzj<1, |y|<1 
et 
|X|<1, |Y¥|<1. 
La transformation considérée a donc la forme 


X=zes, Y=yete 
ou la forme 
X=ye's, Y=zreth, 
Mais, pour qu’une telle transformation convienne, il faut évidemment que 
Yon ait 6,=6,. C.Q.F.D. 
Le corollaire du lemme 5, joint au lemme 6, entraine aussitét les 
théorémes IT et ITI (§ 2). 


8. Tout domaine 4, est un domaine d’holomorphie. 


Rappelons la proposition suivante’*): «A chaque domaine cerclé 
borné A est associé un domaine cerclé borné D, contenant 4 et jouissant 
des propriétés suivantes: 1° D est un domaine d’holomorphie (autrement 
dit, il existe une fonction qui est holomorphe dans D et n’est holomorphe 
en aucun point frontiére de D); 2° toute fonction holomorphe dans 4 est 
aussi holomorphe dans D; 3° toute transformation analytique biunivoque 
de 4 en lui-méme est aussi une transformation analytique biunivoque de 
D en lui-méme.» 

Appliquons cette proposition 4 un domaine 4,; soit D, le domaine 
associé. Pour montrer le théoréme IV (§ 2), il suffit de faire voir que D, 
est identique 4 4,. 





**) [d], Chapitre V, théorémes XXXVII et XLII. 


















Transformations des domaines cerclés et semi-cerclés. 


561 


Or D, admet toutes les transformations de 4,; il est donc identique 
& un domaine 4,. Il nous suffit maintenant de montrer que b=<a, et, 
pour cela, de montrer que 4, et D, ont au moins un point frontiére 
commun, pour lequel z+y. Or|2— y| admet, dans 4,, un maximum M 
qui est atteint en un certain point frontiére z,, y, de 4,. La fonction 
1 
&—¥ —(%)— Yo) 

est holomorphe dans 4, sans étre holomorphe en 2,4, et, par suite, 
Xo, Yo est un point frontiére de D,. C.Q.F.D. 

Terminons ce chapitre par une remarque. I] va sans dire que la 
méthode, fondée sur la théorie des groupes, qui a été employée aux para- 
graphes 6 et 7 pour la démonstration du théoréme I, pourrait aussi bien 
s’appliquer, avec de légéres modifications, & la détermination des trans- 
formations des domaines de Reinhardt. On retrouverait ainsi les résultats 
de P. Thullen par une méthode différente de la sienne. 


Chapitre III. 
Les transformations des domaines semi-cerclés. 


9. Vue d’ensemble. 


Considérons un domaine semi-cerclé borné D. Parmi les transfor- 
mations de D en lui-méme, celles qui ont la forme 


(13) z’=(z), y’=yy(z) 

forment un groupe G, et les transformations z’= (x) correspondantes 
forment un groupe g qui laisse invariant le domaine borné d, projection 
de D. Le groupe g est donc proprement discontinu, ou continu 4 un, 
deux ou trois paramétres. 

A chaque transformation de g correspondent des transformations de G, 
dont chacune est définie par la fonction y(2) correspondante. Je dis que, 
la fonction p(x) éant donnée, la fonction w(x) est bien déterminée au 
facteur e*® prés. Soient en effet w(x) et y,(x) deux fonctions correspon- 
dant & ia méme fonction g(x); soient S et S, les transformations de G 
correspondant respectivement 4 y et y,. La transformation (S,)~*S s’écrit 


a’ =, yy, (x) = yy(x); 
comme elle transforme chacun des domaines d(x) **) en lui-méme, on doit avoir 


| wi (2) 
| (2) 


=1. 





C.Q. F. D. 











562 H. Cartan. 


Cela posé, nous allons procéder de la fagon suivante. 


Lemme 7. Etant donnés un sous-groupe y a@ un paramétre du 
groupe g, et le sous-groupe I correspondant du groupe G, on peut, en 
transformant le domaine D en un domaine semi-cerclé équivalent, se 
ramener au cas oti toutes les transformations de I’ ont la forme 

a’=p(z), y’'=ye'?. 

Ce lemme sera démontré a la fin du chapitre (§ 12). Nous commen- 
cerons par l’admettre. De ce lemme il résulte que le groupe I" peut étre 
engendré par deux transformations infinitésimales. Par suite, le groupe G 
peut toujours étre engendré par des transformations infinitésimales, ce qui 
n’était nullement évident a priori. 

Le lemme 7 étant admis, nous pourrons démontrer le 

Lemme 8. Si le groupe g dépend de plus dun paramétre, le do- 
maine D est équivalent au dicylindre 

laj<1, |y|<1 
ou a un domaine 
ja|*+|y|*<1 (« > 0); 
le groupe g dépend donc de trois paramétres. 

Enfin, nous servant du lemme 8, nous établirons le théoréme V (cf. § 3). 

Les théorémes VI et VII résulteront alors des lemmes 7 et 8. 


10. Démonstration du lemme 8. 


Supposons que le groupe g dépende de deux ou de trois paramétres. 
Le domaine d est alors simplement connexe, et lon peut supposer que 
cest le cercle |z|< 1. Or on connait tous les groupes 4 deux paramétres 
qui laissent ce cercle invariant; un tel groupe est formé de toutes les 
transformations qui laissent fixe un point donné de la circonférence. Repré- 
sentons d sur le demi-plan de Poincaré z, >0 (on pose r= 2,+#2,), 
de fagon & envoyer le point fixe 4 l’infini; le groupe 4 deux paramétres 
envisagé prend la forme 
(14) z’=azx+b (a>0 quelconque, 5 réel quelconque). 

En résumé, si le groupe g dépend de plus d’un paramétre, on peut 
se ramener au cas ol, le domaine d étant le demi-plan de Poincaré, le 
groupe g contient le sous-groupe y formé des transformations (14). Cher- 
chons le sous-groupe I” correspondant du groupe @. 

Le groupe I" dépend de trois paramétres et peut étre engendré par 
des transformations infinitésimales (conséquence du lemme 7, que nous ad- 
mettons pour le moment). En outre, toujours d’aprés le lemme 7, on peut 
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supposer que les transformations de I° qui correspondent aux transformations 


a’=2+56 

de y, ont la forme 
(15) ’=2+b, y’=yel®, 
Le groupe J" sera alors engendré par les trois transformations infinitésimales 
suivantes 
of 
oy’ 

. af 
C= 25, + 90(2)5, 


A=ty = 


of 
oz’ 


Les deux premiéres engendrent le groupe (15); le premiére et la troisiéme 
engendrent le sous-groupe de I” correspondant aux transformations 


z’=az (a >0) 


du groupe y. Soit & déterminer la forme de la fonction n(x). On a 


_ of t(m\ Of 
[B,C])=s5 +90 (2) 5° 
Ecrivons que ce crochet est une combinaison linéaire 4 coefficients réels 
des transformations A, B, C; il vient 
n(x) =tA (A réel et constant); 
n(x) =tdx+p+in, (mu et wu, réels et constants). 
On trouve alors facilement le groupe I” engendré par A, B et C; c'est 
x’ =azr+b (a>0, b réel), 
y’ e—t42" ax oO gr ye-tts (@ réel quelconque). 
Posons 
au XZ, yo “*= J; 


le domaine D se transforme en un domaine semi-cerclé équivalent 4, qui 
admet les transformations 


(16) X’=aX+b, Y'=etary. 
Supposons d’abord «= 0. Alors il est clair que 4 a nécessairement 
la forme 
X,>0, |Y¥|<r (X= X,+#X,), 


r étant indépendant de X; le domaine 4 est donc équivalent a un dicylindre. 
Supposons maintenant «+0. Le domaine 4, admettant les trans- 
formations (16), a nécessairement la forme 


|\Y¥|< kX! (k > 0), 


ce qui exige « >0 (car y= Ye'* est borné dans le domaine, par hypothése ). 
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On a dailleurs 


4X,=|X+s|*—|X-—#)’, 
de sorte que 4 a la forme 
1 
4|=|" 41x — iP <[X+iF. 
Posons 
x-—i , 4*Y y’: 


a4’ Raa 





> 


le domaine 4 se transforme en un domaine équivalent 4’, qui a la forme 
1 


|x’|?+|¥Y'|"<1. 
Le lemme 8 est donc démontré. 


11. Démonstration du théoréme Y. 


Le principe est le méme que pour la démonstration du théoréme I 
(§§ 5 et 6). 

Soit D un domaine semi-cerclé général borné. Admettons l’existence 
d’une transformation S de D en lui-méme, n’ayant pas la forme 


(13) z’=(z), y’=yy(z). 
Le domaine D admet la transformation infinitésimale 
a 
A mm § Yay” 
et la transformation 
. a of 
B=&(z,y) > + (79) 55> 


transformée de A par S. D’aprés ce qu’on a vu au Chapitre I ($4, dé- 
monstration du théoréme XII), la transformation B ne transforme pas la 
variété y= 0 en elle-méme, sinon le domaine D ne serait pas général. 

Soit G le plus petit groupe de Lie contenant les transformations A 
et B. Le groupe G@ laisse invariant le domaine D, ainsi que le domaine 4, 
plus petit domaine semi-cerclé maximum contenant D. Nous nous appuierons 
sur le fait suivant: si wne transformation infinitésimale de G laisse in- 
variant un point du plan de symétrie de A, elle est identique a la trans- 
formation A (a un facteur réel constant prés). Sinon, en effet, les trans- 
formations de @ laissant fixe le point en question dépendraient de deux 
paramétres au moins; le domaine 4 pourrait donc se représenter sur un 
domaine de Reinhardt borné*‘), et le domaine D ne serait pas général. 
C. Q. F. D. 


*) Ceci, en vertu d’un théoréme connu ([d], théoréme XXV, p. 80). 
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Cela posé, les fonctions ¢(z, y) et 4(2, y) sont holomorphes dans le 
domaine D et y sont développables en séries de la forme**) 


E(x, y)=Sy"a,(z), (2) = Sy"b,(2). 
On a 
0=[A, B)=i{ Sna,y"\L + af S(n—1)b,y “Ver 


n=0 
Je dis que b,(x) ne s’annule pas dans 4. En effet, si b,(xz) s’annulait, 
la transformation C laisserait fixe un point du plan de symétrie de 4; 
elle serait donc identique a A, ce z donnerait 


B=a,(z) 5¢ cy y b,(2) 5° 


B laisserait invariante la variété y=—0, ce qui n’a pas lieu. C.Q. F. D. 
Puisque b,(2) ne s’annule pas, on peut effectuer le changement de 
variables 





z=Z, ty =f, 


Les domaines D et 4 se transforment en des domaines semi-cerclés respec- 
tivement équivalents; ces nouveaux domaines ne sont peut-étre pas bornés, 
mais X est borné dans ces domaines, et chaque section X= const. se 
compose, dans le plan Y, d’un cercle et de couronnes circulaires 4 distance 
finie. Appelons de nouveau D et 4 ces deux domaines, et récrivons x et y 
au lieu de X et Y. Nous aurons alors },(2) =7, et la transformation C, 
qui fait partie du groupe G, aura la forme 


om Ser} (14 Sas) 


n=1 


0,=[4,0]=i{ Sney"hL+i{—14 S(n—1)a,y"b2F, 


n=1 n=2 


C,= (A, O,)=—{ Sn* c rar i —{1+ 3(n—1)" d 9 Se 


nw? 


0+0,——{ S(nt—1ey"h2l—{ Sn(n—2ya, yh 2. 


=v =3 


La transformation C +-C, laisse invariants les points de la variété y = 0; 
elle est donc identique 4 A 4 un facteur réel constant prés, qui est d’ailleurs 
nul. En écrivant cela, et en posant pour simplifier 


c,(z) = a(z), d,(x) = B(x), 
*5) [d], théoréme VIII, p. 36. 
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on trouve 


of ,' e\ @ 
C =ay + (1+ py) 


C,=iayh 45(-14 -By* sf, 


lean * c Qo: 
E- 10, C,)- ot + 2i py, 
P =3(C, 8) = —iapyL + ifp+ (2 — pr) yh, 


P= (4, F]= «py + {p—(L— pr) y\20, 


H =5(P, F,)=iap?2l + 24 8(,° —af') yf 


f° désigne la dérivée de # par rapport a z). 

Toutes les transformations précédentes font partie du groupe G, et, 
par suite, laissent invariant le domaine D. Or chacune des transformations 
E et H engendre un groupe 4 un paramétre de transformations de la forme 


z’=(z), y'=yy(z). 
Donec, d’aprés le lemme 8, les transformations infinitésimales 


of 


, 2 of 

ba et taf 4 

doivent étre identiques (& un facteur réel constant prés). Deux cas sont 
possibles: ou bien «(a) est identiquement nul, ou bien f(z) est une con- 
stante dont le carré est réel. Etudions successivement ces deux cas. 


Premier cas. «(z)=0. On a alors 
ee ef ia ef 
A= 195? E=2tByz,, 
cf oy e\ of 
C=(1+fy"*)=, C,=#(-1+ By") a, 


La transformation 2, qui laisse fixes les points de la variété y= 0, doit 
étre identique a A; d’ot 
B(z) = 


A étant une constante réelle. Mais, en raisonnant comme lors de la démon- 
stration du théoréme I (§ 6), on voit que 4 ne peut étre ni nul ni positif, 
et qu’on peut se ramener au cas of 4=—1. Les transformations A, C 
et C, engendrent alors le groupe 


, 


t 
2’=2z, yy’ =e!e- hd 


(8 réel, |t]} <1). 
l+ty 





















Transformations des domaines cerclés et semi-cerclés. 





567 


Puisque le domaine D est invariant par ce groupe, D est un dicylindre 
généralisé **) (cf. § 3). 

Deuxiéme cas. f* est une constante réelle. Je dis que f n’est pas 
imaginaire pur; sinon, en effet, on aurait 


me 
t B C + F=2% B by : 
et le domaine D admettrait les transformations 


y=y+u (u réel arbitraire), 
ce qui est impossible. 

Ainsi, 6 est une constante réelle; de méme que plus haut, # ne peut 
étre ni nul ni positif, et l’on peut supposer 6 =—1. Les quatre trans- 
formations infinitésimales 

6 > 
Amiyl, 24+ B=iall, 
a é ie. , a 
Cmayl+ (iy), O,—tey—ia+y) 
engendrent un groupe qui laisse invariant le domaine D, et la trans- 


formation infinitésimale ia 2 laisse invariant le domaine borné d, pro- 
jection de D, et ne laisse fixe aucun point intérieur 4 d (remarque déja 
faite). Le domaine d est donc doublement ou simplement connexe. Si d 
est doublement connexe, on peut le représenter conformément sur une 


couronne circulaire 
(17) r<|z/<1 (0<r<l); 
on aura alors 

a(x) = 2az, 


a étant une constante réelle non nulle. Si d est simplement connexe, on 


peut le transformer de facon que la transformation ¢ « af prenne la forme 4 af ; 
A étant une constante réelle; le domaine d est alors limité par deux 
paralléles & Vaxe réel, ou constitué par un demi-plan limité par une 


paralléle 4 laxe réel. 


Supposons d’abord que d soit une couronne de la forme (17), et 
que l’on ait a(z)=2azx. Le groupe engendré par A, C, C, et E est 
alors le suivant 

z= eimz|1-# , faethe, 
(1+éy)*- l+ty 


6) La projection de D n’est pas simplement connexe, sinon D serait équivalent 
& un dicylindre ordinaire, c’est-d-dire & un domaine de Reinhardt. 
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6, et 6, étant deux nombres réels quelconques (|¢]< 1). La constante a 
doit done étre négative, sinon x ne serait pas borné dans le domaine D; 
or on a par hypothése |z|<1. Cela étant, le domaine D a nécessaire- 
ment Ja forme 

<i yw, 

\z|* 
la constante M pouvant d’ailleurs étre infinie; la projection de D est donc 
le cercle pointé 
0<|2|<1. 
Supposons maintenant que l’on ait 
ta(x)=a (A réel), 
le domaine d étant une bande ou un demi-plan. On peut, en multipliant z 
par une constante réelle, se ramener au cas of 4=—1. Les transforma- 
tions A, EZ, C et C, engendrent alors un groupe, qu'il est inutile d’écrire, 
et qui jouit de la propriété suivante: les transformés d’un point z, y quel- 
conque par ce groupe sont tous les points pour lesquels 
(1 re. |y|*)e** 

a une valeur donnée, et y une valeur quelconque de module inférieur 4 un. 
Il en résulte que d doit étre formé de la région du plan située au-dessus 
d'une paralléle & laxe réel, qu’on peut supposer étre l’axe réel lui-méme, 
et que le domaine D a la forme 

1<(1—|y!*)e*"<M  (M fini ou infini). 


La démonstration du théoréme V est ainsi achevée. 


12. Démonstration du lemme 7. 


Il nous reste & démontrer le lemme 7, énoncé au paragraphe 9 de ce 
chapitre. Nous considérons, par hypothése, un groupe de transformations 


a’ = p(z;t), 


dépendant d’un paramétre réel ¢, qui laissent fixe la projection d d’un 
domaine semi-cerclé borné D. A chacune de ces transformations est asso- 
ciée une fonction y(z;t), holomorphe dans d, et bien déterminée au 
facteur e'® prés. Enfin, les transformations 


(18) a’ =p(x3t), y' =e'?yy(z;t) 
forment un groupe & deux parameétres réels ¢ et 0. 


Comme nous l’avons déja vu, on peut effectuer sur d une représen- 
tation conforme, et sur ¢ un changement de variable, de facon que les 














Transformations des domaines cerclés et semi-cerclés. 
fonctions g(x;t) prennent Pune des deux formes suivantes 
(19) p(x;t)=axe''; 

(20) p(z;t)—=2+t. 


Dans le cas (19), d est un cercle centré & l’origine ou une couronne cir- 
culaire centrée 4 lorigine (le rayon intérieur pouvant étre nul); dans le 
as (20), d est une bande limitée par deux paralléles 4 l’axe réel, ou un 
demi-plan limité par une paralléle a l’axe réel. 
Posons 
log | w(x: #)| = ene, 


La fonction réelle u(x; ?%) est, pour chaque valeur de ¢, une fonction har- 
monique réguliére**) et bien déterminée des variables z, et x, (x= 2, +42,) 
dans le domaine d. Ecrivons maintenant que les transformations (18) 
forment un groupe; il vient, ¢, et ¢, désignant deux nombres réels quel- 
conques, 


dans le cas (19), 


(21) u(x;t,+t,) = u(x; t,) + u(ave4; t,), 
et, dans le cas (20), 
(22) u(z;t, +t,) = u(x; t,) + u(x +t4,; t,). 


Remarquons encore que, & tout domaine fermé d, complétement in- 
térieur 4 d, & tout nombre réel ¢, et & tout nombre positif «, on peut 
associer un nombre 7 tel que l’inégalité 


|t—t,| <9 
entraine 
| u(x; t) —u(a;t,)|<e, 


quel que soit x intérieur 4 d,. Cela tient & ce que les transformations (18), 
en vertu d’un théoréme général **), forment un groupe clos. [1 résuite de 
la que, « et # étant deux nombres réels fixes quelconques, |’intégrale 

rn 


J u(a;r)dr 


représente une fonction harmonique**) dans le domaine d. 


**) En effet, y(x;¢) ne s’annule pas dans d (cf. début du § 8). 

*%) [d], théoréme XXI, p. 58. 

™) En effet, lintégrale existe, & cause de la continuité de u(z;¢) par rapport 
& ¢; en outre, on peut le regarder comme limite d’une suite de fonctions harmoni- 
ques qui convergent uniformément; c’est donc une fonction harmonique, @aprés un 
théoréme connu. 
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Cette simple remarque et la relation (21) [ou (22)] vont suffire & 
montrer l’existence d’une fonction V(z), harmonique dans d et telle que 
Pon ait, 

dans le cas (19), 

(23) V(xe*') — V(x) = u(z; t); 

dans le cas (20), 

(24) V(a+t) — V(x) = u(z; 1). 


Le lemme 7 en résultera. En effet, il existera une fonction o(z), 
holomorphe et uniforme*) dans d, et telle que 
Je(2)|= er, 
Les transformations (18) prendront alors la forme 
w’=p(x;t), y'o(z’)=e'yo(z), 
et il suffira de poser 


pour obtenir le lemme 7. 
Soit donc & montrer l’existence d’une fonction harmonique V(z) satis- 
faisant & (23), ou & (24). 
Plagons-nous dabord dans le cas (19). On a 
u(z;t+22)=—u(z;%), 
et, par suite, l’intégrale 


2x 


a 
0 


V(z)= — dy fu(est+e)de 


ne dépend pas de ¢. Calculons alors 


V(ze"’) = — - fuze" t) dt; 
0 
daprés (21), on a 
2x 
V(xe'*) = u(2x;t) — a Jute: t+1)dr=—u(z;t)+V(z). 


0 
C. Q. F. D. 
Plagons-nous maintenant dans le cas (20). Nous construirons d’abord 
une fonction U(x), harmonique dans d, et telle que l’on ait 


(25) U(2 + 22) — U(x) = u(x; 22). 

**) En effet, dans le cas ot d est une couronne circulaire centrée a lorigine, 
on peut rendre 9(z) uniforme en remplagant, s’il le faut, V(x) par V(xz)+k log 2| 
(& = const. réelle), ce qui n’empéche pas la relation (23) d’étre satisfaite. 








le 
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L’existence d’une telle fonction U(x) sera montrée plus loin; admettons-la 
provisoirement, et achevons le raisonnement. Posons 
v(2;t)= U(4+t) —u(z;t). 
La relation (22) donne 
(26) v(z;t, +t,) = v(2+14,;t,) —u(z;2,), 
et on a en outre 
v(z;t+22)=—v(2;%). 


On peut dés lors raisonner sur v(x;¢) comme on a raisonné plus haut 
sur u(z;t). Posons 


V(x) =z, foe: t+1)dr =, foe t)dt. 
0 0 


22 
V(e+t)= dt fole +t;1)dr, 
0 


et, en se servant de (26), 
22 


V(x +t) = u(z; t) + Jo(es t+1)dt=u(z;t)+V(z). 


C. Q. F. D. 


13. Résolution d’une équation aux différences finies. 


Nous avons admis tout 4 Vheure la possibilité de résoudre |’équation 
(25) U(2 +22) — U(x) =u(a2;22). 
Rappelons que u(x;22) est une fonction donnée, harmonique dans d, 


et que U(az) est une fonction inconnue, qui doit étre harmonique dans d. 
Rappelons aussi que le domaine d est une bande de la forme 

a<a,< 6b, 
a et b étant deux nombres réels, dont lun peut étre infini (on pose 
2=2,+2,). 

Soit f(z) une fonction holomorphe ayant u(x; 22) pour partie réelle. 
Nous allons montrer l’existence d’une fonction F(z), holomorphe dans d 
et satisfaisant 4 |’équation 
(27) F(z + 2a) — F(x) = f(z). 

Il suffira de prendre ensuite pour U(z) la partie réelle de F(z); on aura 
ainsi une solution de l’équation (25). 
Pour résoudre l’équation (27), considérons deux suites infinies de 


nombres réels a, et b,, telles que les a, décroissent et tendent vers a, 
37* 
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et que les 5, croissent et tendent vers b. Supposons a,< b, quel que 
soit n, et désignons par d, la bande 


a, < 2, < 5b,. 


Nous montrerons dans un instant qu’il existe, pour chaque valeur de n, 
une fonction F.(z) holomorphe dans d, et telle que l’on ait 


(28) F(a + 22) — F,(x) = f(z). 


Cela étant provisoirement admis, voyons comment on pourra former F (x) 
par un passage & la limite. La différence 


F,,41(2) a F(z) eat P, (x) 
est holomorphe dans d, et y admet la période 2”. Donec, si l’on pose 


e!* ax z, 


®,(z) devient une fonction uniforme de z dans la couronne 

e~'n < |z| < e-%:; 
elle y admet un développement de Laurent, procédant suivant les puis- 
sances positives et négatives de z. Prenons un nombre fini de termes de 
ce développement, et remplacons z par e'*; nous obtiendrons une fonction 


entiére (x) admettant la période 22. Or, nous pouvons prendre un 
nombre de termes assez grand pour que l'on ait, dans d,_,, 


| ®, (x) i P,(2)| < Ey? 
é, étant le terme général d’une série convergente 4 termes positifs. II est 
clair que la série 


F,(x)+ 5 (®,(2) — W (2) 


représente une fonction F(z) qui est holomorphe dans d et y satisfait a 
Péquation (27). C. Q. F. D. 

I} nous reste donc 4 montrer comment on obtient une fonction F(z) 
holomorphe dans d, et satisfaisant 4 l’équation (28). Or c’est la un pro- 
bléme classique; aussi nous contenterons-nous d’en indiquer la solution 
sans démonstration. 

L’intégrale 

iby 
7% f f(g)dé 
22 1—eft*-8’ 
tay 
prise de long de l’axe imaginaire, a un sens puisque la fonction f(£) est 
continue et bornée sur le chemin d’intégration. Cette intégrale définit, 


dans le rectangle 


O<a,<22, a,<a,<bd,, 
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une fonction holomorphe F,,(2), continue sur les cétés verticaux du rectangle. 
La fonction F(z) se laisse prolonger analytiquement dans la bande d,, 
tout entiére; on vérifie en effet que, x étant intérieur au rectangle 


2a<a,<4a, a,<4,<),, 
expression 
F(z — 22) + f(z — 22) 
définit une fonction qui se raccorde avec F,(z) sur le cété 2, = 22; 
cette nouvelle fonction est donc le prolongement analytique de F,(z). 
On définit ainsi, de proche en proche, le prolongement analytique de F, (2) 
dans l’un quelconque des rectangles 


2ka<a,<2(k+1)2, a<2<b,; 


on obtient, en définitive, une fonction holomorphe dans d, et satisfaisant 
a Péquation (28). C. Q. F. D. 

Nous avons ainsi achevé la résolution de l’équation (27) et, en méme 
temps, la démonstration du lemme 7. 


(Eingegangen am 9. 8. 1981.) 
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Einleitung. 


1, E. Study hat den Satz*) bewiesen, dab bei jeder konformen Ab- 
bildung des Kreises |z| <1 auf ein konvexes Gebiet jeder kleinere, in 
|z|<1 enthaltene Kreis ebenfalls konvex abgebildet wird. Ein konvexes 
Gebiet ist dabei dadurch gekennzeichnet, daB es mit je zweien seiner 

Punkte auch die ganze Verbindungsstrecke derselben enthalt. Neuerdings 


*) Inauguraldissertation Miinchen. Fiir die Anregung zu dieser Arbeit und fir 
wertvolle Ratschlige bei ihrer Abfassung bin ich Herrn Professor C. Carathéodory 
sehr zu Dank verpflichtet. 

1) E. Study, Vorlesungen iiber ausgewahlte Gegenstande der Geometrie. 2. Heft, 
Konforme Abbildung einfach menhingender Bereiche 1913, 8. 109, Satz XIII. 
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hat T. Radé*) fiir diesen Satz einen sehr einfachen Beweis gefunden, bei 
welchem Punkte des Randes nicht beniitzt werden. Weiter verdanken wir 
C. Carathéodory die ersten genaueren Schranken fiir die Kriimmung einer 
Kurve, welche sich bei konformer Abbildung des Kreises auf ein konvexes 
Gebiet angeben lassen*). Es liegt im Anschlu8 hieran nahe, an eine Ver- 
allgemeinerung des Studyschen Satzes in der Richtung zu denken, da8 man 
zunachst einmal (einfachzusammenhiangende, nichtverzweigte) Gebiete be- 
trachtet, die eine nirgends singulire analytische, geschlossene Berandungs- 
kurve besitzen, deren Kriimmung iiberall (bei sinngemaBer Festsetzung des 
Vorzeichens) > k ist, (k feste reelle Konstante), und danach fragt, ob dann 
auch die Bildkurven jedes kleineren, in |z|< 1 enthaltenen Kreises diese 
Higenschaft hat. In dieser Arbeit wird diese Vermutung fiir jedes positive 
und negative k als richtig erwiesen. 

Die betrachteten Gebiete sind also von der Art, daB sie auf das Innere 
eines Kreises I" konform abbildbar sind, und daS es durch jeden ihrer 
Randpunkte P einen Kreis Kp vom Radius HH gibt derart, daB er fiir 
k> 0 das Gebiet ganz in seinem Innern enthalt bzw. fiir k< 0, daB das 
Gebiet, kurz gesagt, in der Nahe jedes Randpunktes P ganz auBerhalb Kp 
liegt — genauer, daS man durch einen Querschnitt g, der den beliebigen 
Randpunkt P nicht zum Endpunkt hat, vom Gebiet immer ein Teilgebiet 
abtrennen kann, welches P als Randpunkt hat und ganz auBerhalb des 
Kreises Kp liegt. Unser Satz besagt dann, daB auch das Bildgebiet jedes 
kleineren in I” enthaltenen Kreises — kurz also: jeder Greensche Niveau- 
bereich eines solchen Gebietes — ebenfalls diese Eigenschaft hat. Im Falle 
des Studyschen Satzes tritt fiir die gewéhnlichen konvexen Gebiete an 
Stelle der eben erwahnten ,,Stiitzkreise“ die Stiitzgerade. 


2. Im ersten Kapitel geben wir die notwendigen vorbereitenden Ent- 
wicklungen, welche uns vor allem zu dem Ausdruck (10,3) fiir 4U fiihren, 
wobei U = f(|w’|(1—22)) — Feng — 2%) —2| ist und f(6) eine noch 
naiher zu bestimmende, geniigend oft differenzierbare, reelle Funktion ist. 
Im zweiten Kapitel werden wir den Hauptsatz und eine wichtige Ver- 
scharfung desselben beweisen. Fiir allgemeinere nicht analytisch berandete 
Gebiete stellen wir ferner einen sehr weitgehenden Approximationssaiz 
(Satz 3) auf und beweisen ihn mit Hilfe eines Satzes von C. Carathéodory, 
wobei wir uns Grundeigenschaften normaler Funktionenfamilien zunutze 


*) T. Radé, Bemerkung iiber die konformen Abbildungen konvexer Gebiete. 
Math. Annalen 102 (1930), 8. 428. 

*) C. Carathéodory, Uber die Studysche Rundungsschranke, Math. Annalen 79 
(1919), 8. 402. 
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machen. Die hierin vorausgesetzten Gebiete sind die allgemeinsten, fiir die 
der Satz itiberhaupt noch gilt. Der Rand dieser Gebiete kann fiir k <0 
verhaltnismaBig kompliziert sein, so gibt es unter ihnen z. B. schlichte 
Gebiete, deren Rand abzahlbar unendlich viele Primenden dritter Art ent- 
halt. Im dritten Kapitel werden wir durch Integration der gewonnenen 
Ungleichung scharfe (von |w’(0)|und |z| abhingende) Abschatzungen fiir 
| w’(z)|, also eine Art Verzerrungssatz fiir unsere Klassen von Gebieten, 
und auBerdem Abschitzungen fiir |w(z)—w/(0)| herleiten. Aus den 
Schranken, welche wir erhalten werden, lieBen sich auch analog zu der 
Studyschen Rundungsschranke fiir schlichte Gebiete, noch bessere Kriim- 
mungsschranken fiir unsere Klassen von Abbildungen gewinnen, doch sei 
das hier nicht weiter ausgefiihrt. Auch gelingt es miihelos, das in 1. er- 
wahnte Resultat von Carathéodory*) fiir unsere Abbildungen fiir k > 0 zu 
iibertragen (20.). 

3. Es ist tibrigens leicht, fiir k >0 unseren Hauptsatz 1 auf ein- 


fachere Weise zu beweisen, als wir es in 12.—15. getan haben; man braucht 
zu diesem Zwecke namlich bloB das Vorzeichen von 4K fiir 


1 w"” , ’ 
K = {1+ Fs} und Ki=K/=0 


zu betrachten; fiir k< 0 dagegen kommt man auf diese Weise nicht zum 
Ziel. Es war fiir diesen Fall bisher iiberhaupt kein Beweis bekannt, und 
auch fiir k >0 ist die von uns eingeschlagene Methode die bisher einzige, 
welche die bestméglichen Schranken fiir die zweiten Koeffizienten der 
Potenzreihenentwicklung solcher Funktionen w(z) und damit auch in 
noch zu formulierendem Sinne bestmégliche Schranken fiir |w’(z)| und 
w(z)— w(0)| liefert. 

4. Eine weitere Verallgemeinerung des Hauptsatzes 2 auf die nécht- 
euklidische Kriimmung von Randkurven einfachzusammenhangender, in 
|z| <1 gelegener Gebiete im Sinne einer im Einheitskreise erklirten hyper- 
bolischen (Lobatschefskyschen) Geometrie ist ebenfalls méglich, sei jedoch 
einer weiteren Arbeit vorbehalten. Von besonderem Interesse ist, daB sich 
hier ein dem Hauptsatz 1 entsprechender nicht fiir alle k beweisen labt, 
sondern da8 hier ein Ausnahmeintervall fiir positive k-Werte besteht. 


I. Kapitel. 
Vorbereitungen. 


5. Die Kriimmung der Greenschen Niveaulinien. Die analy- 
tische Funktion w(z) sei in {z|<1 regulér und habe dort keine Null- 


*) Siehe Anmerkung ‘). 
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stelle der Ableitung. Wir betrachten die Bildkurven w(re‘*) (r, & reell), 
0 < 6 < 2a, der Kreise r = konst., 0 < r <1, und wollen die (euklidische) 


Kriimmung K dieser Kurven berechnen. Schreiben wir ae =z = 
(o, p reell), so ist augenscheinlich 


(5,1) K = a (1425). 


| dw jw-2| dd [wz] 


= oe'* 





Dabei befinden wir uns beziiglich des Vorzeichens der Kriimmung in Uber- 
einstimmung mit der iiblichen Festsetzung, da ja bei wachsendem Para- 
meter # der Durchlaufungssinn der Kurven mit dem Drehsinn iiberein- 
stimmt, welcher in der w-Ebene auf kiirzestem Wege die positive Achse 
des Reellen in die positive Achse des Imaginaren iiberfiihrt. 

6. Die Invariante T(z, y). Wir suchen jetzt die Kriimmung der 
Bildkurven von Kreisen, die nicht die Gestalt |z|—konst. haben, zunachst 
von den Kreisen durch den Mittelpunkt z= 0. Hierbei verwenden wir den 


Satz. Alle in |z| <1 gelegenen Kreise durch z=0 kénnen in der 
Form dargestellt werden 





| z= Btu 
(6,1) | 1+%u’ (0 <|u,| <1). 
|u| =| u| 

In der Tat, sei u, der nichteuklidische Mittelpunkt®) irgendeines 

solchen Kreises, dann fiihrt die Transformation u = ; —“ diesen Kreis in 
. ; ia — 2% 

den konzentrischen Kreis |u| =| 1,| iiber. 

Fiir die Funktion 
. ; u+ 
(6,2) g(u)=—w(z), ta 
ist nun 





(6,3) g’(u)=w'(2 ee, CO we) ane 

(l+ut%)® g’(w) = w"(z) (l+u%)? 1l+%u 
Ersetzen wir in (5,1) w(z) durch g(u) und z durch wu und setzen schlieBlich 
u = —wu,, so erhalten wir die Kriimmung K des Bildes des Kreises (6, 1) 
in w(0). Es ist 








" __w’(0) g”(u) a 1 w"(0) = 
\g (u)\ eu, = an Uy u’ Ko: a, = =e (rss —_ 2 ity) 
und daher nach (5,1) 
K= : R (1 — tg ily — Wy StT? + 2 te ty} 
= Tw"(0)-u] *\ 0% 0° (0) 0% 





epee oy OS — 9, Se 
= Tera {Tet t Nel — Ry Soy 


5) Im Sinne der Lobatschefskyschen hyperbolischen Geometrie im Innern des 
Einheitskreises |z|<1. 
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Fiir die untere Grenze 7(0,0) dieses Ausdrucks fiir alle |u,|<1 be- 
kommen wir 


1 w(0) 
(6,4) T(0,0) =) way (lo 5 Sb; ). 


E. Peschl. 


7. Nun geben wir tan fiir irgendein ¢=é-+-in (6, » reell), 
|¢| <1, die Definition von T(é, 7): Betrachten wir fiir einen beliebigen 
Punkt (=-+in, |¢|<1, alle in |z|<1 enthaltenen Kreise, welche 
durch ¢ hindurchgehen. Dann sei 7'(¢,7) die untere Grenze der Kriim- 
mung der Bildkurven all dieser Kreise im Punkte w(¢). 


Zur Berechnung von 7'(é, 7) bedienen wir uns der Funktion 
z+¢ 
h(z)=w(*""), 

denn es ist offenbar 
(7,1) T(é,) = 
nach (6,4). 

Vertauschen wir in (6,3) g(u), uw, u, mit A(z), 2, ¢ und setzen dann 
z= 0, so erhalten wir 


(7,2) h'(0) = w'(t)(1—28), vote wy it 8) — 28. 





”(0) 
sai O-lam ) 





Fiihren wir noch die Abkiirzungen 


6 =| w’(z)|(1— 22) 
(7,3) 1 w"(z) 





(l—2z)—2 
ein, so haben wir das Ergebnis 
(7,4) T = T(z, y) =} (1—|t\); jezj|<1, z=a2+iy (a, y reell). 


Aus der Definition von 7 ergibt sich fiir die Kriimmung K(x, y) der 
Bildkurve des Kreises |z|=r, (0<r<1), in w(x2+éy) =w(re’) 
(7,5) K(z,y)2T(z, y) °). 


*) Die Uberlegungen in 6. und 7, kénnen natiirlich auch ihres geometrischen 
Charakters entkleidet werden. Die Beziehung (7,5) kann man nimlich unmittelbar 
wie folgt verifizieren. Es ist fir 0<|z|<i 


= 1 , w"(z) 
(7, 6) K(2,y)= Toray (1+ ®* Say) 
1 


~parimany (rat tl1+ 8 ey (St -#9)-22)} 


2 raaceny (2- |g t-28)-27 \_a(z,y). 
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Wir kénnen 7 auch in der folgenden Form schreiben 


w” 


w’ 


(l= 22)*+ RS 2(1—22)— 28} 








2 1 
T=aspp!-47 

oder 

a 2 1 < w” 1 | wv” |* a 

(7,7) T= att RSs — 7|S[(1—2n)}. 


Ist w(z) regular und w’(z)+0 in |z| <1, und erklaren wir in diesem 
Falle die Funktion 7 auch fiir |2| =1 durch (7,7), so folgt, daB dann 
fiir jeden Punkt z= 2+iéy—e'® (# reell) die Beziehungen bestehen 


(7,8) T (cos?, sin #) =,, jim 12 T(z, y) = K(cos#@, sin®). 


8. Die Operatoren Aa und Aa. Die folgenden Berechnungen ge- 
lingen am iibersichtlichsten, wenn wir uns der Operatoren 
1/@ -@ 
Aa=5(5,4¢—i5 a) 


1 


(8,1) se PR 
und Aa=5(Za+850) 


(x, y reell) 
2 


bedienen. Sie sind auf alle nach x und y differenzierbaren (reell- oder 
komplexwertigen) Funktionen «(2z, y) anwendbar. 

Fiir sie gelten: 

a) Die gewdhnlichen Differentiationsregeln 
(8, 2) A(a+B)=Aa+AfB, A(a-f)=—f-Aac+a-AB 
und, wenn (qa) differenzierbar ist, so ist 

A(p («)) = y'(«)- Aa 

(und dieselben Gleichungen bestehen fiir A). 

b) Ferner stehen sie zueinander in der Beziehung 


(8, 8) (Aa) = Az, 
und es ist 
as a? a = 
(8, 4) Fai + yt = 40 4 Ade = 4 Ade. 
Hieraus folgt 
(8,5) AAa =(AAa) 


(dagegen ist Aa + Ad, sofern = + 0 ist), und schlieBlich gilt 
c) fiir eine regulér analytische Funktion f(z) (2 = 2+ iy) 


Af=f', Af=0, ARf=—tr, ASf=Hf", 
Af=0, Af=f', usw. 


wo | 
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9. Zur Berechnung der Laplaceschen Ausdriicke fiir 
5 =|w'(z)|(1—22) und \z|=|5 (1-22) —2| 
seien 5 und t von Null verschieden (|z| <1) vorausgesetzt. Wir erhalten 
der Reihe nach 


A(1—27)=-—%, A(l1—2z27)=-z. 




















_ ste” oe ee eS 
(9, 1) Adb= GS l1—ss/ 1-323’ Ab = 5-33 
= w” 1+z a 1+Z7 
(9,2) itm —ssp-l=-cy 4 -hae 
-~- pee : rs 
(9,3) At = 5(S) (1-22) -—3(S) = (40). 
= 7Ab+<46AT Zé 
(9,4 AAb=* 
: ) 1—2zz t+ oa 
oder nach (9,1) (9,3) 
(9,5) Ap x F898 = 827 +287 _ B(eF—-1) 
(1-22)? (1—22)? 
Aus der Gleichung (9,3) folgt 
ft. | Biery tre 
ah- 265) -3@). 





und nach (9,3) 


1 /w"\’ 1 y= z (w"\ 1 o tT+2z 
5 (3) pe (484+ 3 (5) = ae (44 + ES) 


ist, so gewinnt unsere Gleichung die Gestalt 








(9, 6) BER ai as gon 


Z2z2t+ 


fede 4 Ett 








Fiir |r| haben wir schlieBlich 





— 1 _- -—_ 
(9,7) A\t|= 57 {tr +4 At} und Alt| = 
daher 


io 1 = ys 
(9, 8) AA|t|= Fy tt at + dz} 2At + Az} 


1 = “ 
ae] ttt +tArt}, 


+ yp (Atde+ tAdr+ At dt+ rAd} 
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oder nach den Gleichungen (9,2) fiir A7Az und (9,6) fiir AAZ, wenn 
wir noch die Regeln (8,3) und (8,5) beachten, 






































(9,9) ee 
f\ L+zr|* Ac tT+2\ , \ 
awe 2m (FF + imag) + ATT); 
TzA 1—2rt+rrzz 
=-1T° |A|r \|’ +59 {4r(Az) —2 ae + — \. 
Aus (9,7) und (9,2) folgt nun 
TAr—=2\t|-Alr]|—rAt=2|r|-Alr| +r =, 
daher ist 
asta 1 - tz 
Ar(At)— 2 = aa{tA t(1(Az) — 3) 
+ZT _- eee 
mL faye ale| +4222 alel (AT) 49-4222) 
—|2A ; t ® z2Ztt 
Be ‘eats Itl+ pa ~ f—3t° 








Setzen wir dies in " ‘, ein, so erhalten wir 


(9,10) AA|t|=— {=| A|r\|* 





Re Alr| a eer a 
+ (alAteil'+ 2 jt[(—28) + 2-28) + 2Cmeey 


Tt Ft |r| 
[e{(1—2%)} (1-23)? 









ata 


10. Zum Beweise des Hauptsatzes werden wir insbesondere den 
Laplaceschen Ausdruck von U=/f(d)—|r| bendtigen; hierin wollen 
wir die reelle Funktion f(6) in einem gewissen Intervall von 6 zweimal 
stetig differenzierbar voraussetzen und uns ihre geeignete Wahl fiir spiter 
vorbehalten. Wir haben fiir U 


(10,1) AU=f'(d)-Ad6—A|rt| und AU=f'(d)-Ad— Ar], 
AAU = f"(6) Ab Ad + f'(d) AAb — AA|r}. 
Setzen wir hierin die in 9. gefundenen Werte {aus (9,1), (9,5), (9,10)} ein, 
so folgt — : 
AAU = "(3)" . 3, é)-6-—= 


zz) aan 








— | Ale|+; ‘$—. 
; ue aa) 23)° 
Nun ist aber nach (10,1) 


A|r| = f'(6)Aé — AU=f'(s) + — AU (nach (9, 1)), 
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und somit erhalten wir fiir U die Differentialgleichung 

(10, 2) 40 =F {- {—|r(a). 6|e|+-1— S5*%s. Lely _ 22) ’ 
sort site + f'(8)-3|e|(e#-1)}. 

Setzen wir hierin jr] = f(5) — U und U,—#U,=0, so haben wir: 


preety (f — 0))* + (f—U)*+f"-8*(f— 0)’ 
+f'-6(f—U)*—f'-6(f—U)} fir U,=U,=0. 





Und ordnen wir nun in dieser Gleichung noch nach Potenzen von U um, 
so erhalten wir das Ergebnis: 


Setzt man 
6 =|w’|(1— 22), 
r= 5 (1—22)—7 
und 
U=f(d)—|t|, 
so ist fiir 6,1+ 0, (|z sal und U,= U,=0 
(10, 3) 40=7, ate Tri tza) (Pot DU + D, U*+ D,U*}, 


die Koeffizienten D, sind hierbei durch die folgenden Gleichungen gegeben: 
D,= (f"-8°+ f'-d)f°— 3f'-f-6— f° PP +f?—1, 

D,= —3(f"-0°+ f'-8)-f°+3f'-5 +27": f- 5° — 2f, 
D, = 3(f"-6°+ f'-6)-f—f'*-6° +1, 

D,= —f”-.s*—/f’-d. 


(10, 4) 


11. a) Uns interessieren insbesondere gewisse Funktionen f(d), welche 
D, fiir alle (in Betracht kommenden) 56> 0 zum Verschwinden bringen. 
Die Differentialgleichung D, = 0 
ist durch Quadraturen lésbar. Wir 
werden jedoch nur gewisse parti- 
kulare Integrale von ihr bendtigen. 
. , Um diese fiir unsere Zwecke 
=<. 2 . 7, se * * ® # bequem zu schreiben, fihren wir 
fiir p > —1 die monoton wachsende Funktion F(p) durch folgende Fest- 
selzung ein: 


Fir —1<p<0 sei F(p)=yl+p(>0) und 


(11, 1) | p>O0 sei F(p) die Umkehrfunktion — 
von p= 2(F—1)eP-1 


2 
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(fir p>O ist ja + = 2e?-1!.F = 2eF-!'+p>0, die Funktion p(F) 
ist daher fiir p > 0 eindeutig umkehrbar). 
b) Wir merken uns noch folgende Limesbeziehungen an 


(11,2) lim *—2(?) _ jim 4-7) _ _t. 
' p>0,p<o =P. p>0o,p>0 =P 


c) Sei nunmehr 6 immer positiv und 4 irgendein, vorlaufig beliebiger, 
reeller Parameter, so ist, falls man dann f(d) =F (44) setzt, die Funk- 


tion f(4) fiir alle reellen 4 definiert, sobald me <A ist und jede dieser 
Funktionen {(6) erfiillt (far -;< 2) die Relationen 

(11,3) D,=0 und D,<0. 

In der Tat ist fir 4>0 und d6>0: fS1 und 


; 18 f-1 on” af’. ft 
11,4) 8. ff? == —— al, 8°. "45. fa = : 
( . f 2e/" ff f he f* 








und somit 


D,=0 und D, = + {—3(f—1) + 3(f—1) + 2(f-1)*— 27%} = 2(7 -2) s —2 
(wegen f=1). 
Fir 4<0,0<é6< -t+ haben wir dagegen 0 < f<1 und 





ans) ofa 3), wera mL diem d tet, 


Man bestatigt mit Hilfe dieser Gleichungen auch hier: D,=0, wahrend 
wir fiir D, erhalten 
1 3 8 1 
D,=+{- 7 (f° -) + 3 (FP -1) +3 (°-1°- 20} 


=e 1 14+6f%+f* 3 4-— 


d) SchlieBlich gilt noch in den erwahnten 6-Intervallen 


fiir 4>0: $(1—F(Ad)) = —Ae-F@9> —4 und 
(11,6) a> 
ioe. 
II. Kapitel. 


Der Hauptsatz. 


fir 4<0: 5 (1—F(46)) = i. 


12. Wir sind nun im Besitze der Mittel zum Beweise von 


Hauptsatz 1. Ist im abgeschlossenen Hinheitskreise der z-Ebene die 
analytische Funktion w(z) reguldr und w’(z)+0 und ist, unter k eine 
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beliebige, jedoch feste, reelle Zahi verstanden, die Kriimmung K der Rand- 
kurve des Bildgebietes iiberall gréBer oder gleich k, dann ist auch das Bild 
jedes im Einheitskreis enthaltenen Kreises von einer Kurve berandet, deren 
Kriimmung gréBer oder gleich k ist. 

Dieser Satz besagt also, daB (unter Voraussetzung der Regularitat der 
Funktion w(z) und des Nichtverschwindens ihrer Ableitung in |z| <1) das 
Minimum der Kriimmung K der Bildkurven der Kreise |z| =r, 0<r <1, 
bei wachsendem r monoton abnimmt. 

Wir schicken zwei Bemerkungen voraus: 

1. Aus unseren Voraussetzungen folgt die Giiltigkeit der Beziehung 
(7,8) T(cos#,sind)= K(cos#,sind), (r+ty=—e'®). 

Ist auf |z| = 1 

12,1) Kk, 

so ist daher auch T>k auf |z| 1, und wegen (7,5) geniigt es dann zu 
zeigen, daB auch in |z| <1 Tk ist. 

2. Das Bildgebiet G des Einheitskreises der z-Ebene ist fiir k > 0 
ganz im Innern eines Kreises vom Radius : gelegen. 

Sei nimlich I ein Kreis mit dem kleinstméglichen Radius d, welcher 


G enthalt, und sei d > - Dann lagen mindestens zwei Punkte P, und P, 


der Randkurve auf dem Rand von I. Wir legen sie der Einfachheit halber 
in die Punkte (p,0) und (—p, 0) unserer Koordinatenebene z = x + iy, 
und zwar so, daB der Mittelpunkt von I nicht in die obere Halbebene falle. 


Nun ist aber =— f, | Kas = = f(a + <4) \dd (wenn man unter ds 


das Bogenelement der Bildkurve von z= e'’, 0 << 2a, versteht und 
das linksstehende Integral iiber diese ganze Bildkurve im positiven Umlaufs- 


sinne erstreckt), und ferner ist ; fa 1+ = di =1, weil ja in |z| <1 


w'(z) +0 ist. Daher ist fx ds = 2a, d.h. die Bildkurve umlauft jeden 


Punkt im Innern des Bildgebietes von |z| <1 genau einmal, und wegen 
K => 0 umschlieBt die Randkurve daher einen konvexen Bereich. 

Daher wiirde dann der eine der beiden, P, und P, verbindenden Kurven- 
bégen in der oberen Halbebene verlaufen. Auch lagen dann sicher Punkte 
dieses Bogens im Innern von J. Es gabe dann unter allen Kreisen I’, 
a*+(y+a)*=d*, Vd*— p*<a<d, welche keinen Punkt dieses Bogens 
in ihrem Innern enthaiten, einen Kreis mit kleinstem a, dieser hitte einen 
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Punkt Q dieses Kurvenbogens, Q + P,, + P,, auf seinem Rande und keinen 
Kurvenpunkt in seinem Innern, und die Kriimmung der Kurve in Q wire 


Ss <k entgegen unserer Voraussetzung. 


Damit wissen wir, da fiir die in {z|<1 regulire Funktion 
h(z) = kw(z) + C bei geeignet gewahlter Konstante C |h(z)| <1 ist. Dann 
gilt aber — als eine triviale Folge des Schwarzschen Lemmas’) — die Un- 


gleichung: | h’(z)| oe in |z| <r, r<1, oder (weil ja 6 =|w’|(1—2z2Z) ist): 
ké6s1, (|z|<1). 

Das Gleichheitszeichen wird hierin nur fiir solche Funktionen erreicht, 

welche den Einheitskreis |z| <1 auf einen Kreis vom Radius ; abbilden*). 


SchlieBen wir im folgenden diese trivialen Fille aus, fiir welche unser Satz 
evident ist, so diirfen wir fiir alle iibrigen zu betrachtenden Fille fiir k > 0 
die Ungleichung 


, 1 
99 . 
(12, 2) 6<¥ 
voraussetzen. 
13. Setzen wir nun U, = F(Ad) — |r|, 80 ist 


erstens die Funktion U, fiir 4+ k >0 iiberall in |z| <1 definiert”) 
und stetig und verschwindet fiir |z| —1; auBerdem ist U, fiir diese Werte 
[A => —k,|z| <1] eine stetige Funktion von /; 

zweitens wachst U, in jedem Punkte z,|z| <1, (im engeren Sinne) 
monoton mit 2. 

Da drittens nach (11,2) lim : (1 — F(Ad)) = —A ist und am Rande 
z|=1: T=k ist, so folgt aus der Relation (6 +0) 

é 2 ‘ 
U,= 3 {7-5 (1— Fiasyh, 

da es zu jedem 4,, 4, +k > 0, ein 0, <1 gibt, so daB U,, fiir 0, < |z| < 


<4 
positiv ist. 


14, 1. Entweder ist nun die Funktion U, fiir alle 4 > —&k in |z| <1 
positiv oder es gibt ein 4, > —k, so daBb U;, nicht tiberall in |z| <1 
positiv ist. Nach 13.3. gibt es dann mindestens eine positive Zahl g,, 
so daB in 0, <<|z| <1: U,,>0 ist, und nach 13.2. ist dann in 9, <|z|<1 
die Funktion U, fiir 4 > 4, erst recht positiv. 


*) Vgl. etwa L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie 2 (1927), S. 123. 

*) Vgl. etwa loc. cit. *), 8. 140. 

®) Ist némlich k>0, so ist 46 >—kd5>-—1 nach (12,2); ist dagegen <9, 
so ist 45>0; beide Male liegt also 45 im Definitionsintervall von F(p). 
Mathematische Annalen. 106. 38 
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2. Fiir hinreichend groBe 4 ist augenscheinlich U, in |z| < g, sicher 
positiv; in der Tat ist d=|w’|(1— zz) in |z|<, stetig und von 0 
verschieden und hat daher in |z|<, ein positives Minimum 4*. Fiir 24> 0 
folgt aber nach 11.1. aus der Ungleichung 6 >6*>0: F(4d) > F(40*), 
und letzteres wichst ja (wegen 5*>0) monoton mit 2 iiber alle 
Schranken. 

3. Andererseits gibt es sicher Werte von 4,4>4,, fiir welche das 
Minimum von U, im Kreise |z| < 9, nicht positiv ist. Die endliche obere 
Grenze all dieser i sei i*. Fiir dieses 4=2*(>4,> —k) ist dann das 
Minimum von U, in |z|< 9, gleich 0. Infolgedessen gibt es mindestens 
einen Punkt P*, und zwar im Innern des Kreises |z|< 9,, fiir welchen 
U,.(P*) =0 ist und in welchem U,- ein Minimum hat. 


4. Wir bezeichnen mit ~ das Minimum von U, auf |z|=,. yu ist 
dann positiv. Geben wir uns nun eine beliebig kleine positive GréBe ¢, e << u 
vor, so wird dann fiir 4>4*, wenn nur 4—4* hinreichend klein ist, 
U,(P*)<e, dagegen fiir |z| = 9, (wegen 13.2.) U,> sein. Somit hat 
U, in |z|<, ein Minimum in einem Punkte P,, der im Innern des 
Kreises |z| < g, liegt, und dieses Minimum ist einerseits 


U,(P,) < U,(P*)<e, 
und anderseits ist es positiv, da ja nach 13. 2. 


U,(P) > U,(P) >0 
in |z| <Q, ist. 
15. SchlieBlich bezeichnen wir noch mit M das Maximum von 
) = |w’| (1 — 22) im Kreise |z| < 9, (im Falle k > 0 diirfen wir nach (12, 2 
M< ; voraussetzen) und geben uns nun ein festes 4, >4*. Dann ist im 
Kreise |z| <0, fiir alle 4, i*°9<i<i,: 


1. F(id)> Min (F(i*5))=r>0, 
M2é2>5* 
und 2. sind die Koeffizienten D, und D, beschrinkt. Wahlen wir die 
GroBe e<y», so kann in P, auf keinen Fall t= 0 sein (weil sonst 
vy < F(id) = U,(P,) < e ware), und auBerdem ist dort 6+ 0; daher 
existieren in P, die zweiten Ableitungen von U, nach x und y. Wegen 
der Relationen (11,3): D,=0, D,< 0 und wegen 15.2. kénnen wir so- 
dann unsere GréBe e(0 < ¢ < v, u) so klein wahlen, daB in dem zugehérigen 
Punkte P, nach der Gleichung (10,3): 4U,(P,) <0 wird, wahrend doch 
wegen des Minimums in P,: 4U,> 0 sein miiBte. Damit haben wir einen 
Widerspruch, und es muf daher nach 14.1. in |z|<1 U, fiir alle 2 
(A--k > 0) positiv sein. Nach 13.1. ist dann auch fiir 4+ k=0 in 
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jedem Punkte 2,(|z,]<1): U,>0. Somit haben wir fiir alle |z|<1 die 
Ungleichung: 


(15, 3) U_,>0 
bewiesen. Und schlieBlich erhalten wir fiir 7 in |z|< 1: 


2 2 
T=*U_,+5(1—F(—kd)) >5U_,+ k nach (11,6) > k nach (15,3), 
womit unser Hauptsatz 1 bewiesen ist. 


16. Gleichzeitig haben wir aber den noch weitergehenden Satz gefunden: 

Satz 2. Ist in |z|<1 die analytische Funktion w(z) reguldr und 
thre Ableitung von Null verschieden, und ist, unter k eine beliebige feste, 
reelle Zahl verstanden, die Kriimmung der Bildkurve des Kreises |z| =] 
iiberall gréBer oder gleich k, so gilt fiir die in 7. definierte Funktion 


1 w" 


2 ai te 
oak Tan (1- 3 -ar (1— 27) —2/) 
die Ungleichung 


2 P - 


wobei die Funktionen F(—k6) durch (11,1) gegeben sind. 

Da wir beim Beweis der Ungleichung (15,3) lediglich die in 12, 2. 
genannten trivialen Fille ausgeschaltet haben, so brauchen wir nur noch 
den Satz 2 fiir diese Funktionen zu bestitigen, was aber durch direkte 
Rechnung sofort gelingt (vgl. (22, 3)). 


17. Es gilt folgende Erweiterung des Satzes 2: 


Satz 3. Es sei in |z| <1 die analytische Funktion w(z) regular und 
thre Ableitung von Null verschieden. Ste bildet das Innere des Hinheits- 
kreises, |z| <1, auf eine unverzweigte Riemannsche Flache R ab. Es gebe 
in |z| <1 eine Folge von einfach geschlossenen, nirgends singuldren ana- 
lytischen Kurven 3, welche gegen den Kreis |z|=1 konvergieren. Dabet 
set die Konvergenz in dem Sinne verstanden, daB, falls wir das Innere 
der Kurve %, mit G, bezeichnen, die Gebiete G, gegen das Innere des 
Kreises |z|< 1 als thren Kern") konvergieren. Die Kurven 3, médgen 
dabei durch w(z) auf Kurven abgebildet werden, deren Kriimmung grdfer 
oder gleich k,, ist, und es set limk, = k. 


n-> co 


Dann gilt auch fiir w(z) die Ungleichung 
(15, 3) U_,= F(—kd)—|rt| 20 (j2|<1), 


1”) Nach der Terminologie von C. Carathéodory, Untersuchungen iiber die kon- 
forme Abbildung von festen und veriinderlichen Gebieten. Math. Annalen 72 (1912), 
8. 124-125 und S. 129-131. 

38* 
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und es hat die bei der Abbildung w(z) entstehende Bildkurve jedes ganz 
in |z|<1 enthaltenen Kreises eine Kriimmung = k. 


Zum Beweise sei h,(z) die in |z| <1 regular analytische Funktion, 
welche das Innere des Einheitskreises, |z|< 1, auf das Gebiet G,, abbildet, 
mit h,(0)=0 und A,(0) reell und positiv — von einem gewissen n an 
ist die Festsetzung h,(0)=—0 sicher méglich. Dann ist |h,(z)| <1 fiir 
alle |z| <1 und alle n. Die A(z) bilden daher eine normale Funktionen- 
folge im Gebiet |z|<1.') Dann bilden aber ganz von selbst auch die 
in |z| <1 regular analytischen Funktionen w,(z) = w(h,(z)) eine normale 
Funktionenfolge im Gebiet |z| <1. w,(z) bildet |z| <1 auf die Riemann- 
sche Fliche R, ab, und die R, konvergieren gegen R als ihren Kern*®), 
Aus diesen Eigenschaften aber kann man beweisen, daB die w,(z) in jedem 
Kreise |z| < 0, 0 < oe <1, gleichmaBig**) gegen die Abbildungsfunktion w (z) 
konvergieren, welche die Abbildung von R auf das Innere des Einheits- 
kreises, |z| <1, leistet. Diese Herleitung brauchten wir blo8 wértlich nach 
einem Beweise von C. Carathéodory**) zu wiederholen. 


Aus der gleichmaBigen Konvergenz der w,(z) in |z|<o folgt, dab 
auch die Ableitungen w,(z) und w,(z) in |z| < @ gleichmaBig gegen w’(z) 
und w”(z) konvergieren, und da w’(z) +0 ist in |z| <1, so konvergieren 
ebenso die 7;,,;., gleichmaBig in |z|< 0 gegen T;,,.,. Aus dem Satze 2 
wissen wir, daB in |z|< 1 


Toni) => (1 Ba F(-— k,,4,,)) 


2 
6, 
ist mit 5, =| w,(z)|(1— zz). Daher ist auch (|z| <1): 

Trot) = lim Toy > lim (1 — F(—k,6,)) = + (1 — F(—ké)), 
und unser Satz ist bewiesen. 


18. Gilt fiir eine in |z|<1 regulare Funktion w(z) in |z|<1 

aes -t : f 1 co w” \ 
w'(z) +0 und besteht dort die Relation K = Twray & 1 + are) > k, 
dann sind fiir w(z) alle Voraussetzungen des Satzes 3 erfiilit — wir 


brauchen dazu blo8 jz] =1—— als J. zu wahlen — und es besteht 


daher dann auch die Beziehung 7,,,, >-(1—F(—&6)) in |2| <1. 


11) Vgl. etwa C. Carathéodory, Stetige Konvergenz und normale Familien von 
Funktionen, Math. Annalen 101 (1929), S. 530. 

*) Es wiirde hier iibrigens geniigen, durchwegs von stetiger Konvergenz bzw. von 
,»regularer Konvergenz im Gebiete |z|<1* zu reden; vgl. C. Carathéodory, loc. cit. **), 
8. 530. 

*%) C. Carathéodory, loc. cit. 1°), besonders S. 125—126, 131. 
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19. Erfillt eine Funktion die Voraussetzungen des Satzes 3, dann 
folgt aus diesem sofort, daB nicht bloB die Bildkurve jedes in |z|<1 
enthaltenen Kreises eine Kriimmung > hat, sondern daB dies auch von 
der Bildkurve jeder einfach geschlossenen, in |z|< 1 verlaufenden Kurve 
gilt, deren nichteuklidische Kriimmung iiberall stetig und gréBer oder gleich 
der Orizykelkriimmung ist (wenn man in |z|<1 die Lobatschefskysche 
hyperbolische MaSbestimmung einfihrt). 


20. Auf dieselbe Art wie ©. Carathéodory es in seiner Note‘) iiber 
die Studysche Rundungsschranke getan hat, kommt man noch zu dem fol- 
genden Satz: Bildet eine im Einheitskreis |z| <1 regulire Funktion, welche 
dort keine Nullstelle der Ableitung hat, diesen auf ein Gebiet ab, dessen 
Randkurve iiberall eine Kriimmung > k hat, und ist k& positiv, geht auBer- 
dem dabei-eine in |z| <1 gelegene regulare Kurve y in einen Kreisbogen 


. 1 
vom Radius Ps 


iiberall absolut kleiner als die Orizykelkriimmung, d.h. der Kriimmungs- 
kreis der Kurve y in irgendeinem ihrer (inneren) Punkte mu8 immer den 
Kreis |z| = 1 schneiden. 


iiber, dann ist die hyperbolische Kriimmung der Kurve y 


III. Kapitel. 
Ungleichungen fiir |w’(+)| und |w(z) — w(0)| und Schrankenbeispiele. 


21. Fiir jede regular analytische Funktion w(z), welche den Voraus- 
setzungen des Satzes 3 mit der Konstanten k geniigt, gilt nach (15,3) 
it| 5 F(—kd), (lz|<1), 
1 w" 


wobei wie friiher [(7,3)] t= 35 5 (1—2#)—7 und 6= | w’|(1 — 22) 
bedeuten und F(— 6) durch (11,1) gegeben ist. Nach (9,1) ist fiir 6 +0 











(21,1) += 87 |Ad| =|], 
und auBerdem haben wir 
(21,2) 22-Ad=—r2d—i4d, z—re+0  (r,é reell). 
Aus diesen drei Relationen (15,3), (21,1), (21,2) folgt nun 
a6 t 66 
7 dr roo . ; 
(21,3) “SFC ks) 21-7 0<r<l. 


Dabei miissen wir aber F(— kd) +0 voraussetzen, das bedeutet, da fiir 


k>0: 6 <; sein soll. Wir wissen bereits, da8 wir dadurch nur triviale 


4) Siehe Anm. °). 
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Fille ausschlieBen, fiir die wir hinterher das Ergebnis leicht verifizieren 
kénnen. 
Setzen wir 


b=| w’ (ret 9) | (1-72) 
dé 


Fb) = Yu (9: 4); 
' 5,=| w’ (0) | 
so ist 
r 
. aé 
or r 

J,(9) 90) = | Srey? 

0 





wenn wir langs des Radius # = konst. integrieren. Dabei erhalten wir 
aus (21, 3) 


r 


i 

















cdr dr 
9 = = a Re 
(21,4) (4,(8, 4) | = | doF(—ké) S ae kd) 
r=0 0 
(d= konst.) (@=konst.) 
r 
"a8 ‘| 
< ér r H oe | de sf it ie = ;+- 
(d= konst.) 


Setzen wir kurz F(— kd) = (6), so haben wir fiir k > 0**) nach (11,5) 
d l cs . 
i ie 1) 


(und dieses ist wegen 0 < f<1 fir + ; > 8> 0 von Null verschieden), und 
daher ist 











f=F(—k9) eaf 
2 _wigl ith 
(21, 5) J,(4, 54) = p—1 = isp ier: 
fo=F(—k4,) 
Somit erhalten wir aus der Ungleichung (21,4) (fiir k > 0) 
1- 1+ 1 
tor clef op clin (f, = F(— kd,)). 
teint tia 
Da da, ist und ;— (z reell) monoton mit x wichst, 
1—ffho 





—*sffesr 


*) Den Fall k= 0 lassen wir weg, da ja hierfiir die entsprechenden Ungleichungen 
schon bekannt sind, vgl. etwa L. Bieberbach, loc. cit. *), 8. 93, FuBnote 1. 
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und hieraus wiederum 


fs 


T+fo 


f2Ps520 (tS fys fy > 0). 








Aus diesen Ungleichungen folgt wegen kd = 1 — f? 


r+f,\? (l—r*)ké 
kd>1— (7) dahn* 
und (fiir r<f,, fy > 9) 


fo—r\*_ (1—r*) kd, 
bos1— (57) ~ =fer)*’ 
damit haben wir, wenn wir uns der Bedeutung 6 =| w’|(1 — r*) erinnern 
und noch bedenken, daB |w’(z)| iiberall von Null verschieden ist und 
daher nicht bloB das Maximum, sondern auch das Minimum auf dem Rande 
von |z| <r annimmt, das Ergebnis fiir k > 0: 
Es ist in |z|<r 














21,6) 

( } @lZa¢¢m 

und 

(21,7) ‘(2)| $< pe (fee rsh (fy> 9), 


dabei ist 3, —|w'(0)| und f= i—kd, (>0 fiir <1). 


Fir k<0 ist nach (11,4) 6-50.f—f—1 (ces ist fiir alle 6>0 
f>1), und daher folgt 








f=F(—-ké) 
J,(8, 8,) = a AL log f— 
fyi" 
—k| w’ (0) V4 
Aus der Ungleichung ( a) erhalten wir daher 
l+r 
= Rat -l1= fis l—r’ 





oder 
2 (f,—1)(l—r) W- 2 -Da+ fo-1) 
eee Mie ce 7 (f—1)e/- om (fo ul r) oD 
Nun ist aber nach (11, 1) 
—2(f—1ef-* =|w"|(1— +), 
und daher ist 


o £u3 Re 
(21,8) lm(s)|S-atpet OT” mm lel 














592 
und 


(21,9) | w’(z)|>- 2 aos 
—k (1+ r)? 
hierbei sind 6, =|w’{0)| und f, = F(—k!w’(0)|). 
Die Relationen (21,6) bis (21,9) stellen eine Art Verzerrungssatz fiir 
unsere Klassen von Funktionen dar. 
Die Relationen (21,6) bis (21,8) kénnen wir nochmals ieee 


(fo~ 


re in |z|<r, 


Fir k>0 haben wir wegen der Gleichung w(z)— w(0 =f w’(2)dz, 
wenn wir lings des Radius integrieren, 


w(z) —w(0)|< i} | w’(z)|dr< 4, i r nach (21,7) (r Sf), 
(o=nbonst.) 


und wenn wir dieses Integral auswerten, so erhalten wir 





(21, 10) | w(2) — w(0)| < 7" (r < fos fy > 9). 


Fiir die Abschitzung von |w(z)—w/(0)| nach unten bemerken wir**) vor 
allem, daB die Abbildung (nach (12,2) konvex und daher) schlicht ist. 
Ist w* = w(z*) ein dem Punkte w(0) zunichst gelegener Punkt der Bild- 
kurve von |z|= +r, so ist die Verbindungsstrecke von w* bis w(0) ganz 
z 

im Bildgebiet von |z| <r gelegen. Wir integrieren das Integral f w' dz in 
der z-Ebene iiber jene Kurve y von 0 bis z*, welche durch w(z) auf diese 
Strecke abgebildet wird, und haben fiir alle Punkte |z| =r 


w(z) — w(0)| > |w(2*) — w(0)| 


~ fiw asta fiw (2) Nara fatty nach (21,6) 
oder 


(21, 11) |w(2)—w(0)|> 75%, fiir le|—r. 


> a 
T+ 


Entsprechend bekommen wir fiir k < 0 und |z|<r aus (21,8) 


nite gene _dr 1 fer 


(21,12) |w(2)—w(0)| <3, 8 fe =f Ui fe 


(8 =|w'(0)|, f= F(—k|w'(0)|)). 








16) Vgl. zu folgendem: Pélya-Szegé, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis I, 


Berlin: Julius Springer 1925, Abschnitt IV, Lésung zur. Aufgabe 152, 8. 202. 


—_ ete 




















ae 
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22. Die in (15,3) auftretenden Schranken F(— 6) sind ebenso wie 
die in (21,6) bis (21,12) auftretenden bestmdgliche, d. h. es gibt keine 
besseren nur von k& und 6 (fiir (15,3)), bzw. nur von k, 6, =|w’(0)| und 
\z| =r (fiir (21,6) bis (21,12)) abhangenden Schranken. Betrachten wir 


nimlich fiir irgendein k > 0 und ein 4,, 0 <6,<~ die Funktion 








(22, 1) w(z)— 75%, mit f= yI—kd, (20), 
so ist 
P 6 fotz 
99 = 2 = —-2 
(22, 2) w’(z) ashe und t 1 +f, 
und daher 
6,(1—22Z) 





d= |w'(2)| (1 — 28) = BOOED 
und 





2 6(1—22) 1+fo2+f,2+/f327%—kd,+kd,27 
eae = tee [1+h2l" 
und wegen kd, =1—f? 
1 
|\1+f2|* 
fiir jedes z,\z| <1. 


Da fiir reelles z,1 >z> —f,, der Ausdruck iS alle Werte von 0 
0 


bis 1 stetig durchliuft und auch 1—k6d diese Werte alle annimmt, so 
bestatigt (22,3), daB das Gleichheitszeichen in (15,3) fiir jedes k > 0 und 


jedes 6,0<6 <; eintreten kann. Ebenso liest man aus den Gleichungen 
(22,1), (22,2) fiir reelles z ab, daB die in den Ungleichungen (21,6), 


(21,7) und (21,10), (21,11) auftretenden Schranken im erwihnten Sinne 
die bestméglichen sind. 


Fiir irgendein k< 0 und 4, > 0 betrachten wir die Funktion 


fot? 


(22,3) (f(6))*= 1+f,2 





(fo + fy(2+ 2) +22) = 














1+z \ . 
(22, 4) wo(2) = 1 (e'li=a) _ of), p= F(—ké,)—1, 
fiir sie ist 
l+z 
’ 1 2B Ss 
22 5 = 1—z 
(22,5) w'(e) =} - thee 
und 
5 its s p-imtt. 
(22, 6) 3(f —1)6f~2 am — BG we 9s og 1-5 9g. tO Ti-sF 
j1—2|* }1—2!* 


und daher fiir alle z,|z| <1, 
((8) —1 = F(—bs) —1 =p. 


“|i=a]* 
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1—z—2Z+22+ (1-22). 











(22, 7) f(d) = - ; 
}1—z|* 
anderseits ist “- ——*— (g+41—z) und 
w §=§=6(1—z)* 
(22, 8) on -22)(B—1—2z)—2(1 z)?_ B+1-z2—Z+22(1—£) 
es (1—z)? (l—2z)? . 


Somit ist also sowohl fiir k > 0 als auch fiir k < 0 fiir die durch 
(22,1) bezw. (22,4) gegebenen Funktionen w(z) fiir alle z,|z|<1, die 
Gleichung 
(22,9) |r] = F(—kd) 
identisch erfillt, und die Funktionen geniigen den Voraussetzungen der drei 
Hauptsaize. 

Wahlen wir irgendein &< 0 und irgendein 5>0, bestimmen fiir 


reelle z die GréBe (6 rte) gemals (22,6) und wahlen auBerdem noch f 


beliebig, z. B. gleich 1, dann erhalten wir hieraus ein ganz bestimmtes 
reelles z mit —1<z< 1; fiir dieses z wird dann in (15,3) das Gleich- 
heitszeichen fiir die beliebig vorgégebenen 6 und k& durch w(z) angenom- 
men. Ahnlich ersieht man aus (22,4), (22,5), daB fiir <0 die in den 
Ungleichungen (21,8), (21,9) und (21,12) auftretenden Schranken best- 
mégliche sind. 


(Eingegangen am 20. 6. 1931.) 














Uber die Verallgemeinerung der Picard-Landauschen und 

Picard-Schottkyschen Sitze auf Reihen, die nach Potenzen 

eines Polynoms fortschreiten und Polynome niedrigeren 
Grades zu Koeffizienten haben. 


Von 


M. Fekete in Jerusalem. 


1. In einem Aufsatze Ober den Schottkyschen Satz") habe ich den 
wohlbekannten Picard-Schottkyschen*) Satz, bereits in seiner von Landau*) 
verscharften Form, von nach steigenden Potenzen von x — & geordneten 


Potenzreihen s a,(a—é&)” (mit von x unabhingigen Koeffizienten a,) 
v=0 


auf solche Reihen 

(1) a,(x) + a,(2)w(x)+...+4,(2)w(z)’+... 

iibertragen, die nach Potenzen eines Polynoms w (x) =2"-|-c,2*~*+...+¢, 
k-ten Grades (k > 2) fortschreiten und Polynome a,(z) eines niedrigeren 
Grades in x zu Koeffizienten haben‘). Mit Hilfe einer Umgestaltung®) des 
Picard-Schottkyschen Satzes bewies ich namlich den Satz®) 


S. Ist die Potenzreihe (1) — wo w(x) und a,(x) (y=0,1,2,...) 
die angegebene Form haben — fiir |w(x)|<R konvergent und thre 


1) Journal fiir reine u. angewandte Mathematik 165 (1931), S. 217—224. 

*) Sitzungsber. der Kgl. PreuB. Ak. der Wiss., Berlin, 1904, S. 1244—1262, 
8. 1255. 

5) Nachr. von der Kgl. Gesellsch. der Wiss. zu Géttingen, math.-phys. Klasse, 
1910, 8. 303—-330, 8. 309. 

*) Literaturangaben in bezug auf den Reihentyp (1) siehe in der Inaugural-Disser- 
tation von A. Kienast, Uber die Darstellung der analytischen Funktionen durch 
Reihen, die nach Potenzen eines Polynoms fortschreiten und Polynome eines niedereren 
Grades zu Koeffizienten haben; Ziirich 1906, 8S. 1—62. 

5) A. a. O. *), Satz I, S. 218. 
*) A. a. O. *), Satz II, 8. 217. 
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Summe F(x) daselbst iiberall von 0 und 1 verschieden, geniigen ferner 
a,(x) und # den Ungleichungen 


Max |a,(z);} <4, O<0<1, 


ow (r)=0 
so liegt der Betrag von F(x) fiir |w(x)|< 0R unter einer Schranke 5, 
die nur von 1,3 und vom Grade k des Polynoms w(x) abhdngt und von R, 
von den Nullstellen &,,...,&, von w(x) und von den Koeffizienten der 
Rethe (1) unabhangig ist. vorausgesetzt,daB der Lemniskatenbereich 
\w(x)|<R aus einem Sticke’) besteht. 

2. Gestiitzt auf dieses Resultat habe ich dann den Satz von Landau‘) 
selbst, mit dem er die wichtigen Untersuchungen im Picardschen Ideen- 
kreis neu eréffnet hat, von gewdhnlichen Potenzreihen auf deren Verall- 
gemeinerung von der Form (1) iibertragen, indem ich folgendes*) bewies: 


L. Zu jedem positiven 1 und mw und zu jeder natiirlichen 
Zahi v gibt es eine positive, auBer von diesen Zahlen noch von k ab- 
hangende GréBe A = A(i,u,v,k) derart, daB jede Potenzreihe (1) mit 
w(x)=(x—6,)...(2—&,), k2>2, Max |a,(x)| <4, Max |a,(x)| 2x, 

w(z)=0 @ (z)= 


welche im Bereiche |w(x)|< Max(A,M) konvergiert, daselbst eine 
Summe F(x) liefern mu, die dort mindestens einmal gleich 0 oder 1 
wird. Hierbei ist M durch die Gleichung 
M= Max |w(z)| 

definéert. <n 

3. In der vorliegenden Arbeit will ich zeigen, daB man beide eben 
angefiihrten Satze betrichtlich verschirfen kann: von den Voraussetzungen 
des Satzes S kann die Forderung, daB |w(x)|<R aus einem’) Stiicke 
bestehe, gestrichen werden, ohne daB die Richtigkeit der dortigen Behauptung 
in bezug auf die Existenz der Schranke _S(1,0,k) fiir : _ a F(zx)| ge- 

o(z)|S0 


fahrdet wird; und ahnlich (und vom genannten Umstande bereits Gebrauch 
machend) kann fiir die charakteristische Konstante R des Gebietes | wm (2x)|< R, 
worin (1) konvergiert, ohne 0 oder 1 zu werden, eine einzig und allein 
von A, wu,» und k abhiangige obere Schranke angegeben werden, auch 


*) In bezug auf die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, damit die 
Punktmenge |o(x)(<R ein Kontinuum bildet, vgl. meine zweite Mitteilung Uber 
den transfiniten Durchmesser ebener Punktmengen“, Math. Zeitschr. 32 (1930), 
8. 215—221, 8. 219. 

*) Uber eine Verallgemeinerung des Picardschen Satzes, Sitzungsber. der Kgl. 
PreuB. Ak. der Wiss., Berlin, 1904, 8S. 1118—1183. — Uber den Picardschen Satz, 
Vierteljahrsschrift der naturf. Gesellsch. in Zirich 51 (1906), 8. 252—318. 

*) A. a. 0. *), Satz V, S. 222. 
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wenn R< Max |w(x) ausfaillt und daher 'w(z)|< R wiederum kein 
o'(z)=0 


Kontinuum”) bildet. 

4. Zum Beweise der erwahnten Verscharfungen gebrauche ich aufer 
der eingangs genannten Umgestaltung des Picard-Schottkyschen Satzes 
(die ich ausfiihrlich unter A angeben werde) zwei Hilfssitze (B und C) 
elementarer Natur iiber Lemniskaten, die so lauten: 


B. Es sei J eine geschlossene Jordankurve, lings deren |w(x)|=R 
ist (R>0), und Jo bezeichne eine zweite geschlossene Jordankurve, langs 
deren |w(x)|= OR gilt (0< 9,2 9<8, <1). Jy enthdlt mindestens eine 
Nullstelle von w(x)=2x*+¢,2*-*+...+¢,, 2. B.&,, deren Entfernung 
von Jy, bzw. J durch 6, bzw. A bezeichnet werden soll (A >5>0). Endlich 
bedeute s die Spanne von J. Es sei A <8. Dann laft sich der Quotient ~ hed 
nach oben durch eine Zahl u abschatzen, die nur von 3, und k abhdngig iat. 

C. Es seien J, 3, 9,, 8,, Jo, w(x), k, R, 8, &, wie in B, J, jedoch 
von J umschlossen. Die Entfernung zwischen J und Jy bezeichne man mit t 
(t>0). Dann lapt sich der Quotient ; nach oben durch eine Zahl v ab- 
schdtzen, die nur von 3, und k abhdngt. 


. Man verifiziert die Hilfssitze B und C etwa so: 
Nach Voraussetzung ist Min |x — ¢,| <8; fiir die iibrigen Nullstellen 
z auf J 


é(2<t<k) von w(x) kann Min lt 82 s ausfallen. Es gibt, bei 
z auf 


entsprechender Wahl der Dende eine tried Zahl h < k derart, 
daB fir 1<t<h Min |a—é,|<s gilt und, falls h<-&k ist, fir 
h+1<icsk Min ™ i z | >s besteht. Beim Beweise von B (wie C) 
unterscheide ods a Fille, je nachdem h = k oder h < k ist. 

1°. Ist h=k, d.h. besteht Min |z —é,| <s fiir jedes iS k, ]1, 


azauf J 
: Bis 
so schreibe man den Quotienten y im der Form 


=~ K 
b |m— Ss |----*|m— Fel” 





wobei », einen solchen Punkt auf J, bezeichnet, wofiir |, —£&,| = ist. 
Es bedeute 2; einen solchen Punkt auf J, der den Ausdruck |x — é;,| 
minimisiert, wenn x auf J variiert. Dann besteht, nach Voraussetzung, 
|z,— &;| <8; und daher folgt 





1”, — &;| Si[n, — 2z,|+12,—§|<38+8—4e, (¢ = 2,...,&); 
fiir x auf Jist ja |, —2z|<|y,—§,|+ |§,—2,|+|2z,-—2| [6 +4+8<3s. Also 
1 R 
0 2G - 











598 M. Fekete. 


Beachtet man nun, da8 die Relation 
(2) \R2+ 
gilt (da doch der transfinite Durchmesser*®) von J < dem transfiniten 


Durchmesser (= VR) der Lemniskate") | (2)|—=R und andererseits der 
transfinite Durchmesser jeder geschlossenen Jordankurve > dem vierten 
Teil der Spanne dieser Kurve ist**)), so leuchtet sofort ein, da8 im 


1”) Ich habe den Begriff des transfiniten Durchmessers bereits fir allgemeine 
abgeschlossene und beschrankte unendliche Punktmengen M in meinem Aufsatze 
,Uber die Verteilung der Wurzeln“ usw., Math. Zeitschr. 17 (1923), 8.228 —249; S. 231, 


§.237—240 eingefihrt: Ist a2) der Maximalbetrag des Produktes II (2,—*2), 


isi<kSn 
wihrend z,,2,,...,2, Voneinander unabhingig die Menge M durchlaufen (n= 2), 
so konvergiert die Folge der Diameter“ d,,d,,...,d,,... monoton abnehmend 


gegen einen nichtnegativen Grenzwert, d=d{M}, den transfiniten Durchmesser 
von M. Aus dieser Definition folgt u. a. die Tatsache, daB d{M}>d{N} sein 
muB, wenn N irgendeine (abgeschlossene und beschrinkte) Teilmenge von M be- 
deutet. 

11) DaB der transfinite Durchmesser einer Lemniskate | w(x) |=|(x—§,)...(z—§,)|=R 


mit k Brennpunkten 6,, &,,..., &% gleich VR ist, folgt aus dem allgemeingiiltigen 
Satze: Ist M eine Punktmenge wie in der FuBnote *) und bedeutet ¢,(2) das zu M 
gehérige Tschebyscheffsche Polynom n-ten Grades, d. h. dasjenige Polynom vom 
héchsten Gliede x", fir welches das Maximum m, des Betrages auf M kleiner aus- 
fallt als fiir irgendein anderes Polynom von demselben héchsten Gliede, so ist 


lim Ym, sicherlich vorhanden, und sein Wert stimmt mit d{M} iiberein. Vgl. a. a. O.'), 
n->o 


FuBnote *), S. 234. (|¢,(z)| =m, ist diejenige ,Uberdeckungslemniskate“ von M, 
fir welche der ,,Lemniskatenradius“ Yn, kleiner ausfallt als fiir alle anderen eben- 
falls mit » Brennpunkten.) 


*) Dieser Umstand folgt sehr leicht aus der Definition des transfiniten Durch- 
messers. Es seien A und B solche Punkte auf J, daB die Lange der Strecke AB 


gleich der Spanne von J ist. Man bezeichne mit ¢/, £{, ..., §% ein Punktsystem auf 
AB, fiir welches II |%,—2,| sein Maximum erreicht, wenn z,, x,,..., Z, die 
isi<kSn 


Punkte dieser Strecke durchlaufen. Man kann ersichtlich n Punkte &,,..., £, auf 

der Kurve J finden, deren orthogonale Projektion auf AB der Reihe nach mit 

&{, §{,..., &% zusammenfallt. Dann ist aber TT \&—&| 271) &/ —&{|, und 
isi<ksn 

daher muB d, {J} >d, {AB} sein, wobei d, {J} bzw. d, {AB} den zu J baw. AB 

gehérigen ,n-ten Durchmesser“ bezeichnet (vgl. FuSnote ™)). Daraus folgt 


d{J}= lim d,{J}=> lim d, {AB} =d {AB}. Beachtet man noch, daB der trans- 
n> co n->o 


finite Durchmesser einer Strecke gleich dem vierten Teil der Lange dieser Strecke ist 
(das ist eine leichte Folge aus der Definition), so hat man die Richtigkeit der Be- 
hauptung 4-d {J} [der Spanne von J, w. z. b. w. Der eben bewiesene Satz ist mit 
einem wohlbekannten Koebe-Bieberbachschen Satze iquivalent (iiber die untere 


(Fortsetzung der FuSnote '*) auf nichster Seite.) 














Picardsche Siatze. 
Falle h =k 


1 > sk eon 1 
& = 4%.5.(48)F-* 8 4. 164-2” 





4-16*-* _ 4.16*-1 
< 


8 
adh << 





; =", 
gilt, w. z. b. w. 


2°. Ist hoo k—1, so bezeichne man mit z, einen Punkt auf J, 
fir den 


Jao— &,|--+-+]&% — &| = Max |(2 — §,)-...-(2 — §)| 


besteht; 7,, 2; sollen ihre obige Bedeutung beibehalten. Es gilt dann offenbar 
































lay—é, |-...-la—& | 

| — & |-----|m—&| 
2. 3 lm. — Spar |-----|m— Sel 1 m= 201 +1 Ho— Fags l)-+ + Ui 01+ 20— Sel) 
Ol te—Fagals--- meal BO | to— Eggs |e---*|Zo— Syl 
7. m-% |). ./y 4. |m—%]\ Af jo 8 
=a(t+ late e |) + RSR) Salt F) <4 
andererseits ist 
| ay— & |-...+ latg— En | | ato — & |+...*| ty — Spf 
lm—F:|*--Im—-&l = lm — &. 1 (1 1 — Ze | +| te— Fa 1)*--- (1m — 2a | 1 } ta— Sa]) 

> d* > s* aes 1 





= 35.(48)*-' =4".6-(48)*—* 3 4-16*-*’ 
wobei d den transfiniten Durchmesser der Kurve J bedeutet (da durch 
die Lemniskatenfliche | (2 — é,)-...-(2 — &)|<| (a — §,)+...+(a— &,) 
die Kurve J iiberdeckt wird, also ihr*') transfiniter Durchmesser 





oa - 
(=1 |%o— 8, ]----"] #o— & 1) 


den transfiniten Durchmesser (= d) von J nur iibertreffen kann und zwischen 
d und s die obenerwihnte Relation bestehen mu8**)). Daher besteht im 
jetzt ins Auge gefaBten Falle 


8 ete" wee" 4 * 
= a eh ars a. 
4-16*-! , ; , 
3 = 4 (9, &) in beiden Fallen den Forderungen entspricht. 
0 
6. Auch beim Beweise von C fiihrt die eben benutzte Fallunter- 


scheidung zum Ziele: Sind a und 6 solche Punkte auf J bzw. auf Jp, 








wonach % = 





Schranke des Abbildungsradius bei konformer Abbildung des AuBeren von J auf 
KreisiuBere) — die Aquivalenz folgt aus der Gleichheit des Abbildungsradius und 
des transfiniten Durchmessers in vorliegendem Falle ; vgl. a. a. O. *°), § 4, 8. 237-.240 —, 
und er ist in einem Satze von G. Pélya enthalten; vgl. seinen ,Beitrag zur Verall- 
gemeinerung des Verzerrungssatzes auf mehrfach zusammenhingende Cebiete“, 
Sitzungsber. der PreuB. Ak. der Wiss, 18 (1928), 8S. 22% —232, S. 229. 
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welche der Forderung |a — b| =¢ entsprechen, so folgert man aus den 
evidenten Beziehungen 


” | (k) | 
(8) R(1— 0) <|@(a)—a(6)|<| a" (a)|¢+ 47 Let... + Ole 
im Falle h =k die Relationen 
Z k\.3 a 
(4) R(1— 8)<(f)t-(26)" *+4-(5)t*-(2a)*-*-+...+-(E\t*—(t+20)"—(20)* 
da doch fiir »=1,2,...,k 
|ja—é|S|a—2,|4 laz,—&|Se+s=—28 


@”(a) 


besteht (x, habe die obige Bedeutung!), woraus fiir = offenbar die 
Ungleichung 








Lor (a)| 


k—-» (k\ 
v. \y 


< (28) = (»=1,2,..., ) 

folgt. Nun gilt andererseits (2), was, samt (4), auf die Ungleichung 
+(1— 8) S(t + 2¢)"— (26)* 

fiihrt, folglich muB8 


28 





1 ] 
8 2 2 
ae. ee 
Yi+-e-1 1+ 1 
gk gk 


gilt. 
Im Falle h < k setze man 


(a— &,)-....(@—&)=—@, (x7), (a —&,,,)-...-(2 —§,) =o, (2). 


Dann 1aBt =<(9), fir 1<»<k, die Abschatzung 
nm) o{” Pf. —v(h 
(5) "| < (24)" (*) 


zu (da ja fir i=1,2,...,hk, |a@—& |S |a—2,|+|2,—€,| <2e gilt), 
wahrend der Betrag von wy’ (a) (» =1,2,...,) die Ungleichung 
we 


@o(a)|_\ » ) 


v! w,(a) 8” 


(6) 





Baie he | wg (a) | 1 1 k-h 
befriedigt (es ist z. B. |4(a) | © Tem basal F ++: TTS ET “7 


und fhnlich laBt sich die fragliche Ungleichung, mit Hinsicht auf 
ja—&,,|>8,...,|a@—€|>s8, auch fir »>1 verifizieren) . Die Ver- 
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len kniipfung von (5) und (6) mit Anwendung der Regel von Leibniz ergibt 
die Ungleichung 
t (e-* (#9) 
a1) < h—v (hy h-r+ia/ h #, h-v+2/ h 2 \ 
vale) <Tastan {28 (;) + (2 a)-74*(,* + (Ba) (9) et oof 
ys was ich auf die Form 
nm, | @™(a)| _(28)°-" (vb ( bh \(k—-h) , of & \/k-h 
\/) v!@(a) < recat (en) + 3(,—1)( 1 )+2 (,-2) )+ of 
i bringen kann. 
e 
Es sei nun 2, auf J derart festgesetzt, dab 
k) | 1 (20) | = | — F1]-+-+*1%o— &| = Max | a, (2)| 
ist. Mit Hilfe dieser Festlegung soll fiir |w,(a)| eine Abschitzung nach 
unten gefunden werden. 
Es ist 
R | @, (Xq) We (29) | 
( — os 0 
11 (@)|= Tow [os (a) | 
| ty — Faasl'- -*|%— §,| |X yaa |+---*| 29 — Fal 
=|, (29) | ja ye se . |a—§,| =|, *o )\- (|a—2%q|+|% —Fy43|)°---- (la ~ &y | + | Xo - $x|) 
. 1 1 
=|«, (%»)|7 roe aah >|, (%)|- ; ; 
(14 | |)... (141F ra (14+4)..... (14+) 
ees 
=|; (%9)| "Sam 
und VJc [w, (a)| der transfinite Durchmesser der von | m,(x)| < | @,(a,) | 
bedeckten Kurve J, daher >- re mo 3 besteht 
Pi 
{8) jw, (a)| >). or- == 5 
die Verbindung von (7) und (8) liefert 
)y 
| wo” (a) (2s)*-"-2*+* srhy h\(k—h\ , \ 
Storey |< eh (,) +2(,-1)( 1 J+. 
Qk+2h-r hy 7 hk \ (kh) 3 
-- {(" +2(°,)("5 ) +... tweel, 52 8). 
A Aus dieser Relation und aus (3) erhellt die Tatsache, dab 
if an r(R\ , o-real & \(k-m) 
Bs -~ <3! )2 ok {2- (,) +. 3 52 A al )+--4. 
Mathematische Annalen, 106. 
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Nun beachte man, dab 


{ 


—v+1/ h \ ;k—hy 


a") +2 7) | ) + eee 
k—h k—h \ (7h) _, Lyhy , L/h \ toes Fee 
<(1+( 1 )+( 2 )+-+-)( ‘+ a (1) 4 4 \o) +--+) S25 
ist. Deshalb besteht 
k k 
1—0< (=) 2%-3*<12"S)(=) <k-12".- 
r=l v=1 
und folglich 
s _ k-12* _ k-12" 
¢ ~1-0 1-8," 
Definiert man v = v(#,,k) durch die Gleichung 
Be 
v = Max) E12 


2 
gk 


so besitzt diese GréBe die in C geforderten Eigenschaften. 


7. Nun fiihre ich den dritten Grundstein fiir den Beweis der be- 
zweckten Verschirfungen der Siatze S und L an: 

A. Es sei B ein einfach zusammenhdngender, abgeschlossener endlicher 
Bereich in der komplexen x- Ebene, und es bedeute B(o) die Hiille von B 
vom Radius 0 (0 > 0), d. h. die Gesamtheit derjenigen Punkte der Ebene 
von B, die in den um die Punkte von B mit dem Radius o beschriebenen 
Kreisflachen liegen. Es sei d der transfinite Durchmesser von B, und es 


bestehe <q. Es sei g(x) eine im Innern von B(o) reguldre analyti- 


sche Funktion, die daselbst von 0 und 1 verschieden ist und die in einem 
Punkte x, von B einen Wert y, besitzt, der die Ungleichung | y,| < p be- 
friedigt. Dann liegt der Betrag von g(x) in B iiberall unter einer Schranke, 
die nur von p und q abhdangt**). 

8. In bezug auf den Beweis dieses Hilfssatzes verweise ich auf den 
eingangs erwahnten Aufsatz und will zeigen, daB die Kombination von 
A und C auf die folgende Verschirfung von § fiihren kann: 


3) Da der transfinite Durchmesser d von B nur kieiner als die Spanne s von B 
sein kann (vgl. die Definition des transtiniten Durchmessers; s. FuBnote *°)), so kénnte 


jede obere Schranke Q fiir den Quotienten * die Rolle von q des Hilfssatzes A iiber- 
e 


nehmen; andererseits, mit Hinsicht auf die in der vorangehenden FuGnote **) be- 
wiesenen Tatsache s< 4d, wiirde dabei dieser Satz keine Abschwichung erleiden 
(es gilt ja Q, = 4q, fir Q, = untere Grenze der Q, g, = untere Grenze der q). 
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S’. Liefert die fiir |w(x)|< R konvergente Potenzreihe (1) eine 
daselbst von 0 und 1 verschiedene Summe F(x), so liegt | F(x)| fiir 
jo(x)| SAR, O<9<1 unter einer nur von 3,k (= Grad von w(zx)) 
und A (> Max | a,(z)|) abhingigen Schranke =’ = S'(i, 0, k). 


In der Tat, der Lemniskatenbereich |w(x)|< #R ist entweder selbst 
ein einziger Bereich B, mit unter A angegebenen Eigenschaften, berandet 
durch die aus einem einzigen doppelpunktlosen Zuge bestehende Lemnis- 
katenkurve |w(a)|=#R und alle ,Brennpunkte“ dieser Kurve: die Null- 
stellen w(x), enthaltend, oder aber er zerfallt in mehrere solche vonein- 
ander vollig getrennte oder in einzelnen Punkten miteinander zusammen- 
hingende Bereiche B,,..., B, (1%), auf deren sich nicht schneidenden 
Berandung |w(x)|=#R ist, und welche je mindestens eine Nullstelle £, 
von w(2) enthalten. 

Im ersten Falle kann B,, im zweiten aber jeder von den Bereichen 
B, (i =1,2,...,2) die Rolle von B im Satze A iibernehmen, wenn als 0 
die Halfte der Entfernung ¢ seiner Berandung vom einfach geschlossenen 
Zuge Z der Lemniskate |w(ax)|—=R, der ihn umschlieBt, gewahlt wird, 
als g(x) aber die Summenfunktion F(a) der Reihe (1) fungiert, da doch 
diese Reihe zufolge der Voraussetzungen in jedem abgeschlossenen Bereiche 
innerhalb von Z gleichmaBig konvergiert’*), also mit ihrer Summe eine 
regulare analytische Funktion von x definiert, die die Werte 0 und 1 aus- 
la8t. Beachtet man noch, daB Min! F(2)|, wenn z zum Bereiche B, bzw. 
B, (¢=1,2,...,1) gehért, nicht grdBer als Max | a,(zx)| ausfallen kann, 
da in Nullstellen von w(x) die Gleichung F(x) =a,(2) besteht und die 


genannten Bereiche, wie erwahnt, je mindestens eine Nullstelle von (2) 
enthalten, so leuchtet einem sofort ein, daB als p die GréBe 4 fungieren 


. , ‘ . : . , l 
kann. Endlich laBt sich — in vorliegendem Falle — der Quotient =, laut 


dem Hilfssatze C, durch eine nur von # und k abhangige obere Schranke 
abgrenzen; es ist namlich — mit Hinsicht auf die Definition von 9 — 
“<2°<20(0,k), 
da ja der transfinite Durchmesser vom Bereiche B; (¢ =1 oder 1S i <7) 
kleiner als die Spanne dieses Bereiches und folglich a fortiori kleiner als 
die Spanne s von Z ausfallen muB. 

Damit ist der Beweis von S’ in allen Stiicken dargetan. 

9. Auf S’ und auf die Hilfssitze B und ( gestiitzt, will ich nun die 
in 3. kurz erwahnte Verscharfung des Satzes L herleiten. Ich formuliere 
sie im folgenden Satze 


44) Vgl. z. B. a.a.O. *), FuBnote "). 
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L’. Es sei i>0, p> 0, v>1, k>2. Dann gibt*) es eine posi- 
tive GréBe A'’=A'(i, u,v, k) 80, dap jede Potenzreihe (1) mit 
w(2) = (2 — 6) ---(@— 8), Max |ag(2)| $4, Max |a,(2)] 2 n, 
@o(z)= w(zZ)= 


welche fiir |«(x)|< A’ konvergiert, daselbst eine Summe F(x) liefern 
mu, die dort mindestens eine Null- oder eine Einsstelle hat. 

Zum Beweise berufe ich mich zunichst auf die Tatsache, daB man, 
wenn die Reihe (1) fiir |m(x)|< r — gegen die Summenfunktion F(z) — 
konvergiert (was ich wahrend meiner folgenden Betrachtungen annehmen 
will). die Koeffizienten a,(z) von (1) fiir jedes m und fiir jedes z mit 
| »(x)| <j in der Form 


. 1 F(é) w(t)—@(2z) >, 
(9) a,(z) = 5 > —————— dé 


w(e)"*2 g—2z 
Jol(G)|=o 





ausdriicken kann**), wobei @ zwischen i und so festgesetzt ist, daB die 


zum Integrationsweg dienende Lemniskate |w(f)| = entweder selbst eine 
einzige geschlossene Jordankurve ist oder in mehrere solche, voneinander 
getrennte Jordankurven zerfallt; man hat lings dieser Kurven K beim 
positiven Umlauf zu integrieren. 

Der Annahme zufolge kann nun der Integrationsweg in (9) derart 
modifiziert werden, daS man jeden seiner Bestandteile K (oder einzelne 
Gruppen G aus diesen Kurven) mit irgendwelchen, K (oder G) umschlieBen- 


den, im Ringe 9 <|@(z)|< = laufenden Jordankurven K™ ersetzt, da 


) Aus der Existenz der GriBe A’ (mit den geschilderten Eigenschaften) im 
speziellen Falle »y =1 folgt ihre Existenz fiir beliebige »>1. Denn aus der Konver- 
genz der Reihe a,(x)+a,(x)w(x)+...+a,(x) w(x)"+a,,,(z)@(x)”**+...(v22) 
fir |w(x)'<r folgt die Konvergenz der Reihe A,(x)+A,(z2) 2(2)+... im Gebiete 

Q(x) <R, falls A,(x) = a,(x)+a,(2)@w(x)+...+a,_,(z)@(z)”"*, A,(x) =a,(2) 
~ Ay, @( 2) +...4+g,_,(2) w(x)” *,..., Q(z) = w(x)”, R=r” ist; auch die Summen- 
funktionen der beiden Reihen miissen iibereinstimmen; weiterhin, aus den Voraus- 
setzungen Max|a,(x)| <4, Max|a,(x)| > folgt Max | 4,(7)|S 4, Max| A,(x)| >u. 
«w(z)=0 w(z)=0 2Q(z)=0 Q(z)=0 
Hat man also einmal bewiesen, daB jede Reihe A,(z)+A,(z2) Q(x)+... mit 
Max | A,(z)!< 4, Ke) fa (x)| 2>u>0 fir | Q(x)| =|27R + C,2K-1+...4+CK|<R 
L(2)=0 
nur dann PRES « wa eine von 0 und 1 verschiedene Summe geben kann, wenn 
R<A”=A"(i,u, K) ist, so folgt daraus fiir die r-Werte, fir welche die Reihe 
a,(x)4...+4,(x2)@(x)"+... mit w(2)=2*+¢,2*-'+...4q, Max|a,(z)| <4, 
@(z)=0 


Max |a,(x)|2>a">0 in |@(x)|<r konvergiert und von 0 und | verschieden ist, auf 
wmiri=0 


Grund des Obengesagten, die Ungleichung r< 1 A”(i,, k-v). Mit anderen Worten: 
als ah 4,u,r, k) kann 1A"G, u, k- ’) dienen. 


+ &Ge. 
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doch dann der Integrand an der rechten Seite von (9) im Ringe zwischen 
den alten und den neu eingestellten Kurven regular ist. 

Ich will als K* immer eine solche Kurve wahlen, deren Umfang, geteilt 
durch ihre Entfernung von den Nullstellen des w(z)j, sich leicht nach 
oben {mit Hilfe von k) abschitzen laBt. 

Zu diesem Zwecke fasse ich zu je einer Gruppe jene Bestandteile 
(= einfach geschlossene Ziige) von |w(£)|—@g zusammen, welche durch 
einen und denselben einfach geschlossenen Zug von | w(é)| = %r umschlossen 
sind, und dann konstruiere ich in der Ebene von |m(&)| = mit zu den 
Koordinatenachsen parallelen Geraden ein quadratisches Netz so, daB die 


Lange / der Maschenseiten gleich der = fachen Entfernung zwischen der 


eben ins Auge gefaBten Kurvengruppe I’ und dem zugehdérigen Zuge Z 
von |w(é)| =r festgesetzt ist. 

Diejenigen Maschen des Netzes, welche Punkte auf den zu I gehérigen 
Kurven K oder innerhalb von diesen Kurven besitzen, bilden ein Netzwerk N, 
dessen fuBere Berandung aus einem einzigen geschlossenen, sich nicht 
kreuzenden Polygonzuge oder aus mehreren solchen voneinander vollig ge- 
trennten oder aber in einzelnen Eckpunkten aneinanderstoBenden Polygon- 
ziigen P besteht. Diese P will ich (und kann ich) an die Stelle der Kurven 
aus I” treten lassen (jedes P ersetzt die von ihm umschlossene Kurve oder 
Kurvengruppe). Dann geht (9) in die Relation 


/ 1 F —@ \ 
(9*) 0,(2)— Saar pe. on dé (n=0,1,2,...; jo(z)| <7) 





P 
iiber, wo nach allen P summiert werden soll, die zu den Bestandteilen K 


der Lemniskate | m(é)| =o auf die eben geschilderte Weise zugeordnet sind. 
Aus (9") folgt nun 





£ - Max | F(é)| 
1 |F(é)|_ _|dé] 1 7 EautP L(P) 
(10) «S$ Max)o,(2) S235 Dey" 1-81 S222 Min TOP DO)" 
P Sau 


wobei &, eine Nullstelle von (2) bedeutet, fiir welche |a,(é,)| = Max |a,(x)| 
«(z)=0 


ausfallt, waihrend D(P) die Entfernung zwischen é, und P, L(P) aber die 
Lange von P bezeichnet. 
Nach der Definition der Polygonziige P hat man 
Min |w(&)|>o>+, Max |F(&)|< Max |F(é)|=M. 
5 auf P fanf P wo (§))=2e 
Die Verkniipfung dieser Tatsachen mit (10) ergibt fiir r ersichtlich die 
Abschitzung 


(11) r<s/%. YEO. 
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Daraus kann es sehr leicht auf die Existenz einer nur von /, u, vy und k 
abhiingigen oberen Schranke A’ fiir r geschlossen werden, falls die Reihe (1) 
in |w(x)| <r eine iiberall von 0 und 1 verschiedene Summe F(x) besitzt. 
In diesem Falle muB8 namlich M, nach dem Satze 8’, die Ungleichung 


, 7: We ean 
(12) MSD =D (478 
<. e ; ; “or y Li P) i . 
befriedigen; zeige ich noch, daB > Dip) Unter einer leicht angebbaren (nur 


von k abhingenden) Schranke liegt, so wird damit die behauptete Existenz 
und folglich der Satz L’ véllig bewiesen. 


10. Es seien Z, (1S ae<h) die einfach geschlossenen Ziige von 
3r 


a? %a die Spanne des Z, und d, sein Abstand von é,. Fiir 
l<ae<g sei d,<s,, sonst >s,. Fiir jedes P gilt D(P) > 6 = Abstand 
des §, von |w(x)| =o, und fiir die Paus Z, mit « >g sogar D(P)>d.,, 
da alsdann £, auBerhalb von Z, liegt. Folglich 


w(x) = 


g h 
‘ or) 3 > { “ . vy {1 7 
(13) BP, <3 Pe L(P)| Hes (} » L(P)). 
a=1 \PinZa a=g+1 PinZa 


Es sei y, die Anzahl aller Maschen, die innerhalb der P aus Z, liegen, 
wahrend 1, die Linge der Maschenseiten bezeichnet. Dann ist gewil 


(14) SL(P)<4 rl; vale Sag. 
PinZa 


(13) und (14) fiihren zu 


g h 
g 1 yy L(P) 7 82 y’ 82 ‘g Max a , \. Max 4 
(15) im DP) ~<— Bi, | — a1, = 1gasgo |) 9)" 1<asn7,° 
a=] a=g+ 


Hieraus schlie8t man, mit Zuhilfenahme der Satze B und C, mit Riicksicht 


auf die Definition von s,, 1, und 6 ohne Schwierigkeit auf die erwahnte Még- 
y’ L(P) 

— D(P) 

gleich der Entfernung zweier bestimmten, ineinander eingeschachtelten, einfach 

geschlossenen Ziige (Z, und z,) der Lemniskaten | w(z)| = =, |w(x)| =o, 

wobei 0 < 3 und deshalb 0: = < ; ist. Die Anwendung des Hilfssatzes C 

auf Z, und z, liefert also 

a ‘i. rz ak 3 =. 

(16) f </20(5,k) (« = 1,...,h). 


Andererseits der Hilfssatz B, auf Z, (1<«<g) und den (den Brenn- 
punkt &, enthaltenden) Zug z der Lemniskate | m(2)| = 0 angewendet, fiihrt 
uns zur Relation 


(17) e < u(5, k) (a =1,...,9) 


3r a 
also e:z!)]) g ist. 


lichkeit der Abschaitzung der Summe nach oben. Es ist ja )2-l, 


Tr 
4? 


da doch nach Voraussetzung 0 > - 








1) 
it. 
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Aus (15), (16) und (17) folgt die gewiinschte Abschatzung 
L(P = ve 's\ 1 
(18) » Dey = A V2 05: k) k{u(5, k) +1} = w(k). 
Das gleichzeitige Bestehen von (11), (12) und (18) zieht fiir r die Ungleichung 





. ? 3 
r<4 20-54) o(e) wo A! we ACA OLB) 


nach sich, was, in Worte iibersetzt, die Existenz'’) der oberen Schranke A’ 
derjenigen r aussagt, fiir welche (1) in |w(x)|<r konvergiert, ohne der 
Null oder der Eins gleich zu werden. W. z. b. w. 

11. Der eben bewiesene Satz, im Spezialfalle »—1, liefert uns eine 
Erweiterung (auf die verallgemeinerten Potenzreihen) des Landauschen Satzes: 


Jede: Potenzrethe 
(19) a, + a,(z — &) +a,(z — &)*+...=f(z) 


(von positivem Konvergenzradius) mit |a,| <4 (A>0), |a,|>u (u>0) 
mu in einem bestimmten Kreisgebiete |x —&|<r=r(d, u) mindestens 
einen der beiden Werte 0 und 1 annehmen, es sei denn, daB f(x) dort 
eine singuldre Stelle besitzt. 


Da a,=f(é), a,=—f'(é) ist, so kann man dieses Ergebnis auch so 
formulieren, da8 mit Hilfe einer oberen Schranke fiir den Betrag der durch 


17”) Aus der Existenz der Schranke A’=A'(i,u,»,k) mit den gewiinschten 
Eigenschaften folgt schon die Existénz einer solchen Schranke g (mit denselben 
Eigenschaften ), die von den Argumenten /, », v, k auf die folgende Weise abhangt: 


’ loli. k-v) e 
y= / wee), Denn zunichst, wie es aus der FuBnote *°) ersichtlich, gibt es eine 


obere Schranke ®(i,u,v,k)=VA"(i,u,k-v) fir alle r-Werte, bei welchen (1) 
in |w(x)|<r konvergiert (und die geforderten Anfangsbedingungen befriedigt), ohne 
der Null oder der Eins gleich zu werden. Setzt man aber z=ty, &,=tn, (¢>0), 
so geht die Reihe (1) in die Reihe 


(1) by (y) + b,(y) @(y) +... +b,(y) @(y)"+--- 


iiber, wobei by (y) = a)(¢y), b,(y) = a,(¢y) t*, ..., b,(y) =a, (ty) t”*, ..., @(y) = t-* w(x) 
=y*+c,t-*y*-*+...+¢,¢-* ist. Aus der Voraussetzung: die Reihe (1) mit 
Max | a,(z)| <1, Max |a,(z)! >u>0, w(z)=2*+e,2*-'+...+¢ ist fir | (2)! <r 
w(z)=0 w(z)=0 

konvergent, +0, +1 folgt also, daB (1) mit Max|b,(y)| <4, Max|b,(y)| >ue"*, 
7 @ (y)=0 @ (y)=0 
@(y)=y*+e,¢-*y*-*+...+0,¢-* fir |@(y)| <rt-* gleichfalls konvergent, +0, +1 
ist. Man hat daher rt-* < ®(i, wt”*, k, vy) = 1A"(d, wt”*, kv). Wahit man ¢ derart, 


daB wt”*=1 ist, so mu nach dem Ebengesagten r < aa bestehen; also 


die Festsetzungen y = A”(i,1, kv), g = yz entsprechen den Forderungen. 
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(19) dargestellten Funktion im Mittelpunkte des Konvergenzkreises und 
einer (positiven) unteren Schranke fiir den Betrag ihrer ersten Derivierten 
im selben Punkte, unabhingig von dem sohstigen individuellen Charakter 
dieser Funktion, einheitlich ein Kreisgebiet um diesen Punkt sich abgrenzen 
laBt, wo sie entweder gleich 0 oder 1 oder aber singular werden muB. 

Diese Formulierung legt die Fragestellung nahe, ob im Falle der ver- 
allgemeinerten Potenzreihe (1) (k >2), mit Hilfe einer oberen Schranke 
fiir den Maximalbetrag der durch (1) dargestellten Funktion in den Null- 
stellen von w(x) (=Brennpunkte der Konvergenzlemniskate) und einer 
(positiven) unteren Schranke fiir den Maximalbetrag ihrer Derivierten 
an diesen Stellen immer ein Lemniskatenbereich um diese Punkte als 
Brennpunkte sich abgrenzen laBt, dessen Ausdehnung auBer von den ge- 
nannten Daten eventuell auch vom Grade k der w(x), aber nicht von 
anderen Dingen abhaingt und wo die Funktion entweder eine Null- oder 
eine Einsstelle hat, es sei denn, daB (1) dort nicht iiberall konvergiert. 

12. Ich kann mit Hilfe eines geeignet konstruierten einfachen Beispiels 
zeigen, daB diese Frage mit Nein zu beantworten ist. 

In der Tat, sonst miiBte es zu jedem a>0, f>0, k=>2 eine 
positive GréBe y= y(a,8,k) geben so, daB — wenn die Reihe (1) fiir 
|w(x)| =|2*+e,2*-*+e,2*°-°+...|<9r konvergiert und dort durch 
ihre Summe eine Funktion F(z) definiert, fiir welche 

Max |F(x)|<«, Max | F’(x)\>A 

@ (z)=0 @ (z)=0 
ist und welche an keiner Stelle z mit |@(x)| <r der Null oder .der Eins 
gleich wird — die Konstante r der Ungleichung 


r<7 
geniigen muB. Setzt man aber k = 2, w(x) = x* — c*, wobei c eine positive 
Zahl bedeutet, ferner a,(x) = 2, a,(x) = ae und fir »>2, a,(x)=0, 
reduziert man also die Reihe (1) auf das Polynom 
3 

(20) @y(x) + 4,(2) w(x) = F(x) =2—2+5, 
so wird F(+c)=2, F’(+c) = 2 ausfallen, und doch wachst das Maximum r, 
derjenigen r- Werte, fiir welche im Gebiete |xz* — c*| <r das Polynom (20) 
beide Werte 0 und 1 auslaBt, bei unendlich wachsendem c — anstatt der 
Ungleichung 
(21) r,< y(2,°2, 2) 
zu geniigen — iiber jede Schranke. 

Denn bezeichnet man die Null- bzw. Einsstellen von (20) mit v,, 7, %, 
bzw. ¢,,&,€,, 80 ist auf Grund der Descartesschen Zeichenregel (und 
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der Stetigkeit der Wurzeln algebraischer Gleichungen als Funktionen 
der Koeffizienten) einleuchtend, daB fiir c>c, sowohl die » wie 
die « auf die reelle Achse fallen miissen und — bei den Ungleichungen 
¥,<% Ss, &, Sey Se, entsprechender Festlegung der Bezeichnungen — 
le, = Jim n &,=— 00, Tian », — lim e,=-+c0, Jim ¥, = 2, Jim ¢, = 1 gilt. 
Um ‘de Unméglichkeit von (21) zu beweisen, mu8 noch das Verhalten 

von », (bzw. e,) und », (bzw. e,) fiir c—+co naher untersucht werden. 
Zu diesem Zwecke fiihre ich anstatt x, durch die Transformation z= — y —c 


bzw. x =z-+c, neue Veranderliche y bzw. z ein, wobei das Polynom (20) 
in das Polynom 2 — 2y — ot _ y, bzw. 2+ 2z+ ss +, iibergeht. 
Daraus ist ersichtlich, daB einerseits y,< —c, ¢, <<— ¢, ¥,<¢, é,< c sein muB, 
andererseits aber lim (y,+¢c)=-—1, Jim (e, +c)= nei Jim (¢ —yv,)=1, 
lim (¢ — @,) = . gilt. Damit ist aber gezeigt, daB, fiir geniigend groBe 
c-Werte, weder die » noch die ¢ einer Ungleichung von der Form 

| x* —e*|Sy=y7(2, 2,2) 


geniigen kénnen, da daraus, sobald c* > y, fiir x-Werte zwischen 0 und ¢ 
(¥,, %g5 &» &, Sind eben solche GréBen!) die Beziehung 


je*?—ySr<e 


0>2r-cel>-—e+Je?-—y= 


und somit 
—-7 
c+Jc*—y ; 





im Falle negativer x-Werte (», und ¢, sind negativ!) aber die Beziehung 





a>—ye?+y 
und daher 
rt+elSc—yee+y= —t 
+Jert+y 
folgt, was sich mit den obigen Relationen 
lim (y+ ¢) = lim (»,—c)=—1, lim (e, +¢) = lim (e,—¢)= — 5, 


limy,=2, lme=1 
cra c->@ 


nicht vertrigt. W.z.b. w. 

13. Nachdem ich gezeigt habe, daB der Landausche Satz in seiner 
in § 11 gegebenen zweiten Formulierung keine Ubertragung von gewohnlichen 
Potenzreihen auf die Reihen (1) in der Form zula®t, daB die r-Werte, 
fiir welche im Gebiete |w(x)|=|a2*+c,2*"*+...|<,9 (1) konvergiert 


und eine Summe F(z) +0, +1 liefert, eine einzig allein von Max | | F(x) |, 
(z)=0 








610 
Max | F’(z)| 


»(z)=0 
interessant zu sehen, daB trotzdem ein Satz besteht, der den Landauschep 
Satz in der erwaihnten zweiten Formulierung als speziellen Fall enthalt 
(allerdings in ahnlicher Abschwichung im Vergleich zu der als unrichtig 
erwiesenen Eventualitat wie der Satz L im Vergleich zum Satze L’): 


M. Fekete. 


(>0) und k(=>2) abhiangige obere Schranke hitten, ist e 


L. Zu jedem positiven « und B gibt es eine positive, auBer von diesen 
Zahlen noch von k abhdngende GréBe y = y (a, 8B, k) so, daB jede Potenz- 
rethe (1) mit w(x)=—(x—6&,)...(a—&,) (kK21), welche im Gebiete 
| @(x)| < y konvergiert und daselbst eine Summe F(x) mit Max | F(x)| <a, 


@ (z)=0 


Max | F’(x)|> liefert, daselbst mindestens eine Null- oder eine Eins- 


@ (z)=0 


stelle besitzen muf, es set denn, daB |w(x)| < y kein Kontinuum bildet. 


14. Beim Beweise kann ich mich auf den Fall k >2 beschranken, 
und dann stiitze ich mich auf den Hilfssatz 


D. Es set B ein einfach zusammenhdngender, abgeschlossener endlicher 
Bereich in der komplexen x-Ebene, dessen Spanne <<s ist, und es be- 
deute B(o) die Hiille von B vom Radius 0 (0 >0). Es sei g(x) eine 
in B(o) reguldre analytische Funktion, die daselbst von 0 und 1 ver- 
schieden ist und die Ungleichungen 


Min|g(x)|<a, Max|g’(x)|>b>0 
zinB zinB 


befriedigt. Dann liegt der Radius o unter einer Schranke c, die nur 
von a, b und s abhangt. 


Bevor ich diesen Hilfssatz (von selbstandigem Interesse ) zur Verifikation 
der Behauptung L anwende, will ich ihn selbst beweisen 


Ist £2 1, dh. : <1, so folgt aus dem Hilfssatze A, wenn p =a, 
q =1 gesetzt wird, die Ungleichung 
Max|g(x)|<a"*, 
zinB 


wobei a* eine nur von a abhingende positive GréBe bedeutet. Danach 
kann man auf die Taylorsche Entwicklung 


9(€)+9'(€)(2—&)+... 
von g(x) in der Umgebung einer solchen Stelle § von B, wo 


i9°(€)| = Max|g’(z)| 26 


gilt, den Landauschen Satz aus dem §11 mit 4=a*, 1=b anwenden, 
des fiir 9 die Abschaitzung 


= 


o<r(a*,b) 












er 












Ee a 
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liefert. Im Falle “21 muB also 9 unter einer nur von a und Bb ab- 
hingigen Schranke liegen, wahrend die umgekehrte Annahme: <1 die 
Abschitzung 9 < 8 ergibt. Man hat also jedenfalls 

o < Max {s, r(a*, b)} =c(a, b, 8). 
W. z. b. w. 

15. Ich folgere aus dem eben Bewiesenen den Satz L (fiir k > 2) 
einfach so: 

Es sei die Reihe (1) mit w(x) =(x—6,)...(a@—&,), k>2 fiir 
\w(x)|< R konvergent, und ihre Summe F(z) daselbst sei iiberall 
von 0 und 1 verschieden. Es sei ferner Max | F(x)|<«, Max | F’(x)|>f>0, 

@(zx)=0 


ow (r)=0 


und es sei | F’(&,)| = Max | F’(z)|. Ich will annehmen, daB R> 2 ist, 


@ (z)=0 

und ich ‘bezeichne nit 1 die Entfernung zwischen denjenigen einfach 
geschlossenen Ziigen Z, und Zz der konfokalen Lemniskaten | (x) | =1 
und |w(az)!==R, welche den Brennpunkt ¢, umschlieBen. Nach dem 
Hilfssatz D mu t die Ungleichung 

(22) t<c(a, B, 4) 

befriedigen; es ist namlich F(x) regular, +0, +1, wenn z innerhalb 
von Zp liegt, ferner, fiir innerhalb oder auf Z, liegenden x-Werte ist 

Min | F(z)| <| F(é,)| < Max | F(x)! <a, 
o( 


o(z)=0 


Max| F’(2)|> | F’(§,)|— Max | F’(x)|> 6; 
w(z)=0 


endlich ist die Spanne von Z, <4mal der transfinite Durchmesser von 
|w(a)|=1. Andererseits hat man, nach dem Hilfssatze C, mit Hinsicht 
auf R > 2, die Relationen 


(23) <o(5,4) =,, 


wobei o die Spanne von Zz bezeichnet. Die Verkniipfung von (22) 
und (23) ergibt die Ungleichung 
(24) 6<»,-c(a, B, 4). 
Nehmen wir jetzt an, daB |w(z)|=—R ein einziges Kontinuum bildet; 
unter dieser Annahme gibt offenbar die Beziehung 
VR <6: 
man hat also wegen (24) . 
VR <v,-c(a, B, 4). 

Aus diesen Betrachtungen geht klar hervor, daB die durch die Gleichung 

y = Max {2, of -c(a, 6, 4)*} 
erklirte GréBe y die im Satze L geforderten simtlichen Eigenschaften be- 
sitzt: Bildet |w(x)|=|2*+e,2*"-*+...|<y ein einziges Kontinuum, 
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so kann die Reihe (1) innerhalb von | m(x)| = nur dann konvergieren und 
dort eine den Bedingungen Max | F(x)|<« (« > 0), Max|F’(x)|>, 
w(z)=0 @(z)=0 


geniigende Summenfunktion F(z) liefern, wenn mindestens fiir einen x-Wert 
mit |w(z)|<y, F(z)=0 oder F(x) =1 ist. 

16. Im Anschlu8 an die Sitze L’ bzw. L will ich noch die Frage 
erértern, ob auch der Hurwitzsche Satz**), wonach aus der Konvergenz 
der Potenzreihe (19) om 
Punkte x =& — von 0 und 1 verschiedene Funktion f(x) die Ungleichung 

r<h=h(pu) 
folgt, wenn nur a,=0 oder a4,=1 und |a,|>u>O0 ist, sich auf 
die Reihe (1), ahnlich wie der Landausche Satz im Satze L’, verall- 
gemeinern aBt. 

Sicherlich falsch ist die Behauptung, die Konvergenz der Reihe (1) 
fiir |w(x)|=|2*+e,2*"*+.../<r (k2>2) gegen eine dort — ab- 
gesehen von den Nullstellen —, des Polynoms w(x) — von 0 und 1 ver- 
schiedene Funktion F(z) involviere stets die Ungleichung 


r<H=H(u,k), 


wenn nur der Wertevorrat des Anfangskoeffizienten a,(z) an diesen Null- 
stellen &, nur aus den Werten 0 und 1 besteht und = 41 (#) )l\au>0 
ist. Denn das Polynom 


a,(z) + a,(z)w(z) = F(x) = FS +1-(2 *— ¢*) 








mit w(z)=(z-+c¢)(x—c), a,(—c)=0, a,(c)=—1, a,(x)=1 ist, wenn 
0<¢e< a gilt, fiir 0<|2*-cti/< 7-1 von 0 und 1 offenbar ver- 


schieden; jedoch wichst _ —1 bei monoton abnehmendem positivem c 
iiber jede Schranke. 


17. Trotz diesem kann man iiber die verallgemeinerte Potenzreihe (1) 
einen Satz aufstellen, der den Satz von Hurwitz als Spezialfall enthalt; 
allerdings bei starkerer Einschrankung in bezug auf a,(z) in den Null- 
stellen von w(x); er lautet wie folgt: 


**) Vierteljahrsschrift der naturf. Gesellsch. in Ziirich 49 (1904), S. 242—253, 
Satz IV, 8. 248. — Gestiitzt auf diesen Satz, habe ich ver einigen Jahren ein den 
Koebe-Carathéodoryschen Satz iiber schlichte Abbildungen enthaltendes Resultat ab- 
geleitet. (Vgl. meinen Aufsatz ,, Uber die Wurzelverteilung analytischer Funktionen usw., 
Jahresber. der Deutschen Math.-Verein. 36 (1927), Satz II.) Dabei entging meiner 
Aufmerksamkeit, daB dieses Resultat bereits in einem anderen Satze von Hurwitz 
(siehe a. a.O. Satz V, 8. 249) enthalten ist, wenn es auch nicht explizite von ihm 
formuliert wurde. Vgl. Landau, Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse 
der Funktionentheorie, zweite Auflage (1929), 8. 20. 
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H. Zu jedem wu >0, k=1 gibt es eine positive Zahl n = yn (pu, k) 
derart, daB jede Potenzrethe (1) mit w(x) = (a — &,)...(a—&,), a(x) =0 
oder a,(x)=1 und Max a,(x)| >, welche im Bereiche |w(x)| <n 

@(z)=0 


konvergiert, daselbst eine Summe F(x) liefern mu, die fiir 0 <\w(x)' < » 
mindestens einmal gleich 0 oder 1 wird. 

Beim Beweise kann ich mich auf den Fall a,(z) = 1 beschriinken, da 
der Fall a,(2) = 0 sich darauf zuriickfiihren lat: denn mit 


a,(x)m(x)+a,(x)m(x)*?+... 
geniigt auch die Reihe 
1 —a,(x) (x) —a,(x)w(x)* +... 


den Voraussetzungen des Satzes H, wihrend ihre Null- bzw. Einsstellen fiir 
die urspriingliche Reihe Eins- bzw. Nullstellen sind. 
Hat aber (1) die Gestalt 


1+a,(x)w(x)+a,(2)m(x)*?+... 
mit 
w(x)=(x —§,)...(27— &,), Max a,(x) >u>0 
 (z)=0 

und konvergiert sie fiir |m(x) < R gegen eine Summenfunktion F( 2), 
welche daselbst von 0 und fiir 0 <'w(a2)'< R auch von 1 verschieden 
ausfallt, so mu8 FR unter einer allein von « und k abhangigen Schranke » 
liegen. 

In der Tat, definiert man im Gebiete w(2z) < R (das wir aus / 
(1 <l<k) voneinander getrennten, einfach zusammenhangenden Gebieten B, 
(l1<»<l) zusammengesetzt denken) eine Hilfsfunktion G(x) durch die 
Gleichung 

G(x) =" F(2), 


wobei das Vorzeichen der Wurzel in einer von den in B, enthaltenen 
Nullstellen des w(x) beliebig gewahit und in allen iibrigen Punkten von B, 
durch die Forderung der Stetigkeit von G(x) in B, festgelegt wird, so 
erhalt man eine in w(2z) < R iiberall erklirte, von © und mindestens 
von einer der (k-+-1)-ten Einheitswurzeln verschiedene, in B, regulare 
analytische Funktion, da ja F(x) daselbst regular und von 0 verschieden 
war und den Wert 1 in den Nullstellen von w(2) und nur in diesen an- 
genommen hat. Zufolge dieser Tatsache laBt G(x) im Bereiche w(x) < R 
eme Entwicklung 

(25) by (2) + ba) w(x) + 

vom Type (1) zu), wobei fiir m(2)=0 |b,(x) =1 sein mu. 


™) Vel. a. a. O. *), Satz V, S. 14. 
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Nach den chen geschilderten Eigenschaften von G(2) in |w(x)|< RB 
mu8 aber |G(x)!, laut dem Satze 8’, fiir |w(x)|<}R die Ungleichung 
IG(x)|< bis z° k) 
befriedigen, wonach fiir F(x) daselbst die Ungleichung 

\F(z)|< (15.8) 


folgt. Auf Grund dieses Resultates liefert der Gedankengang der §§ 9 und 10 
wie dort fiir r) die gesuchte Abschitzung fiir R: 


, k+1 
m 1. zB) w(k) 
pe esa De 


uu 





—_— = 9 (yu, k). 


18. Zum Schlu8 will ich einen Satz beweisen, der als eine Verscharfung 
des Satzes L’ zu betrachten ist: 


K. Zu jedem 4>0, u>0 und k=1 gibt es eine positive Grope 


K = K(A,u,k) derart, daB jede Potenzrethe(1) mit w(x)=(x—§,)...(7—§,), 
Max |a,(x)|} <4, Max |a,(x)|>y, welche fiir |w(x)|< K konvergiert, 
ow (z)=0 ow (zr)=0 


daselbst eine Summe F(x) liefern muf, die dort entweder beide Werte 0 
und 1 annimmt, oder aber mindestens zwet Nullstellen oder zwet Eins- 
stellen besttzt. 

Zum Beweise setze ich zuniachst voraus, daB die Reihe (1), die die 
in K charakterisierten Anfangsbedingungen befriedigt, fiir |w(a)|< R kon- 
vergiert, ohne dort zu verschwinden und mehr als einmal den Wert 1 an- 
zunehmen. Unter dieser Voraussetzung zeige ich, daB R unter einer nur 
von A, « und k& abhangenden Schranke A 
durch die Gleichung 


, liegen muB. In der Tat, die 


YY —_— |e eo oR om -) a -\3 
G(x) = Ya,(z) + a,(2) w(x) + a,(x) w(x)? + 





definierte Funktion ist fiir |w «)|< R sicherlich regular und danebst von 
0 und 1 verschieden, sobald man die Determination der Quadratwurzel 
auf geeignete Weise festlegt. Dann laBt sie aber eine fiir |w(2)|< R kon- 
vergierende Entwicklung 


G(x) = b,(x) + 6, (x) w(x) + 
vom Type (1) zu, worauf man den Satz S’ anwenden kann; man hat also 
Max  |G(x)| < 5” ( Max |b,(x)|, 3, &), 
. = 


2 
o (z)\< #(z)=0 


und daher folgt 
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Beachtet man nun, da fiir w(x) = 0 
b, (x) = G(x) = VY F(x) = Va,(z) 


und deshalb, mit Hinsicht auf die Voraussetzungen, 





Max |b,(x)|—= Max |a,(x)|<4# 
«(z)=0 


w(z)=0 
gilt, so leuchtet einem die Ungleichung 
Max | | F(x)|<5"(a4, 3, &)* 
ja (z)\s 7 
ein. Im Besitze dieses Resultates erhilt man durch eine wiederholte An- 
wendung des Gedankenganges der §§ 9 und 10 (wie dort fiir r) die ge- 
wiinschte Abschitzung fiir R: 


=’ (at, 2, &)* 


R<4 -w(k) = A, (A, w, k). 


Daraus folgt leicht ersichtlich, daB, wenn (1) die voraussetzungsmaBigen 
Anfangsbedingungen befriedigt und ihre fiir |w(z)|< R_ existierende 
Summe F(x) in diesem Gebiete nirgends 1 und nicht mehr als einmal 0 
wird, R der Ungleichung 

R< A,(4+1, wu, &) = A, (A, p, k) 


geniigen mu8; zum Beweise wende man das vorherige Resultat auf die 
Hilfsfunktion 


F, (x) =1— F(x) =1—a,(x) —a,(x) w(x) —a,(x) w(x)? —... 


an, die in |w(2)|< R nirgends verschwindet und nicht mehr als einmal 
gleich 1 wird. 


19. Nunmehr ist klar, daB als K des Satzes K die durch die Gleichung 
(26) K == Max(A’, A,, A,) 


definierte GréBe dienen kann, wobei <A’ diejenige Zahl bedeutet, deren 
Existenz samt den charakteristischen Eigenschaften aus dem Satze L’ 
hervorgeht. Denn danach muB die in |w(a)|< K konvergente, durch ihre 
Summe die Funktion F(x) ergebende Reihe (1) in diesem Bereiche min- 
destens einmal 0 oder 1 sein, und wenn dies so stattfinden wiirde, daB 
das Gleichungspaar F(z)=0, F(a) =1 dort nicht mehr als eine einzige 
Wurzel besitzt, miiBte nach den obigen Resultaten K < A,, K< A, aus- 
fallen, was mit der Definition (26) von K sich nicht vertragt. W.z. b. w. 


20. Es sei noch betont, daB das eben errungene Resultat im folgenden 
Sinne das beste ist, was man iiber die Verteilung der Null- und Einsstellen 
der Summe der Reihe (1) im Bezug auf die Wurzeln von w(z)=0 
bei den Anfangsbedingungen: k=Grad von w(x), Max |a,(x)| <A, 


@ (z)=0 
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x 
Max |a,(x)| >> 0 (ohne weitere Beschrinkung der Allgemeinheit) aus- 


@ (z)=0 

sagen kann. Wenn auch diese erfiillt sind, gibt es keine gemeinsame 
Schranke fiir diejenigen R-Werte, bei welchen in |w(z)|< R (1) gegen 
F(a) konvergiert und die Gleichung 


F(x) (F(z) —1)=0 


nur 2 Wurzeln besitzt. Das Beispiel F(x) = —- 
=", a,(z)=1, a,(x)=0 fiir ¥>2,4=1, p=, 
das ich oben fiir andere Zwecke angewendet habe, ist auch dazu geeignet, 
daB man sehe: die Erfiillung der genannten Bedingungen verhindert nicht 
die auBer z = —c vorhandene zweite Nullstelle und die auBer x = c vor- 
handene zweite Einsstelle von F(z) sich beliebig weit von den Nullstellen 
des w(x) zu entfernen, waihrend c auf der positiven reellen Achse gegen 0 
konvergiert; mit anderen Worten: es gibt Fille, wo durch das Bestehen 
der erwahnten Anfangsbedingungen nur eine einzige Nullstelle und nur eine 
einzige Einsstelle der Summenfunktion von (1) genétigt wird, in einer be- 
stimmten Umgebung der Brennpunkte von |w(z)'| =r zu bleiben. 


z+ec 


+27—c* mit 








w (x)= 2*—c*, a,(z)= 


Jerusalem, 20. April 1931. Math. Institut der hebraischen Universitat. 


(Eingegangen am 13. 5. 1931.) 


Bemerkung 


zu der Arbeit von Th. Estermann: ,Einige Satze tiber quadratfreie Zahlen“, Math. 
Annalen 105 (1931), S. 653—662. 

Herr Estermann beweist in dieser Arbeit u. a. den folgenden Satz: ,,Zu jeder 
positiven oder negativen ganzen Zahl/ gibt es unendlich viele quadratfreie Zahlen 
von der Form z*+/, wo z eine natiirliche Zahl ist.“ 

Dieser Satz ist aber enthalten in einem von mir bewiesenen allgemeineren Satz 
meiner Arbeit: ,Zur Arithmetik der Polynome“, Hamburger Abhandlungen 1 (1922), 
S. 184—188. Aus den Resultaten in § 2 (,,Cber potenzfreie Zahlen in einer arithmeti- 
schen Reihe héherer Ordnung*) dieser Abhandlung folgt u. a. der Satz: 

Jedes primitive quadratische Polynom von einer Variabeln z mit ganzzahligen Koeffi- 
cienten und einer von Null verschiedenen Diskriminante stellt unendlich viele quadratfreie 
Zahlen dar. 


Uppsala, 17. 2. 1932. Trygve Nagell. 














Zur Theorie der Singularititen der Funktionen 
mehrerer komplexen Veranderlichen. 


Regularitats- und Konvergenzbereiche. 


Von 


Henri Cartan in StraBburg und Peter Thullen in Minster (Westf.). 


Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, die Ergebnisse zweier kiirzlich 
erschienenen Arbeiten*) der beiden Verfasser, vor allem die Untersuchungen 
iiber die Regularitatshiillen zu vervollstandigen und zugleich eine allgemeine 
Theorie aufzubauen, die sowohl die Theorie der Regularitatsbereiche*) und 
Regularitatshiillen, wie auch die der Bereiche des normalen Verhaltens 
analytischer Funktionsfamilien umfaBt (insbesondere also die Theorie der 
Bereiche der gleichmaBigen Konvergenz von Folgen und Reihen analytischer 
Funktionen). *) 


Die Grundlage dieser Theorie — die natiirlich noch keinen Anspruch 
auf Vollstindigkeit machen kann -- bildet ein Fundamentalsatz (siehe II, 
§ 1), der zu dem Begriffe jener Bereiche fiihrt, die im bezug auf eine. 
Klasse ® von Funktionen konvex“ sind (die ,,8%-konvexen“ Bereiche). 
Dieser Begriff erméglicht es uns, mit Hilfe des Fundamentalsatzes das 
sogenannte Julia-Problem zu lésen (III, §4) und hiermit die oben ge- 


*) Anm. von P. Th.: Herrn Prof. Behnke habe ich fir manchen Rat bei dem 
von mir verfaBten Teile der Arbeit zu danken. 

1) Vgl. a) H. Cartan, Sur les domaines d’existence des fonctions de plusieurs 
variables complexes, Bulletin de la Société mathématique 1931, 8. 46—69. b) P. Thullen, 
Zur Theorie der Singularitaéten der Funktionen zweier komplexen Verianderlichen. 
Die Regularitatshillen, Math. Annalen 106 (1932), S.64—76. Siehe auch c) H. Cartan, 
Les fonctions de deux variables complexes etc., Journ. de Math. (10) 9 (1981), 8S. 1—114, 
Kap. V. 

*) Diese Bereiche werden in der dlteren Literatur meist als ,genaue Existenz- 
bereiche analytischer Funktionen“ bezeichnet. 

Mathematische Annalen. 106. 40 
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nannten Theorien vollstandig zu einer einzigen Theorie, die der &-konvexen 
Bereiche, zu verschmelzen. 


Wahrend wir uns in den beiden zitierten Arbeiten*) — deren Kenntnis 
hier nicht vorausgesetzt wird — auf zwei komplexe Verinderliche be- 
schriankten, werden wir im folgenden stets Funktionen beliebig vieler kom- 
plexen Verinderlichen z,, z,,..., 2, Zulassen. 


Einen Bereich § nennen wir einen Regulariidisbereich (domaine 
@holomorphie), falis es eine in 8 eindeutige und regulire Funktion 
f (2, %,--+»2,) gibt derart, daB jeder 8 enthaltende Bereich %’, in dem 
f (2,, %,--+»%,) eindeutig und regular ist, notwendig mit 8 identisch ist. 
Entsprechend definiert man einen Meromorphiebereich (domaine de méro- 
morphie). 

In der Funktionentheorie einer Veranderlichen sind bekanntlich alle 
Bereiche (der Ebene) Regularitéts- und Meromorphiebereiche; im Falle 
mehrerer Veranderlichen dagegen besitzt nicht mehr jeder Bereich die 
Eigenschaft, Regularitaéts- oder Meromorphiebereich zu sein (vgl. etwa die 
bekannten Arbeiten von Hartogs und E. E. Levi). 


Wir werden nun zeigen, daf man jedem Bereiche % einen thn um- 
fassenden Regularitatsberéich B mit der Higenschaft zuordnen kann, daf 
jede in B reguldre Funktion auch in B reguldr ist. Wir nennen B die 
Regularitatshiille des Bereiches 8 (domaine @holomorphie associé a B)*). 

Wir werden ferner beweisen, daf der Bereich der gleichmafigen Kon- 
vergenz einer gegen eine reguldre Funktion konvergierenden Folge regularer 
Funktionen stets ein Regularitdtsbereich ist (konvergiert also eine solche 
Folge gleichmaBig in einem Bereiche 8, so konvergiert sie auch noch 
gleichmaBig im Innern der Regularitiatshiille B); der Bereich der gleich- 
maBigen Konvergenz einer gegen die Konstante ,co“ konvergierenden 
Folge regularer Funktionen ist stets ein Meromorphiebereich. Hieraus laBt 
sich leicht folgern, daf der Bereich des normalen Verhaltens einer reguldren 
Funktionsfamilie stets ein Regularitdts- oder ein Meromorphiebereich ist, 
letzteres nur dann, wenn die Familie eine gegen ,,co“ konvergierende Folge 
enthalt (dieser Satz gibt die Lésung des Julia-Problems). 


Inhalt. 


I. Allgemeines iiber Bereiche; Regularitatshillen. 
§ 1. Bereiche. 
$2. Regularitatsbereiche und Regularitatshiillen. 
§ 8. Haupteigenschaften der Regularitatshiillen. 


*) Die Regularitatshiille eines schlichten Bereiches ist nicht notwendig wieder 
schlicht (siehe III, § 5). 
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Fortsetzung des Inhaltes. 
II. Fundamentalsatz und §-konvexe Bereiche. 
§ 1. Der Fundamentalsatz. 
§ 2. &-konvexe Bereiche und &-konvexe Hiillen. 
§ 8. Haupteigenschaft der &-konvexen Bereiche. 
§ 4. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir Regularitits- 
bereiche; Existenz der Regularitatshiille. 


Ill. Konvergenz- und Normalititsbereiche; Lésung des Julia-Problems. 
$1. Definitionen. 
§ 2. Normalitits- und Konvergenzbereiche erster Art. 
§ 3. Konvergenzbereiche zweiter Art. 
§ 4. Lésung des Julia-Problems. 


§ 5. Anwendungen auf Kreiskérper und Hartogssche Kérper; der Runge- 
sche Satz fiir mehrere komplexe Verinderliche. 


IV. Verschiedene Fragen zur Theorie der Regularititshiillen. 


§ 1. Eine notwendige Bedingung fiir ,echte“ Regularitatshiillen. 
§ 2. Eine Erweiterung der Theorie der S&-konvexen Bereiche. 


I. Allgemeines iiber Bereiche; Regularitatshillen. 
$1. 


Bereiche. 


Gegeben sei der Raum der n komplexen Verinderlichen z,, z,, ..., z,. 
Einen Punkt (z,, 2,,...,2,) dieses Raumes bezeichnen wir kurz mit M. 
Der Punkt M, habe die Koordinaten z?, z?,..., 2°; die Gesamtheit 
der Punkte (z,,..., z,) mit 
|2z,—22|<r, |z,—22|<r,...,|z,—2°\|<r 


nennen wir den Polyzylinder mit dem Mittelpunkte M, und dem Radius r 
und bezeichnen ihn mit S(M,, 1). 

Unter dem Abstand‘) zweier Punkte (z},...,2}) und (z?,..., 2?) 
verstehen wir die gréBte der Zahlen | z{— 27|, |z: —23|,.-., |z: — 22]; 
der Polyzylinder S(M,, 1) besteht also aus der Menge aller Punkte, deren 
Abstand von M, kleiner als r ist. 


Definition. Eine zusammenhangende Punktmenge heibt ein Bereich, 
falls jeder Punkt der Menge Mittelpunkt eines Polyzylinders ist, dessen 
simtliche Punkte der Menge angehéren. Ein so definierter Bereich braucht 
weder schlicht noch beschrinkt zu sein. 

Es ist nun zweckmiaBig, die vorstehende Definition eines Bereiches 
durch eine konstruktive zu ersetzen: Im Raume der z,, z,,..., 2, sei eine 
endliche oder unendliche Folge von Polyzylindern S,, 8,,..., S;,... gegeben; 


*) Vgl. IV, § 2. 
40* 
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jedem Paare S; und S, sei eine Zahl ¢,;—¢,;,; zugeordnet, die entweder 0 
oder 1 ist. Eine solche Menge von Polyzylindern S, und Zahlen ¢,; sei 
kurz mit {8S,;¢,;} bezeichnet. Die Punkte einer Menge {8,;¢,;} denken 
wir uns dem Raume iiberlagert; dabei betrachten wir zwei Punkte M’ 
aus S, und M” aus S; als identisch, wenn sie die gleichen Koordinaten 
besitzen und zugleich ¢,;—=1 ist. 

Eine Menge {S,;¢,;} definiert dann und nur dann einen Bereich 8 
— wir sagen auch ,,die Menge {S,;¢,;} bildet eine Uberdeckung des Be- 
reiches 6“ —, falls folgende Bedingungen erfiillt sind: 

1. Ist S,; irgendein Polyzylinder der Menge und i>1, so enthilt 
diese mindestens einen Polyzylinder 8; mit 7 <4, so daB die Polyzylinder 
S, und S, Punkte (des Raumes) gemeinsam haben und ¢,;=1 ist (d. h. 
% ist zusammenhangend ); 

2. gehért ein Punkt des Raumes drei Polyzylindern S,, S;, 8, an und 
ist ¢,;=1, so ist stets e,,—¢,, (diese Bedingung besagt, da8 zwei Punkte, 
die einem dritten identisch sind, auch untereinander identisch sind). 


Definition 1. Zwei Bereiche 8 und %’ seien je durch eine Uber- 
deckung definiert. § und 8’ heifen identisch, falls man zwischen den 
Punkten von 8 und %’ eine eineindeutige Zuordnung mit folgenden Eigen- 
schaften herstellen kann: 

1. Zwei einander zugeordnete Punkte besitzen die gleichen Koordi- 
naten; 

2. ist M, ein Punkt aus 8, M; der ihm zugeordnete Punkt aus 8’, 
ist ferner M; (¢ =1,2,...) eine gegen M, konvergierende®) Punktfolge 
aus 8, so soll stets dic Folge der den M, in 8’ zugeordneten Punkte 
gegen My konvergieren, und umgekehrt. 

Wir sagen ferner: 


Definition 2. Ein Bereich 8’ liegt im Innern eines Bereiches 8 
— oder 8 enthdlt 8’ —, falls man jedem Punkte aus 8’ eindeutig einen 
Punkt aus $ zuordnen kann und diese Zuordnung folgende Eigenschaften 
besitzt: 

1, Zwei einander zugeordnete Punkte besitzen die gleichen Koordi- 
naten; 

2. ist Mo ein Punkt aus $8’, My der ihm zugeordnete Punkt aus 8, 
ist ferner Mj (¢ =1, 2,...) eine gegen My konvergierende Punktfolge aus 8’, 


*) Wir nennen hierbei eine Punktfolge M, aus 8 gegen den Punkt M, aus 8 
konvergent, falls — unter S sei ein beliebiger M, enthaltender Polyzylinder der Uber- 
deckung von § verstanden — von einem festen i ab alle M, in S liegen und der 
Abstand von M, und M, gegen 0 strebt. 
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so soll stets die Folge der den M; in § zugeordneten Punkte gegen My 
konvergieren. 

Liegt 8’ im Innern von 8 und % im Innern von %’, so sind B 
und %’ identisch. 

Definition 3. Ein im Innern von % liegender Bereich 8’ heiBt 
schlicht in bezug auf 8 — oder ein Tetlbereich von 8 —, falls ein Punkt 
aus $ nie zwei verschiedenen Punkten aus 8’ zugeordnet ist. 

Definition 4. Ein Bereich 8’ liegt ganz im Innern eines Bereiches B, 
falls 8’ im Innern von % liegt und ferner, falls M;, Mg, ... eine beliebige 
Punktfolge aus 8’, M,, M,,... die den Mj zugeordnete Folge aus 8 ist, 
in $ mindestens ein Punkt P und mindestens eine Teilfolge der M, existiert, 
die gegen P konvergiert. 

B sei ein beliebiger Bereich, M ein Punkt aus $8; unter allen Poly- 
zylindern S(M,r), die im Innern von % liegen, gibt es einen mit dem 
groBten Radius 9. Wir bezeichnen diesen Polyzylinder mit Sy(M) und 
nennen @ dite Randdistanz*) von M in bezug auf 8. o ist dann und nur 
dann unendlich, falls 8 mit dem ganzen offenen Raum identisch ist. 

Liegt der Bereich 8’ im Innern von $ und ist M’ ein Punkt aus 9’, 
M der ihm zugeordnete Punkt aus $, so verstehen wir unter der Rand- 
distanz von M’ in bezug auf $ die Randdistanz von M in bezug auf 8. 
Liegt der Bereich 8’ ganz im Innern von %, so ergibt sich unmittelbar 
aus Definition 4, daB die Randdistanzen der Punkte aus 8’ in bezug auf 8 
eine nicht verschwindende untere Grenze r besitzen. Wir nennen r die 
Minimaldistanz von 8’ in bezug auf B. 

Wir kommen nunmehr zu dem wichtigen Begriffle der kanonischen 
Uberdeckung eines Bereiches 8: M, sei ein beliebiger fester Punkt 
des gegebenen Bereiches 8; M,, M,,..., M,,,... sei eine abzihlbare Punkt- 
folge, die iiberall in dem zu M, gehérigen Polyzylinder Sg(M,) dicht 
liegt. Wir betrachten dann die Polyzylinder Sy(M,), Sg(M,), ..., Se(M,,), -.-; 
in jedem dieser Polyzylinder, z. B. in Sy(M,,) wahlen wir wiederum eine 
dort iiberall dicht liegende Punktmenge M,, 1, M,,2,..-, My,,»,»---; und so 
fort. Wir erhalten so eine iiberall in § dicht liegende abziahibare Punkt- 
menge, von welcher jeder Punkt M,,,,..,, eine endliche Anzahl Indizes 
besitzt und Mittelpunkt eines Polyzylinders S_(M@,,,,....,) ist. Diese Poly- 
zylinder ordnen wir in eine einzige Folge, die nur der Bedingung geniigen 
muB, daB S_(M,,...,,) stets an einer auf S»p(M,,.,,_,) folgenden Stelle 
steht; die Folge sei jetzt mit S,,8,,...,8,,... bezeichnet. Die &i; be- 
stimmen wir wie folgt: Sind S; und S; zwei Polyzylinder, die mindestens 


*) Diese Sprechweise besagt nicht, daB wir wissen, was unter dem ,.Rande“ 
eines Bereiches zu verstehen ist. 
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einen Punkt P aus $8 gemeinsam haben, so sei e;=1, in jedem anderen 
Falle ¢,,=0. Die so konstruierte Menge {S,; ¢,;} nennen wir eine kano- 
nische Uberdeckung des Bereiches 8. 


Definition 5. Die Menge {S,;¢,;} sei eine kanonische Oberdeckung 
des Bereiches 8. Lassen sich die ¢,; derart durch ein System von ¢;; er- 
setzen, daB stets ¢/;< ¢,, und da® ferner die dann entstehende Menge 
{S,; ¢{;} wieder einen Bereich 8’ definiert, so heiBt B’ ein Uberlagerwngs- 
bereich von 8. 

Kanonisches System von Randpunkten. {8,;¢,;} sei eine 
kanonische Uberdeckung eines Bereiches 8. Auf dem Rande eines jeden 
Polyzylinders S, gibt es wenigstens einen Punkt, der nicht dem gegebenen 
Bereiche 8 angehért. Wir nennen ihn einen Randpunkt von %. Einen 
solchen Randpunkt wihlen wir auf dem Rande jedes Polyzylinders S;. Die 
so erhaltene Menge von Randpunkten heiBe ein kanonisches System von 
Randpunkten des Bereiches 8. Es gilt folgender Satz: 

Satz 1. B sei ein im Innern von 8’ liegender Bereich; sind sdmt- 
liche Punkte eines kanonischen Systems von Randpunkten des Bereiches 8 
zugleich Randpunkte von $', so ist B entweder mit B’ oder mit einem 
Uberlagerungsbereich von 8’ identisch. 

Es stimmt namlich eine gewisse kanonische Uberdeckung von % bis 
auf die ¢,, mit einer kanonischen Uberdeckung von B’ iiberein; da aber B 
im Innern von %’ liegt, muB stets «,;< e/; sein (¢/, seien zu B’ gehérig), 
w. z. b. w. 

Definition 6. EZ sei eine endliche oder unendliche Menge von Be- 
reichen, die einen Punkt M, gemeinsam haben. Der Durchschnitt 8 dieser 
Bereiche wird durch eine kanonische Uberdeckung wie folgt definiert: 
Se(M,) sei der gréBte Polyzylinder mit M, als Mittelpunkt, der noch im 
Innern aller Bereiche der Menge £ liegt. Wir wahlen, wie friither, eine 
iiberall in Sg(M,) dicht liegende abzihlbare Folge M,, M,,..., M,,,.--; 
und so fort (vgl. 8.621). Die erhaltenen Polyzylinder Sy(M@,,,,...,,) ordnet 
man dann wieder in eine einzige Folge S,, S,,...,5;,...; e8 sel é,,=1, 
falls S; und S; als Polyzylinder des Raumes betrachtet ein Stiick gemeinsam 
haben, und falls ferner in jedem der gegebenen Bereiche sich die diesem 
Raumstiick tiberlagerten Teile von S, und S,; aus denselben Punkten des 
Bereiches zusammensetzen; in jedem anderen Falle sei «,,= 0. Die so de- 
finierte Menge {S,;¢,;} bestimmt einen Bereich 8, den wir den Durch- 
schnitt der gegebenen Bereiche nennen ®*). 


**) Durch die Wah! des Punktes M, ist der Durchschnitt 8 eindeutig bestimmt; 
dieser Sndert sich nicht, wenn man einen beliebigen andern Punkt des (zuniachst 
durch M, bestimmten) Bereiches 8 zugrunde legt. 
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§ 2. 
Regularitatshereiche und Regularitatshiillen. 


Ein Bereich 8 sei durch eine Uberdeckung {5S,; ¢,;} gegeben. Unter 
einer in B reguldren Funktion verstehen wir eine Menge von Funktionen 
f,, fa» «++» fy «-» 7) mit folgenden Eigenschaften: 

1. f, ist in S, regular (¢ =1, 2, ...); 

2. sind S, und S, zwei Polyzylinder, fiir die ¢,,=1, so stimmen f, 
und f; in dem gemeinsamen Teile von S; und S;, iiberein. 

Auf die gleiche Weise definiert man eine in 8 meromorphe Funktion. 

Wie man sieht, lassen wir nur solche Funktionen zu, die in % ein- 
deutig sind. 

Ist f eine in einem Bereiche § regulire oder meromorphe Funktion, 
so bezeichnen wir mit f(M) den endlichen oder ,,unendlichen* Wert der 
Funktion im Punkte M aus 8; ist f in 8 beschrankt, so bezeichnen wir mit 
max |f(%)| die obere Grenze der Werte von |/| in den Punkten von 8. 


Regularitatsbereich einer Funktion. f sei eine in der Umge- 
bung eines Punktes M, regulire Funktion. Die Methode der analytischen 
Fortsetzung fiihrt dann, wie folgt, zu einer kanonischen Uberdeckung eines 
gewissen Bereiches 8: Sy(M,) sei der gréBte Polyzylinder mit dem Mittel- 
punkte M,, in dem f noch regular ist. Wir wahlen in Sy(M,) eine 
iiberall dort dicht liegende Punktmenge M,, M,, ..; und so fort (vgl. 
8. 621 und Definition 6). Man erhalt wieder eine unendliche Folge von 
Polyzylindern S,, S8,,..., 8;,...; zu jedem 8; gehért ein Funktionselement /; 
der gegebenen Funktion f. Wir wahien ¢,;=—1, falls S; und S; einen Teil 
(des Raumes) gemeinsam haben und /f; und f; dort iibereinstimmen; im 
anderen Falle sei ¢,,=0. Den durch diese Uberdeckung bestimmten Be- 
reich 8 nennen wir den Regularitdtsbereich der Funktion f. 

Entsprechend definiert man den Meromorphiebereich einer Funktion. 

Ist eine Funktion f in einem Bereiche 8 regulér (meromorph), so 
liegt $8 im Innern des Regularitiatsbereiches (Meromorphiebereiches) von f,. 

Satz 1 besagt jetzt folgendes: 

Satz la. Ist eine Funktion f in einem Bereiche 8, aber in keinem 
Punkte eines kanonischen Systems von Randpunkten von % regular 
(bzw. meromorph), so ist 8 mit dem Regularitdtsbereich (bzw. Mero- 
morphiebereich) 8’ der Funktion f oder mit einem Uberlagerungsbereich 
von 8B’ identisch. 


*) Mit f bezeichnen wir kurz die Funktion /(z,, z,,..., z,) der n komplexen 
Verinderlichen z,, z,, ..., Z,- 
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Definition 7. Ein Bereich 8 heiBt ein Regularitdtsbereich (Mero- 
morphiebereich) schlechthin, wenn es mindestens eine Funktion gibt, die 8 
als ihren Regularitatsbereich (Meromorphiebereich) hat. Man iiberzeugt sich 
leicht, daB diese Definition mit der in der Einleitung gegebenen dquivalent ist. 

Wir werden spiiter (II, §4) sehen, daB jeder Regularitatsbereich ein 
Meromorphiebereich ist (dies ist keineswegs trivial). Die Frage, ob um- 
gekehrt jeder Meromorphiebereich ein Regularititsbereich ist, steht noch 
ganzlich offen. 


Die Regularititshiille eines Bereiches. Gegeben sei ein beliebiger 
Bereich 8. E sei die Gesamtheit der Regularitatsbereiche der in 8 regu- 
laren Funktionen. Der Durchschnitt B aller dieser Bereiche ist eindeutig 
bestimmt (vgl. Definition 6). Nach Definition hat der Bereich B folgende 
Eigenschaften: 

1. B liegt im Innern von B *); 

2. jede in B reguldre Funktion ist auch in B regular. 

Nun werden wir spiter zeigen (II, §4), daB der Durchschnitt einer 
endlichen oder unendlichen Anzahl von Regularititsbereichen selbst ein 
Regularitatsbereich ist. Nehmen wir diesen Satz vorlaufig als richtig an! 
Es ergibt sich dann als eine weitere Eigenschaft: 

3. B ist ein Regularitdtsbereich. 

Wir nennen B die Regularitatshiille von 8. Die drei gewonnenen 
Eigenschaften sind fiir die Regularitatshiille B des Bereiches § charakte- 
ristisch, d. h. jeder Bereich B’, der diese drei Eigenschaften besitzt, ist 
mit B identisch. Ist namlich f eine Funktion, die B als ihren Regularitits- 
bereich hat, so ist f in 8, also auch in B’ (Eigenschaft 2) regular, es liegt 
somit B’ im Innern von B; ebenso zeigt man, da8 B im Innern von B’ 
liegt, w. z. b. w. 

Bemerkt sei, daB man B auch durch eine gleichzeitige analytische 
Fortsetzung aller in § regularen Funktionen definieren kann. 


§ 3. 
Haupteigenschaften der Regularititshiillen. 


Gegeben sei ein beliebiger Bereich 8; die Existenz der zu 8 gehdrigen 
Regularitdtshille B setzen wir voraus (wir werden diese spiter beweisen 
kénnen; II, § 4). Aus der zweiten charakteristischen Eigenschaft von B 
ergibt sich unmittelbar: 


*) ® braucht keineswegs ein Teilbereich von B zu sein. Ist etwa 8 ein nicht- 
schlichter Kreiskérper, so ist B ein schlichter, sternartiger Kreiskérper; vgl. die 
unter *) zitierten Arbeiten und III, § 5 dieser Arbeit. 








———— 
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Satz 2. Nimmt eine in 8 meromorphe Funktion f dort den Wert a 
nicht an, so ist f auch in B meromorph und thr Wert dort verschieden 
von a; insbesondere ist also max|f($)|—max|f(B)| fiir jede in B 
reguldre und beschrankte Funktion. 

Es ist namlich die Funktion ia in %, also auch in B regular, 
w. z. b. w. 

Folgerung. Ist 8 beschrdnkt, so ist auch B beschrankt. Die Ab- 
solutbetrige der Funktionen z,,z,,...,z, liegen namlich in 8, also auch 
in B unterhalb fester endlicher Schranken. 

Bei der Abbildung zweier Bereiche aufeinander gilt: 

Satz3. Wird durch eine reguldre Transformation ein Bereich 8, 
eineindeutig und analytisch auf einen Bereich B, abgebildet, so bildei 
dieselbe Transformation auch die zugehdrigen Regularitdatshiillen B, und 
B, eineindeutig und analytisch aufeinander ab. 

Wir beweisen zunichst den 


Hilfssatz: Der Bereich B® sei eineindeutig und analytisch auf einen 
Bereich 8’ abbildbar; ist 8 ein Regularitdtsbereich, so ist auch B’ ein 
Regularitdatsberetch. 


Es sei namlich B’ die Regularitatshiille von $’; die Transformation 
(7) 25 =f, (qs Sqr oor Sa)3 By fq (Sys Bqn oo 0s Bq)s 005 By Sq(Bqy Sqr +009 8q) 
bilde 8 auf B’ ab; die zu 7 inverse Transformation sei 
y") Zi=fi (21, 2 «++ B4)3 a> = fy (24, 2g, «++» 2n)3 as Bn =n (21, 28, ++) 2p): 


Dir Funktionen f; *(2{,...,2:)(¢=1,2,...,) sind in 8’, also auch in 
B’ regular. Da ferner die Funktionaldeterminante von 7'~* in 8’, also 
auch in B’ nicht verschwindet, so wird durch 7~* der Bereich B’ auf 
einen § enthaltenden Bereich B abgebildet. 


Es sei nun f eine Funktion, die § als ihren Regularitatsbereich hat. 
Die Funktion f(7'~*) ist dann in 8’ und somit auch in B’ regular, also 
f=f(T~*-T) in B noch regular. Folglich liegt B im Innern von $; da 
umgekehrt $ im Innern von B liegt, ist 8 mit B und damit auch 8’ 
mit B’ identisch, w. z. b. w. 

Beweis von Satz 3. T sei die gegebene Transformation des Be- 
reiches 8, in den Bereich 8,; die Funktionen von 7 sind in B, noch 
regular, und ihre Funktionaldeterminante ist dort verschieden von 0. 
B, wird also durch 7 auf einen Bereich Bg abgebildet; B; enthalt 6, und 
ist nach dem Hilfssatz ein Regularitatsbereich. Ferner sind samtliche in 
%, regularen Funktionen noch in Bs regular; ist nimlich f in 8, regular, 
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so ist f(7') in B,, also auch in B,, folglich f= {(TT~*) in B; noch regular. 
B: besitzt somit die drei charakteristischen Eigenschaften der zu %, ge- 
hérigen Regularitatshiille B,, w. z. b. w. 


Folgerungen aus Satz 3. Il. Hin Bereich 8 laBt nur solche ein- 
eindeutigen und analytischen Transformationen in sich zu, die auch seine 
Regularitatshiille B in sich tiberfiihren. Die Gruppe aller eineindeutigen 
und analytischen Abbildungen von % auf sich ist also stets eine Unter- 
gruppe der eineindeutigen und analytischen Abbildungen von B auf sich. 


Il. Die Regularitdtshiille eines Kreiskérpers (bzw. Reinhardtschen 
Kreiskérpers) ist wieder ein Kreiskérper (bzw. Reinhardtscher Kreiskérper) 
— unter einem Kreiskérper mit dem Mittelpunkte (a,,a@,,...,a,) ver- 
stehen wir dabei einen Bereich, der durch samtliche Transformationen 


2’—a.= z,—a,)e’® (w»=1,2,...,; ® beliebig reell 
, a * ) 


, 


auf sich abgebildet wird und den Punkt (a,,a,,...,a,,) als inneren Punkt 
enthalt; ein Reinhardtscher Kreiskérper wird entsprechend durch die 
Transformationen 

id, 


zi — a,=(z,—a,)e (vy =1,2,...,; 8, beliebig reell) 


definiert. Die Regularitatshiillen dieser Bereiche wurden schon friiher im 
Falle n = 2 genauer untersucht *). 


III. Als wichtigste Folgerung sei ein Verfahren genannt, das gestattet, 
beliebig viele — sogar beschrinkte und einfach-zusammenhingende — 
starre Bereiche zu konstruieren, d. h. solche Bereiche, die auBer der Iden- 
titat keine eineindeutigen analytischen Abbildungen auf sich zulassen. 

Beschranken wir uns auf zwei komplexe Verinderliche! Der Bereich 8 
sei ein Kreiskérper und selbst kein Regularitatsbereich, B sei seine 
Regularitatshiille (B ist wieder ein Kreiskérper). Nun sind samtliche Ab- 
bildungen eines Kreiskérpers — mit Ausnahme von ganz speziellen Be- 
reichen — mittelpunktstreu und ganz linear’). Ist also $’ ein Bereich, 
der $ enthilt, aber noch im Innern von B liegt, und laBt ferner QB’ keine 
der bekannten (ganz-linearen) Transformationen des Kreiskérpers B zu, so 
mu8 %’ ein starrer Kérper sein. 


") Vgl. *), vor allem c). 

*°) Vgl. P. Thullen, Zu den Abbildungen durch analytische Funktionen mehrerer 
Veriinderlichen, Math. Annalen 104 (1931), S. 244—259, und H. Cartan, Sur les trans- 
formations analytiques des domaines cerclés et semi-cerclés bornés, Math. Annalen 106 
(1932), S. 540—573. Uber die mittelpunktstreuen Abbildungen siehe auch H. Behnke, 
Die Abbildungen der Kreiskérper, Hamb. Abh. 7. Wir setzen voraus, da8 B unter 
keinen der wenigen Ausnahmekérper fallt; es zeigt sich tibrigens, daB, falls B ein 
Ausnahmekérper und zugleich @+ B ist, B einem Dizylinder aquivalent ist; vgl. 
auch IV, § 1. 

















Singularitaéten von Funktionen mehrerer Verinderlichen. 


Il. Fundamentalsatz und &-konvexe Bereiche. 


§1. 
Der Fundamentalsatz. 


Klassen von Funktionen. § sei eine Menge von Funktionen, die 
in einem gegebenen Bereiche § regular (bzw. meromorph) sein mégen. 
& heiBt eine ,,Klasse in 8 regulirer (meromorpher) Funktionen“ oder 
kurz eine in B reguldre (meromorphe) Klasse, falls 8 folgende Bedingung 
erfiillt: 

Ist f irgendeine Funktion aus &, so enthalt & 


1. deren Ableitungen of (¢ =1,2,...,%) (hiermit also auch samt- 
7 
1) ont 
asm™...02m 
2. sdémtliche Funktionen A{f}”; hierbei bedeutet A eine beliebige 
komplexe Konstante, p eine beliebige positive ganze Zahl. 


liche Ableitungen héherer Ordnung 


Als Beispiele seien einige wichtige Klassen genannt: 


Die Gesamtheit der in 8 reguliren (meromorphen) Funktionen; die 
Gesamtheit der rationalen Funktionen; die Gesamtheit der Polynome oder 
die der homogenen Polynome; die Gesamtheit der Monome a 2m 2... 2M, 


Definition der Bereiche 8%. Der Bereich %, liege ganz im Innern 
des Bereiches $, r sei die Minimaldistanz von %, in bezug auf $B; ferner 
sei o<r eine gegebene positive Zahl. Die Gesamtheit aller Punkte M aus 
%, zu denen es in $, mindestens einen Punkt gibt, dessen Abstand von 
M kleiner ist als 0, bildet einen Teilbereich von $, den wir mit G{° be- 
zeichnen; 8," liegt ganz im Innern von 9%. 


Fundamentalsatz. 8, sei ein ganz im Innern eines Bereiches B 
liegender Bereich, r die Minimaldistanz von B, in bezug auf B, & sei 
eine in B reguldre Klasse. Gilt dann in einem Punkte M, aus 8 fiir 
jede Funktion f aus & 
| f(M,) | S max | f(B,)|, 


80 tst 


1. jede Funktion f aus & in dem Polyzylinder S(M,, 1) noch regular 
und 

2. max | f(S (M,. @)) | < max| (Bi) | 
fiir jedes o< r. 

Beweis. 1. f sei eine beliebige Funktion aus &; zur Abkiirzung 
setzen wir 


max | f(B0"”)| = (7). 
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Nach dem Cauchyschen Integralsatze gilt dann 


1 


' ' ! 
m,. My. ... M,- 


Qmitmt...ta7 A(n) 
mM, +M, +... +My 


(1) 








az Oz" ...62" | (r—9) 
in jedem Punkte M aus %,. 

Da die Ableitungen von f zu & gehdéren, besteht nach Voraussetzung 
die Ungleichung (1) erst recht im Punkte M,. Fiir die Potenzreihenentwick- 


lung fiir f um M,=(z?, zg,..., 22) gilt daher die Abschatzung 








> 5M, +m, +...+m 11 
(9 y’ 1 amr +a f(M,) *") - 0) ms ( 0\ Ms : » 
2) | ay —\ here ~ (z, — 2p)" " ( — 2g) * «++ (Z_ — 28) 
= . Sees . cr iA 2 1 n ad 
| 7, M,...M_,=0 . 2 = as O29 oo OS, 
co 
~ so jm 2 7o|™ - ~o\m 
< A(n) y? | 2, 2? | t+ |zy—z9|™...|2,—22 1" 
= / (r | alae nintaiidiaaeas 
Mm, M,...M,=0 ” 


Die Potenzreihe konvergiert somit gleichmaBig und absolut, solange 
|z4.—22|<r—y (¢=1,2,...,n). 
f ist also in dem Polyzylinder S(M,, r— 4) regular und — fir 7—0 — 
noch regular in S(M,,r). Hiermit ist der erste Teil der Behauptung be- 
wiesen**), 
2. Es sei o< rr und »<r—o (also o<r—~y); aus (2) folgt fir 
jede Funktion f aus & die Abschatzung 





a,  max| f(S(M,, 0)) | fg \Mit mat... tin 1 
(3) - Ta) < 3D oS 7) ” — 
M,M,...M_n=0 (i- — ) 
\ f-— y 
K6énnen wir zeigen, daB sogar stets 
(4) mes | (SM, oD 1 <3 
A(») _ 


so ist auch (fiir »»—+>r — @) der zweite Teil des Fundamentalsatzes bewiesen. 
Nehmen wir an, die Ungleichung (4) wire fiir ein gewisses y, > 0, 
ein 0,< r— ym und eine Funktion f aus & nicht erfiillt, es ware also 





max | f(S(M,, 9)) | >1! 
A(n) 


Setzt man dann ?,= (zh) ° so wiirde max |p, (S (M,, @))| bei ge- 
niigend groBem p beliebig groB. Andererseits ist y, eine Funktion aus 8 


und ferner 
max|p,(B"”)|=1 fiir alle p, 


1) Hierunter sei der Wert der betreffenden Ableitung im Punkte M, verstanden. 
*2) Man beachte, da8 wir bisher nur die erste K1] ig haft benutzt haben; 
es gilt also dieser Teil des Fundamentalsatzes auch fiir solche Funktionsfamilien, die 
nur die erste Klasseneigenschaft besitzen. 
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somit nach (3) 1 
max | P,(S (Mg; o)) | 2-7 


(t=) 


also y, in S(M,, 0) fiir alle p beschrinkt, was obigem widerspricht, 
w. z. b. w. 

Ganz entsprechend beweist man fiir meromorphe Klassen: 

Der Bereich 8,, die Zahl r>0 habe die im Fundamentalsatze vor- 
ausgesetzte Bedeutung; & set eine in 8 meromorphe Klasse. Gilt dann 
in einem Punkte M, aus 8 fiir jede (in M, und B, noch reguldre) 
Funktion f aus & 

| f(My)| S max| f(%B,)|, 


so ist fiir ein beliebiges u mit O<u<r 


1. jede in By” noch reguldére Funktion f aus R auch im Polyzylinder 
S(M,, u) regular und 


2. max | f(S(M,, e))| < max | f( Bo”) | fiir alle 0 <u. 


Der Fundamentalsatz hat natiirlich nur fiir solche meromorphe Klassen 
Sinn, in denen es mindestens eine in 85“ noch regulare Funktion gibt. 


§ 2. 


S-konvexe Bereiche und §-konvexe Hiillen. 


Der Bereich 8 sei der Regularititsbereich einer Funktion y; 8, sei 
ein ganz im Innern von % liegender Bereich, r die Minimaldistanz von 
R, in bezug auf B. Es sei & irgendeine in B regulare Klasse, welche 
die Funktion g enthalt; aus dem ersten Teil des Fundamentalsatzes folgt 
dann, daB zu jedem Punkte M aus %, dessen Randdistanz in bezug auf 
% kleiner als r ist, mindestens eine Funktion f aus & existiert, so dab 
|F(M)| > max | £(B.) |. 

Diese Tatsache fiihrt uns zu dem Begriffe der %-konvexen Bereiche. 

Definition 8. & sei eine in dem Bereiche 8 regulire (meromorphe ) 
Klasse; B sei der Durchschnitt aller Regularitatsbereiche (Meromorphie- 
bereiche) der Funktionen aus ; $ liegt im Innern von B. Der Bereich 8 
heiBt ,konvex in bezug auf die Klasse ®“ — oder kurz &-konvex —, 
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 

1. B ist ein Teilbereich von B; 

2. ist B, irgendein ganz im Innern von B liegender Bereich und r 
seine Minimaldisianz in bezug auf 8, so existiert zu jedem Punkte M 
aus %, dessen Randdistanz in bezug auf 8 kleiner als r ist, in R min- 
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destens eine Funktion f (regular und beschrankt in %,), so dap 
| f(M) | > max | f(B,)|. **) 


Die zu Anfang des Paragraphen gefundene Eigenschaft eines Regu- 
laritatsbereiches besagt jetzt: 

Folgerung 1 des Fundamentalsatzes. Ist der Bereich B® der 
Regularitatsbereich einer Funktion f, und & eine f enthaltende, in B regu- 
lare Klasse, so ist B R-konver. 

Ebenso findet man: 


Folgerung 2. Der Durchschnitt 8 einer endlichen oder unendlichen 
Anzahl von Regularitdtsbereichen ist -konvex; & bedeutet hierbei die 
Klasse aller in 8 reguldren Funktionen (folgt unmittelbar aus dem ersten 
Teile des Fundamentalsatzes). 


Folgerung 3. Ist der Bereich 8 der Durchschnitt einer endlichen 
oder unendlichen Anzahl von &-konvexen Bereichen, so ist B R-konvex: 
R bedeute irgendeine in % reguldre oder meromorphe Klasse. 


Beweis. B sei der Durchschnitt der Regularitatsbereiche (Mero- 
morphiebereiche) der Klasse &; § ist ein Teilbereich von B. Wir haben 
also nur die zweite Eigenschaft der §-konvexen Bereiche (Definition 8) 
nachzuweisen. 

%, sei irgendein ganz im Innern von % liegender Bereich, r sei die 
Minimaldistanz von %, in bezug auf 8. Es sei ferner M ein Punkt aus 
% mit der Eigenschaft, daB fiir jede (in §, beschrinkte) Funktion f aus 
RK gilt: 

| f(M)| < max| f(B,)|. 


Wir werden zeigen, daB die Randdistanz eines solchen Punktes M in bezug 
auf $8 gréBer oder gleich r ist (woraus dann offenbar die Behauptung 
folgt). 

Es ist namlich die Minimaldistanz von %, in bezug auf irgendeinen 
der gegebenen §t-konvexen Bereiche mindestens gleich r und daher nach 
Definition 8 die Randdistanz von M in bezug auf jeden dieser Bereiche 
mindestens r; es mu8 also der Polyzylinder S(M,r) im Innern von %, 
des Durchschnitts aller dieser Bereiche liegen, w. z. b. w. 


Die &-konvexe Hiille eines Bereiches 8. & sei eine in 8 reguldre 
Klasse, B der Durchschnitt aller Regularitaétsbereiche der Funktionen aus §t. 
B enthalt 8 und ist R-konvex (Folgerung 1 und 3). 


8) Hat f (bei einer meromorphen Klasse) in M einen Pol, so gibt es in be- 
liebiger Nachbarschaft von M Punkte M’, in denen f noch regulir, aber beliebig 
hohe Werte annimmt, also sicherlich auch | /(M’)| > max | /(%,)| erfiillt ist. 
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Der Durchschnitt 8’ aller &-konvexen Bereiche, die % enthalten 
(es existiert wenigstens ein solcher Bereich, naimlich B), ist selbst wieder 
@-konvex (Folgerung 3). 8’ ist nach Definition der kleinste 8 enthaltende 
-konvexe Bereich; wir nennen 8’ die &-konvexe Hiille von B "*). 

Man erkennt leicht, daB fiir jede in B beschrinkte Funktion f aus & gilt 


max | f(B’)| = max|f(B)|. 
§ 3. 


Haupteigenschaft der &%-konvexen Bereiche. 


Wir werden jetzt die wichtige Umkehrung von Folgerung 1 des Fun- 
damentalsatzes beweisen: 

Satz 4. & sei eine in dem Bereiche 8 reguldre (meromorphe) Klasse. 
Ist B K-konvexr, so ist B ein Uberlagerungsbereich eines Regularitdts- 
bereiches (Meromorphieberetches ). 

Existiert ferner ein Bereich B, der 8 als Teilbereich enthdlt und zu- 
gleich Durchschnitt von Regularitdtsbereichen ist, so ist 6 ein Regulari- 
tatsberetch (Meromorphiebereich ). 

Folgerung. Ist & eine in 8 reguldre Klasse und 8 &-konvex, so 
ist B ein Regularitdtsbereich. (Als Bereich B waihle man den Durchschnitt 
aller Regularitatsbereiche der Funktionen aus §.) 

Beweis von Satz 4. 1. Die Punktmenge M,, M,,..., M,,... sei 
ein kanonisches System G von Randpunkten des Bereiches 8. Wir werden 
zunichst eine in § regulire (meromorphe) Funktion f konstruieren, die 
in samtlichen M, wesentlich singular wird, womit nach Satz la der erste 
Teil des Satzes bewiesen ist. 

Hierzu wiahlen wir eine im Innern von % liegende Punktfolge: 


P,, P,,..., P,,..., die in @ keinen Hiaufungspunkt besitzt, sich aber 
gegen jeden Punkt M, des kanonischen Systems © hiauft. Ferner sei 
B,, B,,..., B,,,... eine Folge von Bereichen mit den beiden Eigenschaften: 


1, jedes B,, liegt ganz im Innern von 8 und %,,,, und ist ein Teil- 
bereich von 8 (m=1,2,...); 2. zu jedem ganz im Innern von 8 liegen- 
den Bereiche %, gibt es ein m,, so daB alle 8, mit m > m, %, enthalten; 
bezeichnet man mit r,, die Minimaldistanz von %, in bezug auf %, so ist 
insbesondere im r,=0. 


Es sei nun og, die Randdistanz von P, (v»=1,2,...) in bezug auf 
B (es ist him o,= 0). Zu jedem » (von einem gewissen », ab) existiert 
ein gréBtes m — es sei mit m, bezeichnet —, so daB 9, < r»,. Wir setzen 
zur Vereinfachung m,=¥y voraus. 


4) 8 braucht nicht schlicht in bezug auf 8’ zu sein. 
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Nach Definition 8 gibt es dann zu jedem P, eine [in %, und P, *) 


, 


noch regulare und beschrinkte|] Funktion f, der Klasse 8, so daB 
\f,(P,)| > max | 7,(%,)|. 
Wir diirfen ohne Einschrinkung der Allgemeingiiltigkeit annehmen, daf 


(6) f,(P,) =1, 
also 
(6a) max | 7f,(8,)| <1 (» =1, 2,...). 


Dann aber lassen sich ganze positive Zahlen 1, (y=1,2,...) so be 
stimmen, da8 


max | {7,(8,)}""| < m 
Es konvergiert daher das unendliche Produkt 


f= I —{h)") 


gleichmaBig in jedem ganz im Innern von % liegenden Teilbereiche, stellt 
also dort eine regulire (meromorphe) Funktion f dar. 

f verschwindet auf simtlichen analytischen Flachenstiicken f,—1. Es 
kénnen héchstens endlich viele dieser ,Nullstellenflachen“ zusammen- 
fallen; sonst gabe es nimlich eine unendliche Folge »,,7,,...,¥,,..., 80 
daB z. B. der Punkt P,, — nach (6) liegt P,, sicher auf f,=—1 — auch 
auf simtlichen Flachen f,,—1 (¢ =1,2,...) lage; dh. es wire f,,(P,,)=1 
fiir alle ¢ und festes P,,, was (6a) widerspricht. 

Nun ist nach Annahme jeder Randpunkt M, des Systems G Haufungs- 
punkt der P,; es wird also jede Nachbarschaft eines Punktes M, durch 
unendlich viele (verschiedene) Nullstellenflichen f,—1 geschnitten. Da 
aber in einer geniigend kleinen Umgebung eines reguliren oder mero- 
morphen Punktes eine Funktion nur auf endlich vielen solcher Flachen- 
stiicke verschwinden kann, ist f in simtlichen M, wesentlich singular. 
Hiermit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. 

2. Der Bereich B sei als Teilbereich eines Bereiches B, des Durch- 
schnitts der Regularitatsbereiche aller Funktionen einer gewissen Familie ¥ 
vorausgesetzt | 

Es ist keineswegs sicher, daB die oben konstruierte Funktion f stets 
in zwei verschiedenen Punkten M’ und M” von 8, die gleiche Koordinaten 
haben, verschiedene Funktionselemente besitzt. Nun folgt aber aus der 
Konstruktion von f, daB auch jedes Produkt f-~ — sei irgendeine in 


1%) Vgl. Anm. **). 
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% regulire Funktion — in simtlichen Punkten M,, M,,... des kanonischen 
Systems © wesentlich singular wird; gelingt es uns daher, eine in $8 regu- 
lire Funktion ® zu finden, so daB f-@ in allen iibereinander gelagerten 
Punktepaaren M’ und M” von % verschiedene Funktionselemente besitzt, 
so ist B der Regularitaétsbereich (Meromorphiebereich) dieser Funktion und 
somit der Satz dann vollstandig bewiesen. 

Hierzu gehen wir wie folgt vor: 

Aus simtlichen Paaren von Polyzylindern S; und S; einer festen kano- 
nischen Uberdeckung von % greifen wir diejenigen heraus, die als Poly- 
zylinder des Raumes betrachtet einen Teil gemeinsam haben, fiir die aber 
;; = 9. Die Menge dieser Polyzylinderpaare ordnen wir in eine einzige 
Folge =. 

Betrachten wir das /-te Paar dieser Folge, es sei S,, 8;! In 8; und 
S, wihlen wir zwei Punkte M; und M7)’, die gleiche Koordinaten besitzen 
(aber verschiedene Punkte des Bereiches § sind). 

Hat nun die Funktion f in M; und M," die gleichen Funktions- 
elemente, so wahlen wir aus der Familie § eine Funktion ¢,, deren Ele- 
mente in M; und M," verschieden sind — nach der iiber 8 und B ge- 
machten Annahme existiert mindestens eine solche Funktion —; besitzt 
dagegen f selbst schon in M/ und M,” verschiedene Funktionselemente, so 
setzen wir gy, = 1. Wir kénnen ohne Einschrankung voraussetzen — indem 
wir nétigenfalls M,’ und M,’ durch zwei andere Punkte aus S, und 8; 


é 


ersetzen, die beide wieder gleiche Koordinaten besitzen —, daB fp, in 
M; und M,)’ verschiedene Funktionswerte annimmt, daB also 
(7) f(M;) ?,(M; ) + f(M,") P1(M,’). 


Unser Ziel ist jetzt, mit Hilfe der p, eine Funktion ® mit den zu Anfang 
verlangten Eigenschaften zu konstruieren. 


Hierzu wahlen wir eine Folge positiver Konstanten »,, so daB die 


Reihe Sng, im Innern von $ normal konvergiert’*). Dann bestimmen 
l=1 
wir eine weitere Folge positiver Zahlen 0, < n, (J =1, 2,...), die folgenden 
Bedingungen geniigt: 
1. Es sei 0 < 0, < »,, sonst beliebig. Nach (7) ist 
te, = 04 | (M) FM) — a(t’) 1) | + 0. 
Die positiven Zahlen 9 < y, (1 > 2) wihlen wir dann derart, da 
Xe!” | oC Ms) fA) — oC My) FAK) | < my. 


‘®) Vgl. Definition in III, § 1. 


Mathematische Annalen. 106.) 
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Setzt man dann @ =So9, mit 0 < 9,< 9” fir 1>2, so nimmt die 
i=1 


Funktion f® in M{ und My’ verschiedene Funktionswerte an, besitzt dort 
also sicher verschiedene Funktionselemente. 


2. 0, (0 <0, <0}'’) werde so gewahlt, dab 
tty = | 04[44( Mz) f( Me) — 9, ( Me’) £ (Me) 
+ 0, [~_( Ms) f( Mz) _ P_(M,’) A M;’ | + 0; 
die positiven Zahlen 9/) < o/ (1 >3) bestimme man dann derart, daf 


So} | o,( My) f(Mlg) — 9,( Mz") f(y’) | < tg 
l=3 


Die Funktion f® — es sei e,< 0,” fir 1>3 — besitzt jetzt sowohl 
in den Punktepaaren M/, M{’ wie in M!, My’ je verschiedene Funktions- 
gJemente. 


Dieses Verfahren la8t sich beliebig fortsetzen. Man kann also die 9, 
so wiahlen, daB f@ in samtlichen iibereinander gelagerten Punktepaaren 
M’ und M” von & verschiedene Funktionselemente besitzt, w. z. b. w. 


§ 4. 
Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir Regularitatsbereiche; 
Existenz der Regularitatshiille. 


Satz 5. B set ein beliebiger Bereich, R die Klasse aller in B regu- 
laren Funktionen. 8 ist dann und nur dann ein Regularitdatsbereich, 
falls B R-konvex ist. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus Folgerung 1 des Fundamentalsatzes 
und der Folgerung von Satz 4. 

Obrigens ergibt sich aus dem Beweise von Satz 4, daB jeder Regu- 
laritatsbereich ein Meromorphiebereich ist (die dort konstruierte Funktion f 
bzw. f-@® ist in sémtlichen Punkten eines kanonischen Systems von Rand- 
punkten wesentlich singular). 

Wendet man hintereinander Folgerung 2 des Fundamentalsatzes und 
die Folgerung von Satz 4 an, so ergibt sich: 

Satz 6. Der Durchschnitt einer endlichen oder unendlichen Anzahl 
von Regularitdtsbereichen ist selbst wieder ein Regularitatsbereich. 

Folgerung. Zu jedem Bereiche 8 existiert eine Regularitdatshiille B. 
(B ist der Durchschnitt aller Regularitatsbereiche der in 8 regularen 
Funktionen. ) 

Hieraus ergeben sich jetzt saimtliche Eigenschaften der Regularitats- 
hiillen, die wir bereits friiher (I, §§ 2, 3) unter der Voraussetzung ihrer 
Existenz bewiesen haben. 
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Ill. Konvergenzbereiche und Normalitatsbereiche; 
Lésung des Julia- Problems. 


§ 1. 


Definitionen. 


Bereiche der gleichmaBigen Konvergenz einer Folge. Gegeben 
sei eine Folge F von Funktionen f,, f,,..., f,,...; die Funktionen f, seien 
in einer Umgebung eines Punktes M, regulir und mégen dort gleichmaBig 
gegen eine regulire Funktion (bzw. gegen die Konstante oo“) konver- 
gieren. Den Bereich § der gleichmiBigen Konvergenz der Folge F defi- 
nieren wir durch eine kanonische Uberdeckung: Sy(M,) sei der gréBte 
Polyzylinder mit dem Mittelpunkte M,, in dem die f, reguliér und noch 
gleichmaBig konvergent sind; in Sy(M,) wahle man eine dort iiberall dicht 
liegende Punktmenge M,, M,,..., Mn,,...; usw. (vgl. etwa Definition 6). Zu 
der dann erhaltenen unendlichen Folge von Polyzylindern S,, S,,..., S;,... 
bestimme man die &5 wie folgt: es sei é,,=1, falls S; und S; ein Teil 
(des Raumes) gemeinsam haben und dort jede Funktion f, der Folge F 
in Punkten mit gleichen Koordinaten die gleichen Funktionselemente be- 
sitzt; im anderen Falle sei ¢,; = 0. 

Der durch diese Uherdeckung definierte Bereich 8 heiBe der Bereich 
der gleichmafigen Konvergenz der Folge F. % ist ein Teilbereich von B, 
des Durchschnitts der Regularitatsbereiche der Funktionen /,. 

Ist die Grenzfunktion der Folge F in § regular, so nennen wir F 
eine Folge erster Art**); ist die Grenzfunktion unendlich, so heiBe F eine 
Folge zweiter Art**). 

Wir sagen kurz ,,B ist ein Konvergenzbereich erster (zweiter) Art“, 
falls es in B eine Folge erster (zweiter) Art gibt, so daB 8 mit dem 
Bereiche der gleichmaBigen Konvergenz dieser Folge identisch ist. 


Normalitatsbereiche. Gegeben sei eine Familie von Funktionen; 
die Funktionen aus § seien in einer Umgebung eines Punktes M, regular 
und die Familie % dort normal’*). Den Normalitdtsbereich 8 der Fa- 
milie % definieren wir — wéortlich wie oben — durch eine kanonische 
Uberdeckung: Sy(M,) sei der gréBte Polyzylinder mit dem Mittel- 
punkte M,, in dem die Funktionen von § regular sind und § sich normal 
verhalt, usw. 





1”) Diese Bezeichnung hat stets nur in Verbindung mit dem Konvergenzbereiche 
Sinn; es ist etwa die Folge z',z*,...,2”,... in |z|<1 eine Folge erster Art, in |z|>1 
eine Folge zweiter Art. 

18) Eine Familie regulirer Funktionen § hei8t in einem Bereiche 8 normal, 
wenn man aus jeder von Funktionen der Familie § gebildeten unendlichen Folge 
mindestens eine in 8 gleichmaBig konvergente unendliche Teilfolge herausziehen kann. 
41* 
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Der Normalititsbereich § einer Familie % ist ein Teilbereich von B, 
des Durchschnitts der Regularititsbereiche der Funktionen von §. 

Wir sagen, die gegebene in 8 normale Familie § ist eine Familie 
erster Art*”), falls jede in 8 gleichmaBig konvergente Folge von Funktionen 
aus % eine Folge erster Art ist; existiert in 9} mindestens eine Folge 
zweiter Art, so heibt % eine Familie zweiter Art. Entsprechend definiert 
man einen Normalitdtsbereich erster (bzw. zweiter) Art. 

Es sei hier ein sich unmittelbar aus der Theorie der normalen Familien 
ergebender Satz angefiihrt: 

Satz 7. F set eine unendliche Folge reguldrer Funktionen; 8 sei der 
Normalitatsbereich der aus den Funktionen der Folge gebildeten Familie. 
Existiert dann in 8 ein Punkt M, in dessen Umgebung die Folge F gleich- 
mapig konvergiert, so ist 8 mit dem Bereiche der gleichmaBigen Konver- 
genz der Folge F identisch. 

Der Bereich der normalen Konvergenz einer Reihe. Eine 
Reihe ye heiBe in einem Bereiche 8 normal konvergent, falls alle f, in 


v=] ‘ 
% regular sind und die Reihe SY max|/f,(%,)| fiir jeden ganz im Innern 


r=] 
von % liegenden Bereich 8, konvergiert. 
Gegeben sei also eine Reihe 5’ /,, die in der Umgebung eines Punktes M, 


v=1 
normal konvergent sei. Wértlich wie oben definiert man durch ein kano- 
nische Uberdeckung den Bereich 8 der normalen Konvergenz der Reihe . 
% braucht keineswegs mit 8’, dem Bereiche der gleichmaBigen Kon- 
vergenz der Reihe S, zusammenzufallen — $8’ wird bekanntlich als Bereich 
der gleichmaBigen Konvergenz der Folge der Partialsummen definiert. In 
gewissen wichtigen Fiillen sind allerdings die beiden fraglichen Bereiche 

identisch, so bei den Potenzreihen 


co 
7 m, _™m, my 
a An, ,=, my, 1 22 +++2n 5 
M5 Mq,--., My=O 


oder bei den Reihen 


YP, (z,,+--52,) — P,(z,,...,2,) sel ein homogenes Polynom I-ten Grades —, 
=Q0 


oder auch bei Reihen der Form 


’ 


lve 


ley . 
Sali 2qs zs ++ +5 Zp 1) 


" 


i=0 


und ahnlichen Reihen. 


19) Vegi. +7). 

















Singularitéten von Funktionen mehrerer Verinderlichen. 


§ 2. 


Normalitits- und Konvergenzbereiche erster Art. 


Satz 8. B sei der Normalitdtsbereich einer Familie erster Art §. 
Ist dann & irgendeine in 8 reguldre Klasse, welche sdémtliche Funktionen 
aus % enthdlt, so ist 8 S-konvez. 

Beweis. % ist ein Teilbereich von B, des Durchschnitts der Regu- 
laritaétsbereiche der Funktionen aus §. Es geniigt also, die zweite Eigen- 
schaft der &-konvexen Bereiche (Definition 8) nachzuweisen. 

%, sei irgendein ganz im Innern von % liegender Bereich, r seine 
Minimaldistanz in bezug auf $8. Ferner sei M ein Punkt aus 8 mit der 
Eigenschaft, daB fiir jede Funktion f aus & 


| f(M)| < max | f(B,)}. 
Nach dem Fundamentalsatze ist dann jede solche Funktion f in S(M,r) 
regulér und 
(8) max |f(S(M, o))| < max |f(B,”)| fiir alle o <r. 
Da nun § in % normal von erster Art ist, existiert zu jedem 0 <r eine 
positive Zahl R(e), so daB fiir eine beliebige Funktion y aus § 

max | 7(B,"’) | < R(o). 
Nach (8) gilt also auch 

max |~(S(M, 0))|< R(e) fir alle 9<r; 

d. h. % verhalt sich in dem Polyzylinder S(M, 0), also auch (fiir 0 + r) 
in S(M,r) normal. Hieraus folgt sofort die Behauptung*®). 

In Verbindung mit Satz 7 ergibt sich: 

Satz 9. G sei der Bereich der gleichmaBigen Konvergenz einer Folge 
erster Art F. Ist & irgendeine die Funktionen von F enthaltende, in 8 
reguldre Klasse, so ist ® S-konvex. 

Ferner gilt (den Beweis fiihre man genau wie in Satz 8): 

Satz 9a. B sei der Bereich der normalen Konvergenz einer Rethe 2. 
Ist & irgendeine die Funktionen von & enthaltende, in 8 reguldre Klasse, 
so ist B K-konvex. 

Folgerung 1. Jeder Normalitdts- oder Konvergenzbereich erster Art 
(bzw. jeder Bereich der normalen Konvergenz einer Reihe) ist ein Regu- 
laritatsbereich. 


Folgerung 2. Ist § eine in B normale Familie erster Art, R eine 
F enthaltende, in 8 reguldre Klasse, so ist % auch in der &-konvexen 
Hille von B noch normal. Entsprechend gilt: 


*0) Man vergleiche Beweis von Folgerung 3 des Fundamentalsatzes. 
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Ist F eine in B gleichmdafig konvergente Folge (baw. = eine in B 
normal konvergente Rethe), R eine die Funktionen der Folge F (bzw. der 
Reihe =) enthaltende, in 8 reguldre Klasse, so konvergiert F (bzw. 2) 
noch gleichmafig (bzw. normal) in der &-konvexen Hiille von ®. 

Umkehrung von Satz 8, 9 und 9a. Ist & eine in dem Bereiche B 
reguldre Klasse und 8 S-konvex, so ist B der Konvergenzbereich einer 
Folge erster Art (bzw. der Bereich der normalen Konvergenz einer Rethe), 
die nur von Funktionen der Klasse & gebildet wird. 

Aus Satz 7 ergibt sich dann sofort: 

B ist der Normalitatsbereich einer Familie erster Art, deren sdmt- 
liche Funktionen der Klasse  angehéren. 

Beweis. Man betrachte die im Beweise von Satz 4 (Seite 631) be- 
stimmten Funktionen y, = {f,}'"; die y, sind Funktionen der Klasse &. 
Aus der Konstruktion der y, ergibt sich unmittelbar, daB § entweder 
mit $’, dem Bereiche der gleichmaBigen (bzw. normalen) Konvergenz der 


Folge y,, Ys +++» Wy» «+> (baw. der Reihe s V»)s oder aber mit einem Uber- 


lagerungsbereiche von 9%’ identisch ist. 
Ist B nicht identisch mit B’, so wihle man die Folge 


Wr» Or Pir War Os Par +++» Wy» Op Py» ++ 
(bzw. die Reihe y, + 0, 9, + Wot Oy %g +---) 
— die o,g,™) seien die im zweiten Teile des Beweises (Seite 633f.) be- 
stimmten Funktionen; § ist dann notwendig mit dem Bereiche der gleich- 
maBigen (bzw. normalen) Konvergenz dieser Folge (bzw. Reihe) identisch. 

Satz 10. Geniigt eine in dem Bereiche 8 reguldre Klasse der Be- 
dingung, daB jede in 8 reguldre Funktion sich in eine im Innern von 8 
gleichmafig konvergente Folge (bzw. normal konvergente Reihe) von Funk- 
tionen aus & entwickeln laBt, so ist die Regularitatshiille mit der 8 -kon- 
vexen Hiille von 8 identisch. 

Es sei namlich B die &-konvexe Hiille von $8; nach Folgerung 2 
(Seite 637) ist jede in 8 regulire Funktion auch in B regular. B besitzt 
also die drei charakteristischen Eigenschaften der Regularitatshiille, w. z. b. w. 

Folgerung. Der Bereich 8 und die Klasse R médgen den Voraus- 
setzungen von Saiz 10 geniigen. 8 ist dann und nur dann ein Regu- 
laritatsbereich, falls 8 R-konvex ist **). 





*) Die 0, y, sind Funktionen der Klasse &. So, gy, konvergiert normal in 8, 


die Folge 0,9,, 0:92, ---» 0» Py, --- konvergiert also — wie ja auch die Folge 


Wis Ver ++» Wy» «++ — gleichmaBig gegen Null. 
*) Diese Aussage ist schirfer als die von Satz 5. 














Singularitéten von Funktionen mehrerer Veranderlichen. 


§ 3. 
Konvergenzbereiche zweiter Art. 


Satz 11. Ist B der Konvergenzbereich einer Folge zweiter Art, so ist B 
R-konvexr — & bedeute die Klasse aller in 8 meromorphen Funktionen. 

Beweis**). Es geniigt zu zeigen, daB 8 die zweite Eigenschaft der 
§-konvexen Bereiche erfiillt. 

%, sei irgendein ganz im Innern von % liegender Bereich, r seine 
Minimaldistanz in bezug auf 8. Der Punkt M aus 8 habe die Eigen- 
schaft, daB fiir jede (in 8, beschrinkte) Funktion f aus & gilt 


| f(A) | < max | f(B,)]. 


Wir werden zeigen, daB die Randdistanz von M mindestens gleich r ist. 
Ps» Par ++» Py» +++ Sei die gegebene gegen ,,co“ konvergierende Folge; es sei 
u<r, sonst beliebig. Alle Funktionen y, = > sind fiir » > »(u) in 8” 
noch regular und beschrinkt; nach dem Fundamentalsatze (fiir mero- 
morphe Klassen) gilt also 


(9) max |y,(S(M, @))| < max | y,(By”)| fiir alle 9<u und »>>(u). 


Die y, konvergieren nach Voraussetzung in 8)”, nach (9) also auch in 
S(M,u) gleichmaBig gegen Null. Da ferner die y, (nach dem ersten Teil 
des Fundamentalsatzes) in S(M,r) regular sind, konvergiert die gegebene 
Folge der gy, in S(M,u) gleichmaBig gegen ,,co“ (fiir alle u<r); dh. 
der Polyzylinder S(M,r) liegt im Innern von %, woraus sich die Be- 
hauptung ergibt. 

Folgerung. Hin Konvergenzbereich zweiter Art ist ein Meromorphie- 
bereich. 

Es ist namlich 8 ein Teilbereich von B, des Durchschnitts der Regu- 
larititsbereiche der Funktionen gy, (y =1,2,...); nach Satz 4 folgt also 
die Behauptung. 





§ 4. 
Lésung des Julia-Problems. 
Satz 12. Der Normalitdtsbereich einer reguléren Funktionsfamilie 
ist ein Regularitdtsbereich, falls % eine Familie erster Art, ein Mero- 
morphiebereich, falls § eine Familie zweiter Art ist. 


Beweis. Fiir Familien erster Art ist der Satz bereits bewiesen (siehe 
Folgerung 1 auf Seite 637). 


%) Vgl. Beweis von Folgerung 3 des Fund talsatzes und von Satz 8. 
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Es sei also % eine Familie zweiter Art; 8 sei der Normalitatsbereich 
von 3}; wir betrachten § als Durchschnitt der Bereiche der gleichmaBigen 
Konvergenz aller konvergenten Folgen (erster oder zweiter Art), die man 
aus den Funktionen der Familie % bilden kann. Jeder dieser Konvergenz- 
bereiche ist nach Satz 8 bzw. Satz 11 &-konvex, also nach Folgerung 3 
des Fundamentalsatzes auch ihr Durchschnitt 8 (& bedeute die Klasse 
aller in 8 meromorphen Funktionen). Ferner ist 8 ein Teilbereich des 
Durchschnitts aller Regularitatsbereiche der Funktionen von %, also nach 
Satz 4 ein Meromorphiebereich, w. z. b. w. 

Dieser Satz gibt die Lésung eines bekannten Problems, das G. Julia 
durch seine Arbeit**) iiber die normalen Familien analytischer Funktionen 
gestelit hatte. In jener Arbeit zeigte G. Julia, daB die Punktmannigfaltig- 
keiten, in denen eine im Innern eines Bereiches 8 normale Familie auf- 
hért normal zu sein, den gleichen notwendigen Bedingungen geniigen, wie 
sie bisher fiir die Singularitétenmannigfaltigkeiten analytischer und mero- 
morpher Funktionen bekannt waren. Er hatte damit die Frage aufgeworfen, 
ob es stets zu einer solchen Mannigfaltigkeit Yt eine in B regulare oder 
meromorphe Funktion f gibt, die in den Punkten von I wesentlich singular 
wird. Nach Satz 12 ist die Existenz einer solchen Funktion / stets gesichert. 

Aus Satz 12 folgen jetzt unmittelbar die von G. Julia in der zitierten 
Arbeit bewiesenen Siatze. 


§ 5. 
Anwendungen auf Kreiskiérper und Hartogssche Kérper; der Rungeséhe 
Satz fiir mehrere komplexe Veranderliche. 


I. Reihen homogener Polynome. Da jede in einem Kreiskérper 
(mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt) regulare Funktion sich in eine im 
Innern gleichmaBig konvergente Reihe homogener Polynome entwickeln 
1aBt*°), und umgekehrt der Bereich der gleichmaBigen Konvergenz einer 
Reihe homogener Polynome stets ein (sternartiger) Kreiskérper ist, so ergibt 
sich (vgl. Satz 9a und Umkehrung, Folgerung 1 und Satz 10), daB die 
folgenden drei Mengen identisch sind: 


a) die Gesamtheit der Kreisbereiche, die zugleich Regularitatsbereiche sind; 

b) die in bezug auf die Klasse der homogenen Polynome konvexen Bereiche; 

c) die Bereiche der gleichmaBigen Konvergenz einer Reihe homogener 
Polynome. Jeder Bereich, der einer der drei Mengen angehért, gehért also 
notwendig auch den beiden anderen an. 


**) Vgl. G. Julia, Sur les familles de fonctions analytiques de plusieurs variables, 
Acta Math. 47 (1926), 8. 58—115. 
%) Vgl. die unter *), c) zitierte Arbeit, S. 14—17. 
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Es folgt ferner (Satz 10 und Folgerung 2), daB die Regularitatshiille B 
eines Kreiskérpers 8 mit der &-konvexen Hiille von % identisch ist, falls 
§ die Klasse der homogenen Polynome bedeutet **). Jede in $ gleichmaBig 
konvergente Reihe homogener Polynome konvergiert also auch gleichmaBig 
in B; die Regularitatshiille B ist nicht nur ein Kreiskérper, sondern ins- 
besondere schlicht und sternartig. 

SchlieBlich gilt noch der Satz: Der gréfte im Innern eines gegebenen 
Regularitdtsbereiches liegende Kreiskérper mit beliebig gegebenem Mittel- 
punkte ist selbst wieder ein Regularitdtsbereich und insbesondere schlicht 
und sternartig. 


II. Potenzreihen. Wie eben schlieBen wir, daB die folgenden Mengen 
identisch sind: 

a) die Gesamtheit der Reinhardtschen Kreiskérper, die zugleich Re- 
gularitatsbereiche sind; 

b) die in bezug auf die Klasse der Monomen Az™ 2”... 2™ (m,>0) 
konvexen Bereiche; 


c) die Konvergenzbereiche einer Potenzreihe 


Pp» Ae 


asia zm ae... zm. 
Aus b) und c) laBt sich iibrigens folgendes ableiten: Sind r,,14,...,17, 
assoziterte Konvergenzradien einer gegebenen Potenzrethe, und ist 0;= logr; 
(¢=1,2,...,m), so tet die durch die 0, im n-dimensionalen reellen 
Raume bestimmte (n —1)-dimensionale Flache konvex (im gewohnlichen 
Sinne des Wortes) in bezug auf die negativen Richtungen der n Koordi- 
natenachsen. Es ist dies der Inhalt des Satzes von Faber-Fabry-Hartogs 
fiir n komplexe Verianderliche. 

Wie oben gilt ferner: Der gréBte im Innern eines Regularitatsbereiches 
liegende Reinhardtsche Kreiskérper mit beliebig gegebenem Mittelpunkte 
ist ein Regularitatsbereich. 


III. Die Reihen S2'f,(w). Beschranken wir uns auf zwei komplexe 
i=o 


Verianderliche w und z! Wieder sind die folgenden Mengen identisch: 


a) die Gesamtheit der Regularitatsbereiche, die zugleich Hartogssche 
Kérper *’) sind; 


*) Hieraus ergibt sich eine Konstruktion der Regularitatshiille eines beschrinkten 
Kreiskérpers (siehe z. B. die unter *) c) zitierte Arbeit, 8. 100--101). 

*?) Ein Bereich hei8t ein Hartogsscher Kérper, wenn er durch samtliche Trans- 
formationen w’ = w, z’ =ze'* (# beliebig reell) in sich transformiert wird und (0, 0) 
als inneren Punkt enthiilt. 
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b) die in bezug auf die Klasse der Funktionen z'f(w) konvexen Be- 
reiche (7 durchlauft alle ganzen positiven Zahlen und f(w) alle in dem 
Bereiche reguliren Funktionen von w allein); 


c) die Bereiche der gleichmaBigen Konvergenz der Reihen > z' f,(w). 
l=0 


Die Regularititshiille B eines Hartogsschen Bereiches 8 ist mit der §-kon- 
vexen Hiille von 8 identisch (R bedeutet die Klasse der z'f(w)); B ist 
ein Hartogsscher Bereich. 

Bezeichnet man ferner mit k die Klasse aller in 8 reguliren Funk- 
tionen von w allein und mit B die k-konvexe Hiille von 8, so ist die 
Regularitatshiille B ein Teilbereich von B. Der Bereich B setzt sich dabei 
aus simtlichen Punkten (w,z) zusammen, fiir die w im Innern eines ge- 
wissen Bereiches b“ (der w-Ebene) liegt und z eine beliebige komplexe 
Zahl ist. Den so durch B definierten Bereich 6“ nennen wir die Pro- 
jektion des Hartogsschen Kérpers 8. Die Regularitatshiille B hat nach 
Definition die gleiche Projektion wie 8. 

Da B &*)-konvex ist, enthalt B andererseits mit einem Punkte (w,,z,) 
auch simtliche Punkte (w,,z) mit |z| <|z,|. Es ist daher B dann und 
nur dann schlicht, falls seine Projektion 6“ schlicht ist. 

Im Gegensatz hierzu ist es leicht, schlichte Hartogssche Kérper (die 
keine Regularitdtsbereiche sind) mit nicht-schlichten Projektionen anzugeben. 
Hiermit ergibt sich die interessante Tatsache, daf schlichte Bereiche 
existieren, deren Regularitatshiillen nicht mehr schlicht sind. 


IV. Polynomreihen; der Rungesche Satz). Hs sei R die Klasse 
aller Polynome! Jeder Bereich der gleichmaBigen Konvergenz einer Polynom- 
reihe ist &-konvex: umgekehrt ist jeder &-konvexe Bereich der Bereich 
der gleichmaBigen Konvergenz einer gewissen Polynomreihe. 


Es sei nun B ein Bereich mit der Higenschaft, dap jede in B reguldre 
Funktion sich in eine dort gleichmaBig konvergente Polynomrethe ent- 
wickeln laBt; die Regularitatshiille B ist dann identisch mit der -konvexen 
Hiille von 8 (Satz 10); B mu insbesondere schlicht sein. 

Auf Grund dieser Tatsache laBt sich leicht zeigen, daB der aus der 
Theorie einer komplexen Verinderlichen bekannte Rungesche Satz nicht 
mehr im Raume von n (n>1) komplexen Verinderlichen gilt. Es sei 
nimlich $ ein schlichter, beschrankter und einfach-zusammenhangender 
Hartogsscher Bereich mit nicht-schlichter Projektion — solche Hartogssche 


**) @ bedeutet die Klasse der z' f(w). 

*) Der Rungesche Satz besagt: Ist 8‘” ein schlichter und einfach-zusa 
hangender Bereich der z-Ebene, so la8t sich jede in 8‘ regulare Funktion in eine 
dort gleichmaBig kenvergente Reihe von Polynomen entwickeln. 
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Kérper lassen sich beliebig viele angeben —; die Regularitiatshiille B von B 
ist dann ein nicht-schlichter Bereich, und es gibt daher mindestens eine in 
% regulire Funktion, die sich nicht in eine in 8 gleichmaBig konvergente 
Polynomreihe entwickeln laBt, w. z. b. w. *°) 

Man kann nun die Frage stellen: Gilt der Rungesche Satz wenigstens 
fiir einfach-zusammenhdngende, schlichte Regularitdtsbereiche? Dieses 
Problem ist bisher noch nicht gelést. 


IV. Verschiedene Fragen zur Theorie der Regularitatshillen. 


§ 1. 
Eine notwendige Bedingung fiir echte Regularitatshiillen. 


Bisher haben wir stets die zu einem gegebenen Bereiche 8 gehérige 
Regularitatshiille B untersucht. Stellen wir uns jetzt die umgekehrte Auf- 
gabe: Gegeben sei ein Regularitdtsbereich B; es ist ein von B verschiedener 
Teilbereich B zu finden, so daB B die Regularitdtshiille von B ist! 

Existiert zu B ein solcher Bereich $8, so wollen wir B eine echte 
Regularitdtshiille nennen. Unser Ziel ist, eine notwendige Bedingung fiir 
echte Regularitatshiillen anzugeben, und damit zugleich die Existenz solcher 
Regularitatsbereiche nachzuweisen, die keine echten Regularitatshiillen sind. 
Hierzu beweisen wir zunachst 


Satz 13. Der Bereich 8, sei ein ganz im Innern des Bereiches B 
liegender Teilbereich, B, und B seien die Regularitatshiillen von B, bzw. B. 
Ist dann r die Minimaldistanz von 8, in bezug auf B, so ist die Minimal- 
distanz von B, in bezug auf B mindestens gleich r. *) 

Beweis. Ist M irgendein Punkt aus B,, so gilt nach Satz 2 fiir jede 
in B regulare Funktion f 

|f(M)| < max|f(B,)|; 
es sind also nach dem ersten Teile des Fundamentalsatzes alle diese Funk- 
tionen noch in S(M,r) reguliér. Da B ein Regularitatsbereich ist, mu8 
S(M,r) im Innern von B liegen, w.z. b. w. 

Es sei nun eine interessante unmittelbare Folgerung angegeben: 

Satz 14. B, set die Gesamtheit aller Punkte des Bereiches 8, deren 
Randdistanz in bezug auf B groper als die feste Zahl r ist. B, ist entweder 
leer oder zerfallt in ein oder mehrere Teilbereiche B;", Bf”, ..., B{",... 
von B. Ist B ein Regularitatsbereich, so ist auch jeder Bereich 8B,” 
(¢=1,2,...,1,...) ein Regularitdatsbereich. 


%) Vgl. Compt. Rend. 192 (1931), 8. 1077—1079. 
31) DaB die Minimaldistanz von B, in bezug auf B gréfer r sein kann, l48t sich 
an einfachen Beispielen nachweisen. 
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Im folgenden setzen wir — um schlechthin von Randpunkten sprechen 
zu kénnen — den gegebenen Bereich als schlicht und beschrénkt voraus. 
Aus Satz 13 foigt dann sofort die gesuchte notwendige Bedingung fiir echte 
Regularitatshiillen. 

Satz 15. Der Regularitdtsbereich B sei die Regularitdtshiille eines 
von thm verschiedenen Teilbereiches 8. Ist M ein Randpunkt von B, 
ferner f eine beliebige in B reguldre, in M singuldre Funktion, so ist f 
notwendig auch in mindestens einem Randpunkte M’ von % singular. 

Beweis. Ist M zugleich Randpunkt von %, so ist die Aussage des 
Satzes trivial — man setze M=M’. Ist M kein Randpunkt von % 
— solche Punkte existieren nach Voraussetzung sicher —, so betrachte man 
den Regularititsbereich B’ der Funktion f. Ware der Satz falsch, so hitte 
der Bereich 8, nach Satz 13 also auch B, eine Minimaldistanz r > 0 in 
bezug auf B’, was der Voraussetzung widerspricht. 

Folgerung. Gibt es zu jedem Randpunkte M eines Regularitats- 
beretches B eine in B reguldre Funktion f, die in M singuldr, aber in 
jedem anderen Randpunkte von B reguldr ist, so ist B keine echte Regu- 
laritatshiille. 

Beispiele solcher Bereiche sind die Hyperkugel |z, |°-+-|z,|°+...+ |z,|"<1 
oder — im Raume zweier komplexen Veranderlichen w, z — die Bereiche 
|w|*-+|z|*< 1 (a reell), ferner alle vollkommen-konvexen Bereiche (konvex 
im gewohnlichen Sinn des Wortes). 

Bemerkt sei, daB sdmtliche Sdtze dieses Paragraphen ganz allgemein 
fiir &-konvexe Hiillen gelten — & bedeute eine beliebige reguldre Klasse. 


g 2. 
Eine Erweiterung der Theorie der §-konvexen Bereiche. 


Der Theorie der &-konvexen Bereiche lag der zu Anfang mit Hilfe 
der Polyzylinder eingefiihrte Begriff des Abstandes zweier Punkte zugrunde 
(vgl. auch die Begriffe ,Randdistanz“ und ,Minimaldistanz“). Wir werden 
bald sehen, daB sich ganz parallele Theorien aufbauen lassen, wenn man 
von einem Distanzbegriff ausgeht, der durch einen beliebig vorgegebenen, 
schlichten und beschrankten Kreiskérper — z. B. durch eine Hyperkugel — 





definiert ist, wenn man also etwa, wie iiblich, Dei? — 2z{°’|* als Abstand 
t=1 


der Punkte M, und M, einfiihrt. Die ganze Theorie der &-konvexen Be- 
reiche la8t sich dann auf Grund einer Verallgemeinerung des Fundamental- 
satzes ohne Schwierigkeit iibertragen. Allerdings miissen wir dabei den 
Begriff der Klasse“ etwas verengen, indem wir eine neue Bedingung 
— wir nennen sie die ,,Higenschaft [A]* — hinzufiigen: Ist f eine Funk- 
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tion der gegebenen Klasse, so sollen simtliche Funktionen 


Zz a; af (a, beliebige Konstante) 


zur Klasse gehéren. Diese Bedingung erfiillt z. B. die Klasse der homo- 
genen Polynome, nicht aber die Klasse der Monome. 


Bezeichnung. Ist 4 irgendein beschrinkter Kreiskérper mit dem 
Nullpunkt O als Mittelpunkt, so bezeichnen wir mit 4(M) den durch 


Parallelverschiebung OM aus 4 entstehenden Bereich; insbesondere gilt 
1(0) = 4; A(M) ist ein Kreiskérper mit M als Mittelpunkt. 

Die Bereiche 8,” (vgl. 8.627). %, sei ein ganz im Innern des 
Bereiches § liegender Bereich, 4 irgendein schlichter, beschrankter Kreis- 
kérper mit dem Mittelpunkte O, der nur der Bedingung geniigt, daB simt- 
liche Bereiche 4(M) — M sei ein beliebiger Punkt aus 8, — im Innern 
von  liegen. Unter 8” verstehen wir dann die Gesamtheit aller Punkte P 
aus $8, zu denen es in 8, mindestens einen Punkt M gibt, so daB P im 
Innern von 4(M) liegt. 85") ist ein Teilbereich von 8. 

Satz 16. (Verallgemeinerung des Fundamentalsatzes.) 8, set 
irgendein ganz im Innern des Bereiches 8 liegender Bereich, & sei eine 
in B reguldre (meromorphe) Klasse mit der Eigenschaft [A]. Gilt dann 
in einem Punkte M, aus 8 fiir jede (in M, und B, noch beschrankte) 
Funktion f aus & 

| f(My)| < max|f(B,)|, 
und ist ferner A ein beliebiger Kreiskérper mit der Eigenschaft, dap der 
Bereich Bi") noch ganz im Innern von B liegt, so gilt fiir jede (in Bj" 
beschrankte) Funktion f aus &: 

1. f ist in dem Bereiche 4(M,) regular und 

2. max |f(4(M,))| < max| f(%}"’)!. 

Den Fundamentalsatz erhalten wir, wenn wir statt 4 einen Poly- 
zylinder S(0,0) wahlen — es sei 9 <r und r die Minimaldistanz von %, 
in bezug auf 8 —; es ist dann 8)” = Bj” und 4(M,) = S(M,, o). 

Wir fiihren den Beweis von Satz 16 zunichst fiir sternartige Kreiskérper. 


Hilfssatz. Ist P, ein beliebiger Punkt eines sternartigen Kreis- 
kérpers A, so kann man stets durch eine homogene lineare Transformation 


a= Y Api 2 (4=1,2,...,m) 
=1 


t 


A so auf einen Bereich A’ **) abbilden, dag der Bildpunkt P; von Py 


%:) 4’ ist selbst wieder ein sternartiger Kreiskérper. 
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im Innern eines Polyzylinders S(0, @) 
lzz|< eo, |zz|< 0, .--, Jznl<o 


und S(0,) selbst noch im Innern von A’ liegt. 

Beweis. Der Punkt P, habe die Koordinaten z?, z?,..., 29. Wir 
diirfen P,== O voraussetzen (fiir P,=O ist der Hilfssatz trivial). Dann 
gibt es eine homogene lineare Transformation, die P, in einen Punkt P; mit 
den Koordinaten 


(2;)°= 1; (2,)°= (s,)°= a = (2/)°=0 


abbildet. A’ sei der dabei aus 4 entstehende Bildbereich. Da 4’ den 
Punkt P; enthalt und zugleich ein sternartiger Kreiskérper ist, liegen auch 
simtliche Punkte (zj,0,...,0) mit |zj] <1 im Innern von 4’. Mit jedem 
dieser Punkte enthilt 4’ zugleich seine volle Umgebung; da die Punkt- 
menge abgeschlossen ist, gibt es also ein festes « >0, so daB noch simt- 
liche Punkte des Polyzylinders 


jazz] <1+e, |zg|<e,..., jeal<e 


im Innern von 4’ liegen. Durch eine geeignete Streckung la8t sich dieser 
Polyzylinder in einen Polyzylinder der gewiinschten Form S(0, 0) iiber- 
fiihren, w. z. b. w. 

Beweis von Satz 16. Man beachte folgendes: Geht bei einer homo- 
genen linearen Transformation L der Bereich A in den Bereich A’ iiber, 
so wird durch L der Bereich A(M) auf den Bereich A'(M’) abgebildet, 
wobet M einen beliebigen Punkt, M’ seinen durch L entstehenden Bild- 
punkt bedeutet. Ferner geht bei einer homogenen linearen Transformation 
eine Klasse mit der Eigenschaft [A] wieder in eine solche Klasse iiber. 

Ist demnach 4 ein sternartiger Kreiskérper, so laBt sich Satz 16 auf 
Grund des Hilfssatzes sofort auf den Fundamentalsatz zuriickfiihren. 


Es sei nun 4 ein beliebiger (nicht sternartiger) Kreiskérper, der die 
Voraussetzung von Satz 16 erfiillt. 4 sei die Regularitatshiille von 4, 
B die von B. Ist M irgendein Punkt aus B,, so liegt 4(M) noch ganz 
im Innern von $ und der Teilbereich @{*’ ganz im Innern von $8. Man 
wende jetzt auf den Bereich 8 und den sternartigen Kreiskérper 4 Satz 16 
an. Um dann die Behauptung des Satzes auch fiir den Kreiskérper 4 zu 
gewinnen, braucht man nur 4 wieder durch 4, 8 durch B zu ersetzen, 
indem man zugleich beachtet, daB (nach Satz 2) 


max | f(4(M))| = max |f(4(M))|, 
also auch 


max | /(‘B\"”)| = max | f(Bs"”) |. 














Singularitaéten von Funktionen mehrerer Veranderlichen. 647 


Anwendung von Satz 16. 4 sei ein beliebiger, aber im folgenden 
fester, beschrankter Kreiskérper mit dem Nullpunkt O als Mittelpunkt. Unter 
4(M, r) verstehen wir den durch die Transformation z/ = r-z; (¢ =1,2,...,n) 


und die darauf folgende Parallelverschiebung OM aus 4 entstehenden Be- 
reich. Sind dann M, und M, zwei beliebige Punkte und ist r die untere 
Grenze aller Werte o, fiir die 4(M,,o) den Punkt M, noch enthilt, so 
wollen wir r den Abstand des Punktes M, von M, nennen. Es ist klar, 
daB M, von M, den gleichen Abstand hat, wie M, von M,. 4(M,r) 
kénnen wir jetzt als die Gesamtheit aller Punkte betrachten, deren Ab- 
stand von M kleiner als r ist. Entsprechend definiert man die ,,Rand- 
distanz“ und ,,Minimaldistanz“. 

Auf den so eingefiihrten Distanzbegriff laBt sich die ganze Theorie 
der &-konvexen Bereiche ohne jede Anderung iibertragen, wenn man nur 
verlangt, daB die betrachteten Klassen die Eigenschaft [A] besitzen. Wahlt 
man insbesondere fiir 4 die Hyperkugel |z,|*+ |z,|"+...+|z,|°<1, so 
erhailt man den gebrauchlichen Distanzbegriff. Es gilt also die ganze in 
dieser Arbeit aufgebaute Theorie auch dann noch, wenn man dem Worte 
,Abstand“ den gewohnten Sinn beilegt. 


(Eingegangen am 17. 11. 1931.) 











Ein Satz iiber die Meromorphiebereiche analytischer 
Funktionen von mehreren Verinderlichen. 


Von 
Hellmuth Kneser in Greifswald. 


Eine wesentliche Stiitze vieler Untersuchungen iiber die Gestalt der 
Meromorphiebereiche analytischer Funktionen mehrerer Verianderlichen ist 
der folgende 


Satz 1. Ist B ein beschrinktes Gebiet in der z- Ebene mit Hinschlup 
seines Randes ©, und ist die Funktion f(w,,...,w,;2) = f(w;z) mero- 
morph fiir |\w,—a,|< R (R>0O) und z auf ©; gibt es ferner zu jedem 
positiven « Werte w! mit |w) —a,|<e derart, daB f(w;z) fiir w,=w! 
und z in SG meromorph ist, so ist f(w;z) meromorph fiir w,=a 
und z in 8. 

Er ist bisher nur unter zwei einschrinkenden Voraussetzungen bewiesen 
worden’). Die eine ist die, daB 8 eine Kreisscheibe ist. Sie laBt sich mit 
Hilfe des Riemannschen Abbildungssatzes abschwachen zu der Voraussetzung 
des einfachen Zusammenhanges*), aber nicht ganz beseitigen. Die andere 
Einschrankung besteht darin, daS man von der Funktion f regulires Ver- 
halten in einem Punkte mit w,=a, und z in 8 voraussetzt. Sie ist im 
Falle n = 1 leicht zu beheben'). Beide Einschrankungen zugleich konnte 
ich kiirzlich*) im Falle n = 1 aufheben; nunmehr soll es im allgemeinen 
Falle geschehen. 

Fiir die Anwendungen des Satzes 1‘) ist die erste Einschrinkung nicht 


, 


1) E. E. Levi, Annali di mat. (3) 17 (1910), S.61—87; Osgood, Lehrbuch der 
Funktionentheorie, Bd. 2, 8. 212—213 der zweiten Auflage (1929); ferner fiir n = 1 
in einer Vorlesung von Behnke, von der eine vervielfaltigte Nachschrift hergestellt 
worden ist. 

*) Behnke, a. a. 0. '). 

5) Jahresbericht der D.M.V. 1932. 

*) E.E. Levi, a.a.0. *), H. Kneser, dieser Band, S. 656—660, sowie die demnichst 
erscheinende Greifswalder Dissertation von J. Krzoska. Uber den Inhalt der beiden 
letzteren Arbeiten, soweit er damals schon feststand, habe ich bei der Kénigsberger 
Versammlung der D.M.V. im September 1930 berichtet. 
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sehr wichtig, und die zweite nétigt nur zu gewissen Umwegen bei den Be- 
weisen. Trotzdem scheint mir die Stellung des Satzes die Miihe des all- 
gemeinen Beweises zu rechtfertigen. 


§ 1. 
Beweis von Satz 1 mit einer Einschrinkung. 


Satz 2. Ist B ein beschrdnktes Gebiet in der z-Hbene mit Hin- 
schluB seines Randes ©, und ist die Funktion f(w;z) meromorph fir 
|w,—a,| SR (R>O0) und z auf ©, und nicht durchweg singular fiir 
w,=a,; gibt es ferner zu jedem positiven e Werte w) mit |w)—a,|<e 
derart, dap f(w;z) meromorph ist fiir w, = w! und z in B, 80 ist f(w; z) 
meromorph fiir w,=a, und z in B. 

Es handelt sich also genau um Satz 1 mit der zweiten der genannten 
Einschriankungen. Der Beweis geht fast genau wie a.a.0.*) und sei daher 
im allgemeinen angedeutet, nur in den Punkten ausgefiihrt, die hier mehr 
beachtet werden miissen. Da der Meromorphiebereich eine offene Menge 
ist, gibt es einen abgeschlossenen Streifen D lings des Randes © von B 
derart, daB f(w;z) meromorph ist fiir |w,—a,|< R und 2inD. Nach 
der einschrankenden Voraussetzung gehért die Menge 


(1) w,=a,, zin D 


nicht ganz zur Polmannigfaltigkeit von f. In der Umgebung jedes Punktes P 
von (1) gilt eine Quotientendarstellung f=g/h, worin g und A regular 
sind und nach dem eben Gesagten die Funktion h(a;z) nicht identisch, 
also innerhalb einer gewissen Umgebung von P héchstens in P verschwindet. 
Nach dem Borelschen Uberdeckungssatz, angewandt auf die beschrinkte 
abgeschlossene Menge (1), gibt es also nur endlich viele Punkte in (1), 
in denen f(w;z) singular wird. Wir ziehen eine oder (bei mehrfachem Zu- 
sammenhang von %) mehrere Kurven ©’, die von $ einen Teil von D 
abtrennen und diese Punkte vermeiden. Bei geeignetem positivem « ist 
dann f regular fiir |w,—a,|<e und z auf ©’. Nach Voraussetzung gibt 
es Werte w; mit |w) —a,|<e derart, daB f meromorph ist fiir 


(2) w,=w!, zin B. 


Da dasselbe fiir alle hinreichend benachbarten Werte w/ gilt, kénnen wir 

sie gleich so wiahlen, daB fiir w,—w; und einen Wert z aus 8 die 

Funktion f regular und von Null verschieden ist. In der Umgebung jedes 

Punktes P von (2) gilt eine Darstellung f=g/h, worin weder g(w’; z) 

noch h(w’;z) (als Funktion von z allein) identisch verschwindet. Zur 

Aufsuchung der Singularitaéten zweiter Art von /, d. h. der gemeinsamen 
Mathematische Annalen. 106. 42 
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Nullstellen von g und h, kann man daher diese nach dem Vorbereitungs- 
satz ersetzen durch zwei teilerfremde Polynome in z mit dem héchsten 
Koeffizienten 1. Ihre Resultante Rp(w) verschwindet nicht identisch, aber 
in allen singularen Stellen zweiter Art in der Umgebung von P. Wir iiber- 
decken die Menge (2) mit endlich vielen dieser Umgebungen und wiahlen hin- 
reichend nahe bei (w’) ein Wertsystem w” mit | wi!’ —a,| < e, fiir das das 
(nicht identisch verschwindende ) Produkt aller zugehérigen Resultanten Rp (w) 
von Null verschieden ist. Dann ist fiir w, = w{’ und z aus $ die Funktion f 
meromorph und hat dort keine Singularitét zweiter Art. Der Sonderfall, 
daB f dort sogar regular ist, wird wie a.a.0.*) vorweg erledigt mit dem 
bekannten Ergebnis, daB f dann auch fiir w,=—a, und z aus § regular 
ist. Sonst bildet man*) die Ausdriicke 


T Sapte. “Ups gPtt ff 
U,—aareeh | Ge 
& 


mit einem dem Betrage nach hinreichend groBen Wert von c und weiter, 
wenn die Funktion f(w”;z) von z gerade m Pole hat, 


% ..U, | 
aed | en oe 
ceo 





Es zeigt sich, daB V nicht identisch Null und in (2) und fiir |w, —a,|! <e 
und z auf ©’, also nach dem Sonderfall auch fiir w, =a, und z in B 
regular ist, und dasselbe gilt von V/(f—c). Daher ist f meromorph fiir 
w, =a, und z in 8. 

§ 2. 

Ein Hilfssatz. 


Satz 3. Ist die Funktion h(w;z) nicht identisch Null und im 
Punkte P reguldr, so gibt es eine Umgebung U von P derart, daf fiir 
ein Wertsystem (w;z) aus U und fiir Werte «, mit |a,|<1 nur dann 
die Funktion h(w, + a,t,...,w, + «,t;2-+ 1) tdentisch in t verschwinden 
kann, wenn das Wertsystem « einer gewissen nirgends dichten Menge an- 
gehort °). 


5) DaB hier bei verhaltnismaBig elementaren funktionentheoretischen Betrach- 
tungen ein iiber ,offen“ und ,abgeschlossen“ hinausgehender Begriff aus der Punkt- 
mengenlehre herangezogen wird, ist nur eine Ausflucht vor der schon von Ostrowski 
(Math. Zeitschr. $ (1920), S. 289) hervorgehobenen Schwierigkeit, aus einem System 
analytischer Gleichungen bestimmée Verinderliche zu eliminieren. 
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Von diesem Satz ist nur ein kleiner Schritt zu dem hier nicht ge- 
brauchten Satze, daB bei einer analytischen Uberflache § die Richtungen, 
in denen keine Geraden auf % verlaufen, iiberall dicht liegen. Siatze dieser 
Art sind schon angewandt*), aber meines Wissens noch nicht ausdriicklich 
bewiesen worden. 

Zum Beweise von Satz 3 diirfen wir annehmen, daB P der Nullpunkt 
ist. Ist dann A regular fiir |w,|<c, |z|<, so beschriinken wir zunichst 
die Veranderlichen in der Aussage des Satzes auf den Bereich | w,| < ic, 
|\z|<4e, |e,|<1. Das identische Verschwinden von h(w + «t;z +t) 
kommt dann auf eins hinaus mit dem von h(w’ + at’; t’), worn w! = w,—«, z, 
t'=t-+2 gesetzt ist; dabei gilt | w’| <c, so daB h(w’+ at’; t’) fir t’—0 
regular ist. Wir lassen die Striche wieder weg und entwickeln nach 
Potenzen von ?: 

h(w+at;t)= Yh, (w; a)t*. 
A=0 
Die Funktionen h, sind regular fiir |w,|<ce, |«,|<1; soll h(w+ at; t) 
identisch in ¢ verschwinden, so miissen sie alle den Wert Null haben. 

Wir haben also unendlich viele analytische Gleichungen zwischen den 
Veranderlichen « und w aufzulésen. Dazu gibt der zweite WeierstraBsche 
Satz iiber implizite Funktionen die Handhabe. Er lautet: ,Nun kann 
aber..., wenn irgendein System von Gleichungen wie die vorstehenden“ 





(nimlich G, =0,...,G,_,=0), ,in denen G,,...,G@,_, ganze, an der 
Stelle (0,...,0) verschwindende Funktionen von »,,...,v, sind, gegeben 
ist, dasselbe durch eine gewisse Anzahl anderer Systeme 
G (wy, seey Wm, Wm+1) 
(1) \ als (#) 
(3) =wii1—G (wi, ..., Wm) Wasi — --- — A” (wy, ..., Wm) = 0, 
\P J \/ 
- (wi, .--, Wms Wm+1) Wm+> 
y (®) ‘ 
= G" (wy, ..+, Wms Wm41) (y= 2,...,.2—m), 
wo w,,.-., Ww, homogene und voneinander unabhiangige lineare Funktionen 
der GréBen v,,..., v, bedeuten und 
OG (w,, ..., Wa, W ) 
(4) G" (Wy, -++s Wus Omg) = ' — - mn 
m+1 


ist, in der Art ersetzt werden, daB nicht nur jedes der den urspriinglichen 
Gleichungen geniigende Wertsystem (v,,...,v,), in welchem jede der 
GréBen v ihrem absoluten Betrage nach unter einer gewissen Grenze liegt, 
auch einem der neuen Gleichungssysteme geniigt, und zwar, ohne da8 in 


*) Z. B. bei E. Krahn, Uber Minimaleigenschaften der Kugel in diei und mehr 
Dimensionen (Géttinger Dissertation 1925; Acta et Commentationes Universitatis 
Dorpatensis A 9, 1). 


42* 














652 H. Kneser. 


demselben G@’ (w,,...,W,,W,.,,,) = 0 ist, sondern dies auch umgekehrt 
gilt**). Die Rolle von v,,...,¥, spielen bei uns die Veranderlichen w 
und «. Die Anzahl n —1 der gegebenen Gleichungen ist unwesentlich, da 
der Beweis — -durch vollstandige Induktion nach der Zahl der Gleichungen — 
davon unabhingig ist; ebenso die Voraussetzung ,,ganze, an der Stelle (0, ..., 0) 
verschwindende Funktionen“, wenn man in der Behauptung die Méglich- 
keit zulaBt, daB gar keine gemeinsame Nullstelle vorhanden ist. SchlieB- 
lich kann man noch hinzufiigen, daB das Polynom @ in w,,,, irreduzibel 
ist; denn ist G = HK, so treten zwei Gebilde nach (3) an die Stelle des 
einen, und in den Ausnahmestellen H = H’ =0 oder K = K’ = 0 ist auch 
G’ = HK’'+H'K=0. Der durch (3) und (4) dargestellte Wertbereich 
heiBe ein m-stufiges (irreduzibles) Gebilde. Tritt eine weitere Gleichung 
hinzu, so ist sie auf jedem irreduziblen Gebilde entweder iiberall erfiillt, 
oder dieses wird durch eine Anzahl Gebilde niedrigerer Stufen ersetzt, wobei 
im allgemeinen auch die Umgebung des Nullpunktes, in der die Behauptung 
gilt, verengert werden mu. Das letztere kann nur endlich viele Male ein- 
treten. Denn setzt man fest, daB von zwei endlichen Systemen von Ge- 
bilden verschiedener (nicht negativer) Stufen das eine, ©, dem anderen, Tf, 
vorangeht, wenn von der héchsten Stufe, von der sie verschieden viele 


”) Weierstra8, Mathematische Werke, Bd. 3, 8S. 79—80. Die oben weggelassenen 
Worte ,wie in den Elementen der Funktionentheorie gezeigt wird“ habe ich in den 
mir zuginglich gewordenen Ausarbeitungen WeierstraBscher Vorlesungen nicht be- 
statigt gefunden. Herr A. Brauer hat freundlichst die im Berliner Mathematischen 
Seminar befindlichen Ausarbeitungen durchgesehen und mir die in Betracht kommenden 
zugeschickt. Weder in ihnen (es sind: ,Anwendungen der Theorie der elliptischen 
Funktionen auf Probleme der Geometrie und Mechanik“, Sommer 1875, und ,Aus- 
gew*"*e Kapitel aus der Funktionenlehre“, Sommer 1886) noch in einer von A. Kneser 
ausgea.eiteten Vorlesung ,Einleitung in die Theorie der aralytischen Funktionen“, 
Winter 1480—1881, findet sich der Beweis. 

Ich zitiere lieber die obige WeierstraBsche Fassung als die bei Osgood a. a.0.'), 
Kap. 2, § 17 gewahlte, weil mir die Verwendung des Stetigkeitsbegrifis bei der Defi- 
nition des ,Gebildes* nicht ganz angemessen erscheinen will. Auch finden sich bei 
Osgood einige Ungenauigkeiten. Z. B. ist die Aussage in Zeile 9—7 von unten auf 
8.114 der zweiten Auflage nicht richtig, wenn ,Stelle“ einfach ,Wertsystem“ bedeutet 
(s. 8.110): setzt man F = w*—z*y, so hat W = xy/w die Grenzwerte + )y fir z—+0. 
Einen vollstindigen Beweis des WeierstraBschen Satzes zu geben, gehért nicht zum 
Zweckbereich dieser Arbeit. 

Zusatz bei der Korrektur: Nachtraglich bemerke ich, daB es méglich und 
zweckmiBiger ist, den Beweis des gegenwirtigen Absatzes mit dem auf Ideale aus 
Potenzreihen iibertragenen Hilbertschen Basissatz zu fihren statt mit dem oben an- 
gefihrten WeierstraBschen Satze. Der erstere sichert die Existenz einer Basis bei 
einem beliebigen Ideal, der andere die einer Basis besonderer Form bei einem Prim- 
ideal endlicher Basis. Der Basissatz ist mit Hilfe des Vorbereitungssatzes ahnlich zu 
beweisen wie bei Polynomidealen. 
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Gebilde enthalten, in T mehr Gebilde enthalten sind als in GS, so ist 
damit die Gesamtheit der Typen der Zusammensetzung aus Gebilden ver- 
schiedener Stufen wohlgeordnet (iibrigens zum Ordnungstypus w*, wenn, 
wie hier, die Stufe nicht héher wird als eine gewisse Zahl k). Die oben 
geschilderte Ersetzung bedeutet aber einen Riickschritt in dieser wohl- 
geordneten Menge, und es gibt keine unendliche riickschreitende Folge’). 

Es ergibt sich also eine Umgebung % des Nullpunktes und eine Zahl k 
derart, daB in ihr die Gleichungen h, =... = h, = 0 die iibrigen Gleichungen 
h,=0 zur Folge haben. Die Lésungen der ersteren lassen sich durch 
endlich viele Gebilde nach (3) und (4) darstellen. Um zu beweisen, daB 
die bei diesen Gebilden angenommenen Wertsysteme von @,,..., @, nitgends 
dicht liegen, brauchen wir es nur bei jedem einzelnen Gebilde zu zeigen. 
Bei den Gebilden nullter Stufe ist es klar: ein solches ist einfach das 
Wertsystem w,=a,—0. Es sei bewiesen bei den Gebilden niedrigerer 
als k-ter Stufe. Die Haufungspunkte eines Gebildes k-ter Stufe G, ge- 
héren ihm selbst oder (wenn es Punkte mit G’=0 sind; vgl. (4)) Ge- 
bilden niedrigerer Stufen an. Wir schlieBen diese in eine beliebig enge 
Umgebung % ein und brauchen nur zu zeigen, daB die auf @, auBerhalb 
von %8 angenommenen Wertsysteme von «,,...,a, nirgends dicht liegen. 
Dieser Teil von ©, lat sich aber mit endlich vielen Elementen iiberdecken, 
bei denen w,,...,w, und «,,...,@, als reguliére Funktionen von & in einem 
beschrinkten Bereich verinderlichen Parametern u,,..., u, darstellbar sind. 
Ware der Wertevorrat von «,,...,@,, bei allen Elementen zusammen nicht 
nirgends dicht, so wire er es bei mindestens einem Element allein auch 
nicht. Bei diesem wiirde also der Wertevorrat von «,,...,a@, ein Gebiet 
iiberall dicht bedecken und daher (als abgeschlossene Menge) ganz ent- 
halten. Das kann nur geschehen, wenn k>n ist und die Funktional- 
determinante von @,,...,a, etwa nach u,,...,u, nicht identisch ver- 
schwindet. Dann ist auch 








0 (wy + yf, ++, Wa tents t) _ O(Wi + %yE, ---, Metal) _ pnd ( ey, ---» Hn) 
Pith, 5» + <5 G38) ms Pity vs 5 Me) eas > erry 
nicht iiberall gleich Null; d.h. die Wertsysteme (w+ «t;t) mit 
h,(w; a) =h,(w;a) =... =0 


*) Anschaulich ausgedriickt: Man hat eine von rechts nach links angeordnete 
endliche Reihe von Streichholzschachteln und nehme aus einer ein Holz heraus und 
lege zugleich in irgendwelche weiter nach rechts stehende Schachteln beliebig viele 
Holzer hinein. Dies 148t sich beliebig, aber nicht unendlich oft ausfiihren. 

Bei allen Spielen ist die Frage nach der Méglichkeit unendlicher Partien wichtig. 
Ich kenne kein Spiel wie das oben beschriebene (wenn man eine so anspruchslose 
Beschaftigung ein Spiel nennen darf), dessen Regeln Partien beliebiger Linge zu- 
lassen, unendliche Partien aber ausschlieBen. 
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erfiillen ein Gebiet im Raume der n+ 1 komplexen Verinderlichen. Fiir 
alle diese Punkte ist aber h(w;z) = 0; es miiBte also entgegen der Voraus- 
setzung h = 0 sein. 


§ 3. 
Beweis von Satz 1. 


Satz 4. Es sei G ein beschrinktes Gebiet im Raume der Verdnder- 
lichen w,,...,w, und G, ein anderes, das mit seinem Rande in & ent- 
halten ist. Ferner sei 8 ein beschranktes Gebiet in der z-Ebene mit Hin- 
schluB seines Randes ©. Ist dann die Funktion f(w,,..., w,;z) = f(w;z) 
meromorph fiir (w) in @, und z in B sowie fiir (w) in G und z auf ©, 
so ist f auch meromorph fiir (w) in G und z in B. 

Es geniigt zu beweisen, daB f(w;z) meromorph ist fiir (w) in @” 
und z in 8, wenn &” ein beliebiges, G, enthaltendes und mitsamt seinem 
Rande in © enthaltenes Gebiet ist; denn jeder Punkt von © laBt sich in 
ein solches Gebiet einschlieBen. Wir schieben zwischen @ und ©” ein 
Gebiet G’ ein, das mit seinem Rande in @ enthalten ist und das das 
Gebiet @” und dessen Rand enthilt. Ferner wahlen wir ein Gebiet Gj, 
das mit seinem Rande in G, enthalten ist. Wir setzen wt = w, — «,z 
mit noch genauer zu bestimmenden Koeffizienten «,. Sind sie dem Be- 
trage nach hinreichend klein, ist z. B. |«,|<« (¢ >0), so gelten jedenfalls 
fiir alle Werte z aus 8 die Beziehungen: 


1. Liegt (w*) in &’, so liegt (w) in G. 

2. Liegt (w*) in Gi, so liegt (w) in G,. 

3. Liegt (w) in G”, so liegt (w*) in G’. 

Uberstreichen deutet dabei den Ubergang zur abgeschlossenen Hiille 
an. Nun gehért zu jedem Wertsystem 


(5) (w*) aus &’ und z auf € 


eine Umgebung ll und eine in dieser giiltige Quotientendarstellung f= g/h 
durch zwei’ regulire Funktionen g und h, von denen fA nicht identisch 
verschwindet. Endlich viele solche Umgebungen U iiberdecken die ganze 
(beschrankte und abgeschlossene) Menge (5). Bei jeder von ihnen bilden 
diejenigen Wertsysteme «, fiir die mit irgendwelchen Werten w und z 
aus Ul die Gleichung h(w + at;z+t)=0 fiir alle ¢ gilt, nach Satz 3 eine 
nirgends dichte Menge, und diese endlich vielen nirgends dichten Mengen 
zusammen bilden wieder eine nirgends dichte Menge. AuBerhalb dieser 
wahlen wir ein Wertsystem mit |«, <<; dann ist auf keiner ,,Geraden“ 
w,* = konst. die Funktion A durchweg singulair. Wenn wir w;,..., wz, z als 
unabhangige Veriinderliche benutzen, so ist also die einschrinkende Vor- 
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aussetzung von Satz 2 immer erfiillt, solange wir uns auf Wertsysteme (5) 
beschranken. 

Nach den Voraussetzungen und nach den Beziehungen 1. und 2. ist 
nun f meromorph fir (w*) in G{ und z in B sowie fiir (w*) in G’ und 
z auf ©. Die Menge © derjenigen Punkte (w*) aus ’, fiir die f auch 
fiir alle Werte z aus 8 meromorph ist, ist offen. Wenn sie nicht das 
ganze Gebiet ©’ ausmacht, so gibt es einen nicht zu 9 gehérigen Punkt 
w;*=a, derart, da8 bei hinreichend kleinem positivem R die Funktion f 
meromorph ist fiir |w*—a,|< R und z auf ©, und daB fiir beliebig nahe 
bei (a) gelegene Wertsysteme (w*) die Funktion f meromorph ist fiir 
alle z aus %. Da die einschrankende Voraussetzung von Satz 2 erfiillt 
ist, so ist dieser Satz anwendbar; er besagt aber, daB der Punkt w* =a, 
doch zu  gehért. Also fallt die Annahme, § ware nicht mit @’ identisch; 
die Funktion f ist meromorph fiir (w*) in G’ und z in B. Nach der 
Beziehung 3. ist also f(w;z) meromorph fiir (w) in @” und z in B, was 
zu beweisen war. 

Jetzt ist Satz 1 sofort klar. Es sei G das Gebiet |w,—a,|< R. 
Wir wahlen «< R und verstehen unter G, das Gebiet |w, — w!|<e, 
mit 0 < «, << R —e, worin w! die Bedeutung aus dem Wortlaut des Satzes 1 
hat. Dann besagt Satz 4, daB f(w;z) meromorph ist fir |w,—a,|<R 
und z in $8, also insbesondere fiir w, =a, und z in B. 


(Eingegangen am 24. 10. 1931.) 











Die singuliren Kanten bei analytischen Funktionen 
mehrerer Verinderlichen. 


Von 


Hellmuth Kneser in Greifswald. 


Behnke bewies zuerst’), daB die einspringenden Kanten des Regu- 
laritatsbereiches einer analytischen Funktion zweier Veranderlichen analytisch 
sind, d. h. dadurch erhalten werden, daB man die eine Veranderliche als 
analytische Funktion der anderen ansetzt. Mit schirferen Annahmen iiber 
die Differenzierbarkeit, aber ohne eine unndétige Voraussetzung konnte ich 
dann*) einen recht kurzen Beweis angeben. Beiden gemeinsam ist die Be- 
nutzung der von Hartogs erkannten Eigenschaft des Regularitatsradius, da 
sein Logarithmus eine ,,superharmonische* Funktion ist. Der neue, bei beliebig 
vielen Veranderlichen giiltige Beweis, den ich hier geben will, stiitzt sich 
dagegen auf einen Hilfssatz, der auch jener Eigenschaft des Regularitits- 
radius zugrunde liegt und alle gestaltlichen Eigenschaften im Kleinen der 
Regularitaéts- und Meromorphiebereiche beherrscht. Er rihrt betrefis der 
Regularitatsbereiche von Hartogs*) her und wurde betrefis der Meromorphie- 
bereiche bei zwei Verianderlichen in einem fiir die Anwendungen ausreichen- 
den Sonderfall von E. E. Levi‘), bei beliebiger Verinderlichenzahl mit einer 
fiir die Anwendung etwas hinderlichen Einschriankung von Osgood °), in voller, 
mehr als ausreichender Allgemeinheit in der vorstehenden Arbeit bewiesen, 
wo er als Satz 1 zu finden ist. Wegen seiner zentralen Stellung erscheint 
dieser Satz hier als das angemessenere Hilfsmittel: er erméglicht die Verwen- 
dung beriihrender Parabeln an Stelle der héheren Gebilde, die bei der Ver- 
wendung des Regularitats- bzw. Meromorphieradius implizite mit hereinspielen. 
AuBerdem braucht bei dem gegenwartigen Beweis keine Verianderliche vor der 
anderen ausgezeichnet zu werden, was die Rechnung vereinfacht. 


*) Abh. a. d. Math. Sem. d. Hamb. Un. 4 (1926), 8. 347—3865. 

*) Abh. a. d. Math. Sem. d. Hamb. Un. 5 (1926), 8. 151—152. 

*) Sitzber. d. Kgl. Bayer. Akad. d. Wiss., Math.-naturw. Abt., 86 (1906), S. 223-242. 
*) Annali di mat. (3) 17 (1910), 8. 61—87. 

®) Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. 2, 8. 168—169 der ersten Auflage (1924). 
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Ich fiihre den Beweis bei Meromorphiebereichen durch; bei Regulari- 
taitsbereichen geht er genau ebenso, da der zentrale Hilfssatz auch dort gilt. 


In dem 2 -dimensionalen Raume der komplexen Veranderlichen z, ,...,z,, 
seien zwei zweimal stetig differenzierbare (2m — 1)-dimensionale Uberflachen 
gegeben, die sich in einem Punkte P schneiden und dort verschiedene 
Tangential-Uberebenen haben. Sie schneiden sich demzufolge in einer P 
enthaltenden (2 — 2)-dimensionalen Mannigfaltigkeit S. Die beiden Uber- 
flachen seien bestimmt durch Gleichungen ®=0 und ¥=0, worin ® und V 
zwei zweimal stetig differenzierbare reelle Funktionen der Real- und Imaginar- 
teile von z,,...,'2, sind, die in P beide den Wert Null haben, wahrend 
weder die ersten Ableitungen von ® noch die von ¥ alle gleich Null sind 
und auch die einen den anderen nicht proportional sind. Die beiden Uber- 
flichen zerlegen die Umgebung von P in vier Teile nach den vier még- 
lichen Vorzeichenkombinationen von ® und ¥. Fiir einen Bereich, der aus 
dreien von diesen vier Teilen besteht, z. B. den Bereich Max(®, ¥) > 0, 
ist S eine einspringende Kante. 

Zur rechnerischen Behandlung ist es zweckmiBig, nicht die Ableitungen 
der Funktionen ® und ¥ nach den Real- und Imaginarteilen zu benutzen, 
sondern die ,,Ableitungen nach den komplexen Veranderlichen und ihren 
Konjugierten“. Sie werden definiert durch 


dQ — = , dz, + > S54, 


und haben demnach die Werte 


2 3(2-«32), 2-3 (08 


20 1 (004 428) a +09) 
Die Reihenfolge, in der zwei solche Differentiationen ausgefiihrt werden, 
ist gleichgiiltig. 

Zur Abkiirzung bezeichnen wir die Ableitung nach z, durch ein an- 
gehingtes », die nach 7, durch ein angehingtes ». Bei einer reellen Funk- 
tion 2 gelten dann die Beziehungen 


(1) Q, = Q,, Q, ;= Q,,, 255 = Que. 


Sind die Real- und Imaginarteile der Veranderlichen z ihrerseits differenzier- 
bare Funktionen des Real- und Imaginirteils einer neuen komplexen Ver- 
anderlichen ¢ = u +-¢v, so gilt die Kettenregel fiir das Differenzieren mittel- 
barer Funktionen, wie wenn z,,...,2,, %,,---)%, die vermittelnden, ¢ und ¢ 
die smeneen unabhangigen Veranderlichen waren *). 


*) Ausfiihrlicher werden die Verhiltnisse bei diesen uncignntlichen — 
in der gleichzeitig entstandenen Dissertation von J. Krzoska auseinander 
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Die Voraussetzung, daB die Uberflichen ®=0 und ¥ —0 in P ver- 
schiedene Tangential-Uberebenen haben oder da8 in P die ersten Ableitungen 
von ® denen von ¥ nicht proportional sind, besagt, daB 


(2 R D,,...,D,, Dj,...,9;\ 
a =a 
) ” or Foe Sag 
ist in P und daher auch in einer ash von P. Wir setzen weiter 
(D, 
3 Ra 
(3) ng (yr a ot) = 2 


voraus und konstruieren durch einen beliebigen Punkt Q: z,— a, auf 
eine Parabel 


(4) z,=a,+b,t+56,0°, z,=4,+5,8+52,7" 


Die Ableitungen von ®@ nach ¢ und § errechnen sich zu 


a ta +2055 rd On (by + cyt) 
ie heres f+ 5% PE +é,é), 


Cy] 


dogo + ent) (b+ Gt) + 3%, 
“”” ¥ 
atat = 25 (0p + ent) (6, + Gt), 


a = 5 G,;(b, + %,8) (b,+2,8) +5, ¢,. 
“a ¥ 


Entsprechendes gilt von den Ableitungen von Y. Im Punkte Q ist also 




















° = 5%,b, =A, <> = 9b, b, =A, 
(5) oF : ar 
SP abe = A, > thal That = A’, 
a*® ‘i ; 
Se Zur dud + FO, ¢,=C, ar"%n +2O,G=C, 
(6) “n 
ae 1 oy - m0 
BF Ogtbht ghana, PF ahh He 
ate 
7 at ~ 3, - b= Ee’. 
(7) atat = 2 5 * atat 2 Pr, : 


Hierin sind nach (1) von selbst A und A, A’ und 4’, C und C, C’ und C’ 
konjugiert, Z und Z’ reell. Wir setzen A =1, A’ = —1 und bestimmen 
aus den Gleichungen (5) die Koeffizienten b,. Das ist nach (3) méglich, 
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und es werden nicht alle zu Null. Mit den aus (7) errechneten Werten 
E und £’ setzen wir C= E—1, C’ = E’ —1 und bestimmen die Koeffi- 
zienten c, aus den Gleichungen (6). Dann haben die Ableitungen von ® 
und Y nach w und vw (t=u-+-tv) die Werte 





6 @ . @ “ ® fa rn P . 
Te ee em At Ded, cebl~ aol Dee 
ou ot at ow at at 
ay , 7 Ch J P ’ zo 
— = = —? —_ = _ = 
FHA +4 2, ee =i(4’— A’) =0, 
a@ eo, . 8 ae # 
sR, 2. TS at 1 NY RY yy 
art are atat ak 
ty - 
a os OE O'~ One 9. 
cv* 


Daraus folgt, daB in einer gewissen Umgebung des Nullpunktes der u-v-Ebene 
mit Ausschlu8 des Nullpunktes selbst Max (®, Y)> 0 ist. In der Tat, 
es ist ®>O rechts von einer Kurve, die die v-Achse im Nullpunkt be- 
rihrt und dort nach rechts konvex gekriimmt ist, und ”> 0 links von 
einer Kurve, die die v-Achse im Nullpunkt beriihrt und dort nach links 
konvex gekriimmt ist. Bei unserer Festsetzung der Koeffizienten b, und c, 
erhalten wir also eine Parabel, die in einer gewissen Umgebung von Q 
ganz im Gebiet Max(®, VY) > 0 verlauft. 


Nun sei die Funktion f(z,,...,z,) in einer gewissen Umgebung von P 
meromorph in allen Punkten mit Max(®, ¥) > 0. Wieder sei Q ein Punkt 
aus dieser Umgebung und auf S. Wir bestimmen Werte p,,..., p,, so dab 


(8) ZP,P,+ SP,P:>90, Lp, P,+ SP, %s > 0 


ist, mit den Werten der Ableitungen in Q. Das ist nach (3) méglich; es 
braucht ja nur jeweils die erste Summe einen positiven Realteil zu haben. 
Dann gilt (8) wegen der Stetigkeit der Ableitungen auch, wenn wir die Werte 
der Ableitungen in hinreichend benachbarten Punkten einsetzen. Setzen wir 


(9) z,=a,+ bt + 5¢,t°+ w,, 

so wird Max(®, ¥)>O fiir hinreichend kleine von Null verschiedene 
Werte von ¢ und w,=0. Setzen wir in (9) 

(10) w, = p,8 

mit reellem s, so wird 


d® = dV 
Je =ZP.P,+57,P:>0, FG >0 


fiir hinreichend kleine Werte von ¢ und s=0, also wegen der Stetigkeit 
der Ableitungen Max(®, ¥) > 0 fiir hinreichend kleine Werte von ¢ und 
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hinreichend kleine positive Werte von s. Durch die Einsetzung (9) wird 
aus f eine Funktion g(w,,..., w,;¢), die in der Umgebung des Nullpunktes 
meromorph ist fiir alle die Werte, fiir die die Werte von z,,...,z, dem 
Gebiet Max(®,'”) angehéren, also insbesondere bei kleinem positivem R 
fir |t} = R, w,=—0 und fiir |t} << R und beliebig kleine Werte von 
w,,.--,w, (namlich die Werte (10) mit kleinem positivem s). Nach der 
ersten Aussage ist g auch meromorph fiir ‘¢| = R, w,< R, bei geniigend 
kleinem R,. Damit sind die Voraussetzungen des Satzes 1 aus der vor- 
stehenden Arbeit erfiillt. Er besagt, daB g auch fiir w,—0, t=0 mero- 
morph ist. Dann ist aber auch 


f(2,, +--+» %,) =9 (2, —@,,..., 2%, — @,; 0) 


meromorph fiir z,—a,; denn die in g eingesetzten Werte sind nicht durch- 
weg singular fiir die Funktion g, wie eben die linke Seite zeigt. 


Wir haben gefunden: Ist die Funktion f in einer gewissen Umgebung 
von P meromorph fiir alle Werte mit Max(®,”)>0, und gilt (3), so 
ist sie auch in Q, d.h. in allen Punkten von S meromorph. Soll also © 
eine einspringende Kante des Meromorphiebereiches, d.h. f auf S wesent- 
lich singular sein, so ist die Annahme (3) durch 


Dyer Oe) 
P,...,¥,) 


zu ersetzen; der Rang Null kommt nicht in Frage, da die Ableitungen 
nicht alle gleich Null sind. Wir kénnen also 


Y—16,, W,=—i¢, 


setzen. Wegen (2) und (11) ist 4+ 4, 4 nicht reell. Ist z. B. & +0, 
Y,,+ 0, so kénnen wir © darstellen, indem wir z, als Funktion von 
Bon vosg ll ansetzen. Dann gilt 


> ©, dz,+ 5 ;dz,=0, 
>» ¥,dz,+ 5 ¥,dz,=1 5 G,dz,+i1 S5G,dz,—0. 
Wegen 4 +4 hat dies 


(11) Rang ( 


n—1 


> P,dz,=0 


zur Folge, d. h. z, hangt analytisch von z,,...,z,_, ab. Also ist eine ein- 
springende Kante des Meromorphiebereiches einer analytischen Funktion 
immer dadurch zu erhalten, da8 man eine Veranderliche analytisch von 
den iibrigen abhingen laBt. 


(Eingegangen am 24. 10. 1931.) 
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Uber den Zusammenhang zwischen der Eindeutigkeit 
und Léisbarkeit partieller Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung vom elliptischen Typus. 

Von 
J. Schauder in Lwéw (Lemberg). 


Es ist eine bekannte Tatsache, daB die Feststellung der eindeutigen 
Lésbarkeit einer Differentialgleichung eine viel leichtere Aufgabe darstellt, 
als der Beweis fiir die Existenz der Lésung selbst. Die Laplacesche 
Differentialgleichung 7 + a = 0 bietet wohl das beste Beispiel dafiir. 
Es geht auch geschichtlich im allgemeinen der Eindeutigkeitsbeweis den 
Existenzbeweisen voraus. Somit erhebt sich die prinzipielle Frage, ob es 
nicht geniigt, bereits nach dem ersten Schritte innezuhalten, oder genauer 
gesagt: Folgt aus der Eindeutigkeit der hypothetisch vorhandenen Lésung 
die Existenz der Lésung? In einer friiheren Arbeit habe ich einen Satz 
aus der Theorie der Funktionaloperationen angegeben*), der uns bereits 
Mittel in die Hand gibt, dieses Problem fiir elliptische Differentialgleichungen 
zu behandeln, welche in der Normalform vorgelegt sind. Der betreffende 
Satz*) sichert uns die Existenz der Lésungen der Differentialgleichung 

s 
485 —(e9, 2, 38,2) =w(0.9) 
fiir Funktionen y(z, y) (die rechten Seiten) und Randwerte ~(@), die ge- 
niigend nahe bei y,, 7, liegen, sobald nur die Gleichung fiir y,, y, lésbar 
ist und sobald a priori die Eindeutigkeit der Lésung erkannt werden kann. 

In der vorliegenden Abhandlung sollen die Untersuchungen auf all- 
gemeine partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen 
Typus ausgedehnt werden*). Zu diesem Zwecke werden zuerst im ersten 


1) Invarianz des Gebietes in Funktionalriumen, Studia Math. 1 (1929), S. 123-139, 
insb. Satz A (Beweis S. 126—135). 

*) Loc. cit. *) Satz B, Beweis 8. 185-139. 

®) Von gewissen Verallgemeinerungen abgesehen, wurde der Hauptinhalt dieser 
Arbeit in den Sitzungen vom 15. 3. 1930 und 15. 11. 1930 der poln. math. Gesellschaft 
(Abteilung Lwéw) vorgetragen. 
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Kapitel durch eine Reihe von Postulaten diejenigen abstrakten Raume 
festgelegt, in denen der topologische Satz gilt, welcher, auf elliptische Diffe- 
rentialgleichungen angewendet, das gewiinschte Resultat ergibt. AnschlieBend 
werden die spater zu benutzenden Raume der m-mal a-Hodlder-stetig 
differenzierbaren Funktionen naher behandelt. 

Das zweite Kapitel liefert uns den funktionaltheoretischen Satz (Satz III) 
in solcher Fassung, wie er fiir weitere Betrachtungen notwendig erscheint. 
Dabei habe ich mich — um listige Verweisungen zu vermeiden — ent- 
schlossen, gewisse Hilfssitze aus meiner friiheren Arbeit auch hier aufzu- 
nehmen‘), wodurch dieses Kapitel etwas linger geraten ist. Zwischenbe- 
trachtungen iiber lineare elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
ist das dritte Kapitel gewidmet (vgl. insb. Hilfssatz 11). 

Die Hauptergebnisse dieser Arbeit findet der Leser im Kapitel IV. 
Ich zitiere z. B. den folgenden Satz 1V: Lat sich ,a priori“ die EHin- 
deutigkeit der elliptischen Differentialgleichung 

/ @z Oz O*2 a*2 *2\ 
(1) F\2,Y, 2, 55> 55 a0? Bzdy’ dyt) * y(z,y) 
bei beliebigen Funktionen y und Randwerten —p sicherstellen, so folgt aus 
der Lésbarkeit von (1) fiir y,, ~, die Existenz der Lésung fiir benach- 
barte yw, p. Dieser Satz umfaBbt gewisse wichtige Ergebnisse der Herren 
8. Bernstein und L. Lichtenstein. 

Das Endkapitel enthalt Verallgemeinerungen und praktische Anwen- 
dungen der vorhergehenden Resultate. Der dabei mu befolgende Weg ist 
etwa dieser: Will man die Differentialgleichung 


F(z, ¥y; z, P; q> T, 8, t) = 0 


bei kleiner Anderung der Randwerte lésen, so geniigt es, die Hindeutigkeit 
der erweiterten Gleichung 
F(z,y,2,p,9,7,8,t)=y 
zu beweisen. 
I. 


Die abstrakten Raiume E und die m-mal a-Hélder-stetig 
differenzierbaren Funktionenriume. 
§ 1. 


Zur Behandlung einer allgemeinen partiellen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung vom elliptischen Typus, welche nicht mehr in der Normal- 


*) Es handelt sich um die Hilfssitze 5 und 6 der vorliegenden Arbeit (identisch 
mit den Hilfssitzen 1 und 2 der in der FuSnote 1 zitierten Arbeit). 
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form gegeben ist, reichen die friiher von mir bewiesenen topologischen 
Satze aus der Theorie der Funktionaloperationen nicht aus. Im nachsten 
Kapitel bringe ich also einen neuen diesbeziiglichen Satz. Zu diesem Zwecke 
miissen wir zunachst diejenigen Raiume durch eine Reihe von Postulaten 
naher charakterisieren, fiir welche unsere topologischen Ergebnisse gelten sollen. 

Es mége also unter EZ eine abstrakte Menge verstanden werden, welche 
folgenden Axiomen genigt: 

I. a) Zwei beliebige Elemente aus Z lassen sich addieren, und in bezug 
auf diese Addition bildet ZH eine kommutative Gruppe. Daraus folgt die 
Existenz eines Nullelementes, welches wir mit 0 (Null) bezeichnen. 

b) Die Multiplikation 4-e eines Elementes e€ Z mit einer reellen 
Zahl 4 ist eindeutig erklart und liefert wieder ein Element aus Z. Diese 
Multiplikation ist distributiv, d. h. 


(A+ mw) (e, + eg) = 4e, + 4e,+ we, + Mey; 
ferner ist 
1-e=e. 
Eine Menge, welche dieses Postulat erfiillt, wird 6fters als Vektorbereich 
oder linearer Raum bezeichnet. 
Il. Jedem e€ Z ist eindeutig eine nichtnegative Zahl, seine Norm (in 
Zeichen ||¢||) so zugeordnet, dab 


a) aus |je|—0 folgt e—0. 
b) Mle: +eal| Sle ll+ lel. 


e) fa-el]—lal-llell. 
Aus dem Axiome II folgt leicht die Existenz der Metrik in der abstrakten 
Menge EZ. Man setze namlich 
Distanz ¢,, y= €,, & = ||¢, — e||. 
Einen metrischen und vektoriellen Raum, in welchem sich die Norm defi- 
nieren l48t, nennt man in der Literatur normiert. 
III. Der Raum Z£ ist vollstandig, d.h. aus 


Jim || —— Cn | =0 
m-> co 


folgt die Existenz eines Elementes e, fiir welches 
Jim |e — ¢, || = 0 
besteht. 
Definition 1. Besteht die Beziehung 


lim || e —e,||=0, 


ra>o@ 
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so sagt man: die Elementenfolge {¢,} konvergiere stark (in Zeichen -*») 
nach dem Elemente e, ihrer starken Grenze. 

Diese Axiome wurden von Herrn Banach aufgestellt®). Ich fiige noch 
folgende neue hinzu: 

IV. Neben der starken Konvergenz tritt in Z auch der Begriff der 
schwachen") (in Zeichen “*+) nach einem Elemente hinzu mit den Eigen- 
schaften: 

a) Aus e,-“>e folgt die Beziehung e, “>e. 

b) Aus 

ef Me’, of Mh e e”, lim dq =a’, lim ay = 2” 
folgt 
x. ef, ,44%.¢ re, j'. e’+1"-e", 

c,) Aus e,“">e folgt die Existenz einer Zabl M so, daB 

lle ll <M. 
c,) Aus e,“">e und |e, || < M, folgt auch 
lel < M,. 


d) Mit e,—>e ist auch jede Teilfolge nach demselben Elemente e 
schwach "be eR 

V. Aus |le,||< M (man nennt dann die Elementenfolge beschrankt) 
folgt die Existenz wenigstens einer nach einem passenden Elemente schwach- 
konvergierenden Teilfolge ¢,,, d. h. 


@a,-> ¢ (das Axiom der Schwachkompaktheit). 


§ 2. 
Es sei K ein abgeschlossener Kreis. Man betrachte die Gesamtheit 7, 
aller in KX erklarten, stetigen Funktionen f, welche dort eine Héldersche 
Bedingung mit dem festen Exponenten a erfiillen (0 <a@<1). 


(1) |f(.¥%:) —f(%,¥)|S CO, 393 ris = (%,— z,)"+ (¥, — Ys) 0<e@<l. 
Dabei mége sogleich C, in (1) méglichst klein gewahlt werden. Man definiert 
dann bekanntlich als i f\|, die Zahl: || f ||, Max|f| + MinC,. 


Der Index «@ soll also bedeuten, daB die «-Norm || ||, “fir den Ex- 
ponenten « gebildet wurde. Fiir den speziellen Fall « =1 schreibt man 


®) Vgl. 8. Banach, Sur les opérations dans les ensembles abstraits, Fund. Math. 3 
(1922), insb. 8. 134—136. 

*) Der Begriff der schwachen Konvergenz ist im allgemeinen umfassender als 
der der starken Konvergenz. 
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auch ||f||,=|jf\|zi und spricht von einer ,,Lipschitzschen“ Normierung. 
Es erfiillt 2, die drei ersten Postulate des Herrn Banach. Wir fiihren jetzt 
den Begriff der schwachen Konvergenz ein. 

Definition 2. Die Funktionenfolge {f,} aus Z, nennt man schwach- 
konvergent nach der Funktion f, wenn 


a) Il f(a, Y)\le SM (n=1, es 
b) lim f, (2; y) =f (2, y) gleichmaBig in K. 


Dieser Begriff der schwachen Konvergenz erfiillt offensichtlich alle Teile 
des Postulats IV. Was das fiinfte Postulat anbetrifft, so iiberzeugt man 
sich von seinem Bestehen, wenn man bedenkt, da8 aus 


; fille SM (s=1,2,...) 
die Folgerung 


Max | f,,| < M; | fy, (ys Ya) — fy(%e, Ye) |S M-ry, 


gezogen werden kann. Mittels des Hilbertschen: Diagonalverfahrens kann 
man dann bekanntlich eine Teilfolge f,,, herausgreifen, die gleichmaBig gegen 
eine Funktion f konvergjert. 

Neue Beispiele von Funktionenfeldern, welche die Axiome I bis V er- 
fiillen, bekommt man durch Betrachtung der Gesamtheit derjenigen Funk- 
tionen, die in K m-mal «-Hélder-stetig differenzierbar sind **). Wir be- 
zeichnen diesen Raum kurz mit HZ, ,, und seine Norm mit ||/||, ,,. Dabei 
wird | ||, ,, durch 























i+k=m lek 
‘ 1 || atte 
(2) ihn 5 ole 
— Se ax‘ dy* . 
. aitke | 4: , ; airke 
definiert, unter | die bereits erklarte «-Norm der Ableitungen - 
dx‘ ay* ||, 6x‘ dy* 


verstanden, die doch fiir sich betrachtet «-Hélder-stetige und fiir i +-k < m — 1 
sogar Lipschitz-stetige Funktionen bilden. Eine Funktionenfolge { f, } aus Z, ,, 





wird nun — in sinngemaéBer Verallgemeinerung der Definition 2 — nach 
einer Funktion f schwachkonvergent genannt, falis die Beziehungen 
®) |lfllewsM (x =1, 2, 3,...), 
(3) .  gitke ates ; oar ii ‘ 
b) lm ——* =— gleichmafig in K fir OS t+kim 
n> @ ax! ay* ax! ay* = = 


zugleich bestehen. Die Feststellung der Axiome I bis V fiir die Funktionen- 
riume EZ, ,, wird dem Leser iiberlassen. 


**) Anmerkung bei der Korrektur. Dies bedeutet, daB / mit allen partiellen 
Ableitungen m-ter Ordnung versehen ist, welche ihrerseits zu E, gehéren. 
43 
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Man fasse endlich den Raum e,,, derjenigen nur am Rande des 
Kreises K definierten Funktionen ¢ ins Auge, die — als Funktionen eines 
am Rande laufenden Parameters (z. B. des Winkelargumentes) verstanden — 
mit a-Hélder-stetigen Ableitungen m-ter Ordnung versehen sind. Ihre 
Normierung wird nach dem friiheren Schema bewerkstelligt. Des weiteren 
werden in diesem Falle die obigen Definitionen und Bezeichnungen beibe- 
halten, womit auch jetzt, wie leicht einzusehen, alle Axiome bestehen bleiben. 
Dabei darf man nicht vergessen, daB es sich um Funktionen einer Variablen 
handelt. 


§ 3. 

Hilfssatz 1. Hs seien die Funktionen {f,} aus E,, ,, im Sinne der 
in diesem Raume gelienden Norm schwachkonvergent (a < 1). Im Sinne 
jeder niedrigeren «-Norm (a <«') konvergieren die Funktionen f, stark 
gegen dieselbe Funktion. Unter der niedrigeren Norm wird dabei die Norm 
des Raumes E, ,, verstanden, 

Beweis. Es geniigt offensichtlich, sich auf Funktionen {f,} zu be- 
schranken, welche in HZ, eingebettet sind, da der allgemeine Fall m > 0 
sehr leicht auf diesen zuriickgefiihrt werden kann. Da f, «hf im Sinne 
der a«’-Norm, so folgt daraus insbesondere 


(4) ltl <M, |< M (nm = 1, 2,...). 


Die Funktionen f, konvergieren weiter in Beachtung der Definition 2 
gleichmaBig im gewéhnlichen Sinne nach einer Funktion /, d. h. 


(5) Jim Max | f,— f| = 0. 
Man setze nun 
(6) ¥Y,= 1, f 


Es ist dann wegen (4), (5), (6) 
8) lim Max ly, | = 0, | Yn Ha s 2 M, 


b) | va(%i> ¥1) — Yale Ye) |S 2 Mryy. 
Es sei nun e>0 und sonst beliebig. Fiir r,,< « gilt (vgl. (7b)) 


(7) 


(8) |v, (2 9:) — V'n(2e, y,)|52 Mery. 
Falls aber r,,> ¢, 80 ist 
(9) 1 Wal 2> %1) —Ya( Ze, Y.) | S 2 Max | y,|. 


Ist nun n> N(e), so folgt weiter aus (7a), (9) 
a) lw, (2,.9;) — ¥,(%e y:)| Se; Tees n= N(e), 
b) 


(10) 


a 


\y,(2, 9) — Wy (4e» Ys)| £P""far Tie: 
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Insgesamt schlieBt man also aus (7a), (8), (10b) 
lim, Max | y,| = 0, 
| vn(@4» 9s) — Wales Yo) |S (2M + let rh... fiir n> N (6), «<a 
Dies bedeutet aber, daB die «-Hélder-Konstanten der Funktionen y,, nach 
Null konvergieren. Somit (vgl. (6), (11)) 
Jim || ¥, ||. = lim, lf, —f\|,= 90, w.z.b. w. 

Hilfssatz 2. Fiir beliebige zwei Funktionen f, , f, aus dem RaumeE, m Gilt 

(12) I f-Palleem SM Fillesm' Il fall, m* 


Beweis. Wir fiihren nur den Beweis fiir die Raume EZ, und £, , durch. 
Der allgemeine Fall wird leicht durch Induktion’) erledigt. Es mégen also 
zuerst f,, f, beide zu EH, gehéren. Sind dann C;,, C;, Cy,.,, die fiir ent- 
sprechende Funktionen gebildeten kleinsten a-Hélder-Konstanten, so er- 
gibt eine direkte Rechnung sofort 
ll All. = Max | f,|+ C,, ll fall, = Max |f,|+.C,, 


(13) Max | f,-/,| < Max | f, |-Max| f,|, 
C,.42 C,, - Max| f,| + C, - Max | f,|. 
(13) liefert sofort 
lfi-fe \| , << Max | f,|-Max| f,| i Max|f,|-C, + Max'!f,|-C,, 
somit 
(14) It flle Silla Wh lle 


Gehéren weiter beide Funktionen zu Z, ,, so hat man in Beriicksichtigung 
der vorhergehenden Definitionen [vgl. (2)] 





















































Wfller=WAlle +5 oh | + ah 
. . . 
(15) I falle.s = llfalle + |] 2] “PSI. 
fi: falle,s= “hes = || fy: fella + oh: ch +1 af: che : 
Da nun 
> é ae Cry C . A a th 
(16) Ahh) as f°) a the oh, hfe) f,- if hs fa +4, 3h f 


*) Oder noch besser direkt. In dieser Arbeit brauchen wir aber nur den Satz 
fir E, und E,,,, und beide Fille werden an diescr Stelle bewiesen. 
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ist, so folgt daraus — indem man das in der Formel (14) bereits Be- 
wiesene beachtet — 


LAhaileSiAlle | flle 

















(17) | 2% fe) | SilAll " .||54 |+ lf lle: 
6(f- my <| f, || le I. +Ilflle- % 


























Durch Zusammenfassung aller oem (15), (17) pach man endlich zu 


We-fellesS (iI lle +52] +4 | +4.) 
=llAlle.: Wal. w. z. b. w. 
Hilfssatz 3. Gehdren die Funktionen {f,} zu EH, ,, und gilt 
a) Il falle.m <M (n=1,2,...), 
b) im f= f gleichmaBig in K, 




















Y Ile! ) (if et| 





; | 
a 


80 konvergieren die Funktionen f,, nach f schwach im Sinne der in E, ,, 
bestehenden Normierung, d.h. aufer f,—+f gleichmapig, hat man auch 


; S| ee ee 
lim ———*. = ———. gleichmabig in K fiir 1S i+k<m. 


n>o ax'dy* az‘ ay* 
Die Grenzfunktion f liegt wieder in E, ,, 
Beweis. Die Behauptung folgt leicht aus den Voraussetzungen, da 
doch jede schwachkonvergierende Teilfolge /,,, wegen lim fn=f, dieselbe 


schwache Grenze besitzen muS. Andererseits sind aber in Beachtung von 
|! 4 Ss M 
schwachkonvergente Teilfolgen vorhanden. 





Hilfssatz 4. Voraussetzung. Es sei f,(x, y) = f(a, y; 4) eine zu- 
sammenhdngende Rethe von — fiir jedes 0<S5<1 — zu E, ,, gehoren- 
den Funktionen. f, sei eine stetige Funktion von 6 (gleichmaBig in x,y), 
und es gelte tiberdies 


(18) I fa(zs ¥) llem= Wf (2, ¥5 9) le wm. 


theta 


1 
Behauptung. Die Funktion F(x, y) =f f(x,y; 4)dé liegt auch in 


E, ,,, und es besteht weiter die Ungleichheit ° 
(19) | F(z, y) flew GM. 


Beweis. F(z, y) = lim F(z, oe gleichmaBig in K, 





(20) 





F,(z, y= Sl (zy; 6;) (9, ry d;). 
i=1 
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Alle Funktionen f;,—= f(z, y; 6;) (¢=1,2,...,) gehdren zu EZ, und er- 
fiillen (18). Uberdies sind 6, ,, — 6; Konstanten. Es folgt also (vgl. (18), (20)) 


| FallamS 3 (de+1— 8:) || fy(25 9) lam <M. 


Da nun die Funktionen F,(z,y) im gewdhnlichen Sinne gleichmaBig nach 
F(z, y) konvergieren, so schlieBt man daraus mit Benutzung des Hilfs- 
satzes 3 und in Beriicksichtigung des Axioms IVc, auch 


| Sree. y;d)a6|| < M, 


w. z. b. w. 


Il. 
Die topologischen Sitze. 
§ 1. 


Es seien R*, R*, R®* drei lineare, normierte und vollstaéndige Raume 
von derselben endlichen Dimension n, die auch zusammenfallen kénnen. 
Sei weiter g ein Bereich*), der im Raume R* gelegen ist, und es werde g 
vermittels einer stetigen Abbildung @ auf eine in R* gelegene Menge 9 = P(g) 
abgebildet. Der Einfachheit halber nehmen wir an, daB g ein durch ein 
gewisses n — 1-dimensionales, geschlossenes Polyeder P,,_, berandetes Gebiet 
darstellt. Weiter werde 9 = @®(g) durch die stetige, nur in g erklarte Ab- 
bildung Y auf eine in R®* gelegene Menge g = Y(g) abgebildet. 

Betrachten wir die erste Abbildung etwas genauer. Dem Rand- 
polyeder P,_, entspricht das Polyederbild P, ,—@(P,_,). Ein Element 
(Punkt) des Raumes R*, das nicht auf P, , liegt, besitzt in bezug auf 
P,_, eine wohldefinierte Ordnung (Abbildungsgrad®)). Weiter bemerken 
wir, daB die um P, ,—@(P,_,) gehdrende, im Raume R® gelegene Kom- 
plementiarmenge in Gebietskomponenten zerfallt. Alle Punkte des Raumes R°, 
die zu derselben Komponente gehéren, besitzen in bezug auf P, , dieselbe 
Ordnung. 

Sei also a ein festgewahlter Punkt des Raumes R*, der nicht auf 
P,_,=®(P,_,) liegt. Jeder Punkt in R*, der sich mit % durch einen 
Streckenzug verbinden laBt, ohne dabei P,_, zupassieren, besitzt in bezug 
auf P,_, dieselbe Ordnung. 2 gehére jetzt zu ®(g). Es gibt also einen 
Punkt x€g so, daB 

n= @(2). 


*) Innere Punkte + Rand. 
*) Wenn ich im folgenden manchmal diese zwei Begriffe unterschiedslos gebrauchen 
werde, so tue ich es, weil sie — in unserem Falle — zahlenmaBig dieselbe ganze Zahl 
ergeben. Vgl., was diese Begriffe anbetrifft, die topologischen Arbeiten des Herrn Brouwer. 
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Durch die zweite Abbildung geht der Punkt 2 in einen Punkt 
a= P(2) 


iiber. Die den Punkt a enthaltende Komponente bzw. genauer der Durch- 
schnitt dieser Komponente mit #(g) geht in eine den Punkt 2 enthaltende 
Menge iiber. — Im allgemeinen Falle kann aber auch eine andere Kom- 
ponente in eine den Punkt-7 enthaltende Menge iibergehen. Wir setzen nun 
voraus, daB dies nicht der Fall ist, und beweisen den folgenden Hilfssatz: 

Hilfssatz 5%). Sei 

a) m, die Ordnung des in R®* gelegenen Punktes x in bezug auf P,_,, 

b) m, die Ordnung™) des in R* gelegenen Punktes 2 in bezug auf 
¥(P,_1); 

c) m,, der Abbildungsgrad im Punkte x in bezug auf D,,= VO, 
wo P,, die Zusammensetzung der beiden Abbildungen bezeichnet. 


Wenn a zum Bilde nur einer Komponente gehdrt, dann gilt 
mm, m, 3,°°) 


wobei wir natiirlich voraussetzen, dap P,_,—@(P,_,) den Punkt x und 
Y(P,_,)=VPO(P,_,) den Punkt x nicht enthdlt. 


Beweis. Wir beginnen mit folgender Bemerkung: 


Es geniigt, unseren Hilfssatz nur fiir simpliziale Abbildungen zu be- 
weisen**), Es sei dann der Bereich g simplizial in Simplexe 4, zerlegt, 
g = P(g) in Simplexe 4,. Durch eine eventuelle Unterteilung kann man 
immer erreichen, da8 zwei verschiedenen Simplexen 4, entweder genau das- 
selbe Simplex 4, entspricht, oder zwei verschiedene Simplexe 43, 44, ‘die 
genau eine k — 1-dimensionale Seite (k =1, 2,...,) gemein haben, oder 
endlich Simplexe, die tiberhaupt keine gemeinschaftlichen Punkte besitzen. 
Der Punkt z oder, genauer gesagt, das Simplex 4,, zu welchem a gehért, 
wird genau durch m, Bildsimplexe ®(4,) iiberdeckt. Jeder Punkt, der zu 
derselben Komponente wie a gehért, wird durch dieselbe Anzahl von Sim- 
plexen ©(4,) tiberdeckt. 

Betrachten wir jetzt den Punkt x= (2). Er wird durch genau 
m, Bildsimplexe ¥' (4,) = A, tiberdeckt. Aus den Voraussetzungen des Hilfs- 
satzes folgt, daB jedes Simplex 4,, dessen Bild 7 = ¥(z) bedeckt, zu der- 
selben Komponente wie a gehért. Jedes aber zu derselben Komponente 


10) Eine fast wértliche Wiederholung des Hilfssatzes I der unter *) zitierten Arbeit. 
11) m, nenne man besser den ,,Abbildungsgrad“ der Abbildung ¥ im Punkte 2. 
*%) Vgl. L. E. J. Brouwer, Uber Jordansche Mannigfaltigkeiten, Math. Annalen 71, 
8. 320-327, insbesondere 8. 326—327. 
%) D. h. beide Abbildungen , ¥ sollen simplizial sein. 
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wie x gehérende Simplex 4, wird — nach dem vorher Gesagten — durch 
m, Simplexe (4,) iiberdeckt. Also wird der Punkt 7 genau durch m,-m, 
Bildsimplexe “/ @(4,) iiberdeckt**), w. z. b. w. 
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§ 2. 


Hilfssatz 6*°). Voraussetzung. a) Vorgegeben eine stetige Ab- 
bildung ® des n-dimensionalen, beschrankten und konvexen Bereiches g aus 
einem linearen, normierten, vollstandigen und n-dimensionalen Raume Rj 
auf eine Menge ®(g), die in einem zweiten solchen Rawme R, gelegen ist. 
Es lasse sich weiter das nahere Verhalten der Abbildung ® durch einen 
festen inneren Punkt O von g und vier positive miteinander durch die 
Ungleichheiten 


e<z. 6<* 


verkniipfte Zahlen wie folgt charakterisieren: 
a) Aus 
||2’-- 2x" || >6 
— wobet die Punkte x’, 2” zu g gehdren — folgt immer 


|| ®(x’) — ®(x")|| > 6. 

B) Aus 

|| P(x’) — P(x") || Sh 
kann auch die Ungleichheit 
\|x’— 2’ > m 

geschlossen werden. 

y) Das Bild ®(O) des festgewdhiten Punktes O ist vom Bilde des 
Randes des Bereiches g um mehr als h entfernt, d. h. 


\| (0) — ®(Rand) || > h. 


Behauptung. Der Punkt ®(O) ist ein innerer Punkt des Bildes ®(g), 
und es gehért sogar die ganze Kugel um den Punkt ®(O) mit dem Radius h 
zur Bildmenge. 

Beweis. Unbeschadet der Allgemeinheit kann man voraussetzen, daB 
unsere Abbildung simplizial ist und da8 kein Bildsimplex ausgeartet ist. 
Wir bilden eine weitere simpliziale Unterteilung des Bereiches g s0, daB 
zwei Bildsimplexe dieser Unterteilung entweder keinen Punkt gemein haben 


4) Den Fall eines beliebigen durch eine Jordansche Mannigfaltigkeit berandeten 
Gebietes erledigt man leicht durch Approximation. 

%) Fast wortliche Wiederholung des Hilfssatzes II der unter *) zitierten Arbeit. 
Manche lastige Druckfehler werden dabei richtiggestellt. 
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oder genau eine n— k (k=0,1,2,...,”)**) dimensionale Seite. Durch 
eine zweite Unterteilung des Bereiches g vom Durchmesser <«¢ kénnen wir 
uns so einrichten, daB die zuletzt genannte Eigenschaft uns nicht verloren 
geht und dabei Punkten von g, die innerhalb desselben Simplexes liegen, 
Punkte entsprechen, deren Entfernung kleiner ist als 5'’) (wegen Stetigkeit 
der Abbildung ®). Man kann es endlich so einrichten, daB ®(O) im Innern 
der diesen Punkt bedeckenden Bildsimplexe liegt. 

Es sei jetzt 4, ein beliebiges Bildsimplex: 4,—@(4,)**); seien 
¥4:%qs+++>%q_4, Seine Eckpunkte. Wir ordnen jetzt dem Punkte 7, ein 
beliebiges von seinen Urbildern y, zu, d.h. einen Punkt derart, dab 


®(v,) =3, (§=1,2,...,.n+1), 


und erganzen simplizial diese Abbildung zu einer im ganzen 9 = ®(g) er- 
klarten’*). Sei ,Y“ das Zeichen fiir diese ,,inverse“ Abbildung. Durch 
@(Rand) wird der ,,Abbildungsraum“ R; in Komponenten zerlegt. Be- 
trachten wir diese Komponente, in welcher ®(Q) liegt. Sei 4) ein be- 
hebiges Simplex von ®(g), das zu einer anderen Komponente gehdrt. 
Seien 7,, Yo,--+» 7,43 Seine Eckpunkte. Sie gehen infolge der ,,inversen“ Ab- 
bildung in die Urbilder y,, y,,..., y,,,, tiber. Die Entfernung der Punkte y, 
vom Punkte O ist 


(1) \l7;-O||>m (§=1,2,...,n+1). 
In der Tat, wire ||y;,—O||< m, dann miiBte nach der Bedeutung der 
Zahl m 


(2) Il P(yi,) — B(O)|| <h, 


|7%i,-—P(O)||<h 


sein. Nun hatte der Punkt ®(0) von ®(Rand) eine Entfernung, die 
gréBer war als h. Alle Punkte, die von ®(0) eine Entfernung < h be- 
sitzen, gehéren also zu derselben Komponente, wie ®(0). Dies miiBte also 
auch nach (2) fiir den Eckpunkt 7;, des Simplexes 4; zutreffen, wahrend 
doch nach Voraussetzung das Simplex 4; zu einer anderen Komponente 
gehéren sollte. 

Nun behaupte ich weiter, daB die Urbilder y,, y,, 
eine Entfernung besitzen, die kleiner ist als e: 


(3) llrx— nell <e (sé, —=1,2,...,8 +1). 


+++s Yn VOneinander 


1*) k= 0 bedeutet, daB die beiden Bildsimplexe identisch sind. 

*”) D. h. jedes Bildsimplex hat einen Durchmesser < 6. 

**) A, sind die Simplexe der Unterteilung von g, 4, die Bildsimplexe. 

1*) Vgl. L. E. J. Brouwer, Invarianz der Dimensionszahl, Math. Annalen 70 (1911), 
S. 161-165. Man kann ¥ (0) =O wahlen. 
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Denn ware das z. B. fiir y;,, y;,, nicht der Fall, d. i. ware 


llvs,— reall j8, 
dann ware auch (nach Voraussetzung, Bed. «) 
l%.— Fall > 2, 


wahrend doch die 7, als Eckpunkte desselben Bildsimplexes eine Entfernung 
besitzen, die 6 nicht iibersteigt *). 

Da also jeder Punkt y,, 7.,---,¥%,,; Von O um mehr als m entfernt 
ist (Formel (1)) und die Punkte y,; voneinander weniger als « entfernt sind 
(Formel (3)), so ist jeder Punkt des Bildsimplexes ¥(4}) vom Punkte O 
mehr als um m—e entfernt, bedeckt also, wegen der Wahl der Zahl «, 
den Punkt O nicht. 

Wir haben somit gezeigt, daB kein Simplex 4,, das zu einer anderen 
Komponente als (0) gehért — infolge der Abbildung Y —, in ein den 
Punkt ¥®(O) = O iiberdeckendes Simplex ¥(4,) iibergehen kann. Somit 
kénnen wir auf die Abbildungen ®, Y den Hilfssatz 5 anwenden und erhalten 
(4) m,-m,=M™, 9, 
wenn wir mit m,, m,, m,, die Abbildungsgrade der Abbildung ® im 
Punkte ©(O), der Abbildung Y im Punkte ¥@(O) und der zusammen- 
gesetzten Abbildung ¥-® im Punkte ¥®(O) = O bezeichnen. 

Nun erweist sich aber m,,+0. Denn die zusammengesetzte Ab- 
bildung ¥-@ ist eine Abbildung des konvexen Bereiches g auf eine in 
demselben Raume Rj gelegene Menge, bei welcher jeder Punkt aus seiner 
Lage um weniger als « verschoben wird. In der Tat, ist**) 


mEQ 
und Eckpunkt der Unterteilung, so wird infolge der Abbildung ¥® dem 
Punkte x ein gewisses Urbild x’= ¥@(x) zugewiesen, derart aber, daB 
(5) ®(x) = D(x’). 
Ware nun 


\|z ngs n’|| je, 


so ware auch 
|| P(x) — D(x’)|| > 6 > 0 (vgl. Voraussetzung, Bed. «) 
im Widerspruch zu (5). 
Somit 146t sich Y-@® in die Identitat stetig deformieren, so aber, dab 
die Abbildung des Randes den Punkt O nicht passiert, woraus m, , = 1 folgt. 


%) Vgl. loc. cit. +”). 
%) Wir fihren den Beweis dieser Tatsache nur fiir Eckpunkte der Einteilung 
von g durch. 
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Es ist also auch — wegen (4) — 


m,+ 0, 
und da alle Punkte x (im Raume R;), die von ©(O) weniger als um h 
entfernt sind, dieselbe Ordnung in bezug auf ®(Rand) besitzen, so folgt 
daraus leicht, daB alle diese Punkte zum Bilde ®(g) gehéren, w. z. b. w. 


§ 3. 

Von nun an bis zum Ende dieses Kapitels legen wir unseren Betrach- 
tungen irgendeinen abstrakten Raum 2 zugrunde, der nur den fiinf im 
Kapitel I, § 1 aufgestellten Axiomen geniigt. Wir beginnen mit einigen 
Definitionen. 

Definition 3. Unter einer Funktionaloperation verstehen wir eine 
Abbildung, die jedem Punkte einer im abstrakten Raume £ gelegenen 
Menge einen Punkt eines abstrakten Raumes EZ’ zuordnet**). 

Definition 4. Die Funktionaloperation G(2z) ist stetig, wenn aus 
x, >a, 

G(z,) +, G(z) 
folgt. 


Definition 5. Die Funktionaloperation %(2) ist vollstetig, wenn aus 


sch 
zt, >2 


F(x) “> F(z) 


die starke Konvergenz 


folgt. 

Definition 6. Die Funktionaloperation (2) nennt man schwach- 
stetig, wenn aus 

x, > x 
die Beziehung 
R(ax,) > R(x) 

gefolgert werden kann. 

Hilfssatz 7. Laft sich die in der ,, Funktionalkugel“ G: ||x—z,\| <r 
erklarte und G auf eine in demselben Raume gelegene Menge abbildende 
Funktionaloperation G(x) in der Form 


y= S(2)=2+ F(z) 


darstellen, wobei (x) vollstetig ist, so gibt es zu jedem h>O eine 
Zahl m> 0 so, daB die Ungleichheit 


|| G(x’) — G(x") ||Sh 


*) Z’ kann auch mit EZ iibereinstimmen. 
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immer die Ungleichheit 
lx’ — x” || >m 
nach sich zieht**). 


A Beweis. Ware der Hilfssatz falsch, so gabe es fiir ein bestimmtes 
s h, > zwei Elementenfolgen aus der Funktionalkugel G — wir bezeichnen 
: sie mit {2,} und mit {x,/} so, daB die Ungleichheit 
(6) I] G (apn) — Gay’) |] > ho (n =1,2...), 
und die Beziehung 
. (7) Jim a || tn — Xn || = 0 


zu gleicher Zeit bestehen wiirden. Da nun die Folgen {z,} und {2,’} alle 
beide in @ liegen, so sind sie beschrinkt. Man kann also aus ihnen schwach- 


e konvergente Teiifolgen , 
, 8 


: Zn, —> x’, 
(8) w seh ” 
a >2z 
3 herausgreifen (wegen des fiinften Axioms der Schwachkompaktheit). Die 


schwachen Grenzen x’ und 2” liegen wieder in der Kugel G, wie leicht 
durch Benutzung des Axioms IVc, gefolgert werden kann. Ich behaupte 
nun, daB die Grenzen x’ und 2” iibereinstimmen. In der Tat, aus (8) 
| zieht man den SchluB 


sch 
Lh, — Tr, —> 2’ — 2” 


Die Axiome IVb und [Vc, liefern weiter 
(9) || a’ — x” || < limsup || 2, — z,||, 
somit infolge von (7), (9) — 

\Iz’—2"|| =0. 


Diese letzte Gleichung ist wegen des Axioms I] nur in der Weise méglich, dab 





2’ = 2”, 

Ich kann also statt (8) die schirferen Beziehungen 
» seh , 
Zn, —> 2’, 

(10) sir 


sch 
ln, > 2’ 


hinschreiben. Die Funktionaloperation }(2) ist vollstetig, somit — nach 
der Definition 5 — wegen Formel (10) 
| B(x.) “> F(a’), Fae) + F(z’), 
um so mehr also 
(11) lim || §(2n,) — F(zm)|| = 0. 


nj> oo 


*%) Kurz gesagt, wir beweisen die gleichma&Bige Stetigkeit der Funktionalopera- 
tion y = G(z). 
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Durch Zusammenfassung von (7) und von (11) gelangt man also zu 
lim. || (24,) — G(#x,)|| = 0, 


entgegen der Ungleichheit (6), w. z. b. w. 
Hilfssatz 8. Die in der Funktionalkugel G 
\| x ee || s @ 
erklarte Funktionaloperation G(x) lasse sich in der Form 
G(x) = 2+ F(z) 
mit vollstetigem %(x) darstellen. (Vgl. Hilfssatz 7.) Die Abbildung sei 
tiberdies eineindeutig. Unter diesen Voraussetzungen gibt es zu jedem « > 0 
ein 6 >0 80, da aus 
|z’— z"|| S60 
immer der SchluB 
|| G(x’) — G(x") || > >0 
gezogen werden kann**). 
Beweis. Ware die Behauptung dieses Hilfssatzes falsch, dann gibe 
es ein gewisses ¢, und entsprechende in G gelegene Elementenfolgen {2;,} 
und {z2,'}, fiir welche gleichzeitig die Ungleichheit 


(12) lan — an'|| > (mn =1,2,...), 
und die Grenzbeziehung 
(13) lim || (24) — @(2%")|| = 0 


bestehen wiirden. Da die Elementenfolgen {x,} und {,’} beschrankt sind, 
so kénnen aus ihnen schwachkonvergente Teilfolgen 


(14) tay >’, a, a" 
herausgegrifien werden. Es sind nun zwei Fille zu unterscheiden: 
Fal) a. Die schwachen Grenzen stimmen iiberein: x’ = x”. 
Fall b. Die schwachen Grenzen sind verschieden: x’ + x”. 
Fall a: 
(15) zn’, fi 2’, 
Da die Abbildung § nach Voraussetzung vollstetig ist, so folgt aus (15) 
G(zm) > F(z’), F(a) > F(z’), 
um so mehr also 


(16) lim, || (2m) — B(x4,)|| = 0. 


™) D. h. die zu y = G(x) inverse Abbildung ist gleichmaBig stetig. 
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Aus (13) und (16) zieht man den SchluB 

lim || 24, — xf] = 0, 

nro 


was der Ungleichheit (12) widerspricht. Somit ist Fall a unméglich. 
Fall b: 


(17) oe’, oft Me” (x’ +2”). 
Dann hat man nur 

(18) B (an,)~>F(2i), Flan) ~> F(z”). 

Also auch 

(19) B(xn,) — Fem) —> F(z’) — F(z”). 


Insgesamt folgt aus (17) und (18), daB auch die Folgen {y;,}, {yn}, wo 
Yn, = tn + F(Hn,) = G(aaj)5 Ym, = Fu + F(Su,) = G( Eni) 
ist, schwach konvergieren. Bezeichnet man die entsprechenden schwachen 


Grenzen mit y’, y”, so gilt weiter in Beachtung von (13) und des Postu- 
lates 1Vc, 


(20) |ly’— "|| S limsup |] yx, — yay] = limsup || G(z5,) — G(zn,)|| = 0. 


Es miissen also wegen des Postulates Ila die schwachen Grenzen y’, y” 
iibereinstimmen. Durch Zusammenfassung der Formeln (17), (18), (20) 
gelangt man endlich zur Beziehung 


G(z') = G(2”) (z' +2"), 


was der vorausgesetzten Eineindeutigkeit der Abbildung © widerspricht. 
Auch Fall b ist also ausgeschlossen. 


§ 4. 


Satz 1. Wenn die Funktionaloperation G(x) das in einem abstrakten 
Raume E gelegene Gebiet G auf eine in demselhen Raume eingebettete 
Menge @(G) eineindeutig und stetig abbildet und wenn dabei die Funk- 
tionaloperation G(x) — x = F(x) vollstetig ist, so ist auch G(G) ein Gebiet. 

Beweis. Um den Beweis durchsichtiger zu gestalten, teilen wir ihn 
in vier Abschnitte ein. 


I. Einfiihrung der Elemente 7,, ,,...,7,,.-- und der Raume 
Ry, Ra, ..-» Rn,» -... Da jedes Gebiet als Summe von Kugeln dargestellt 
werden kann, geniigt es, als das Gebiet G eine Funktionalkugel anzunehmen. 
Sei &, ihr Mittelpunkt und r ihr Radius. Die in der Funktionalkugel 


| Xi <1 
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definierte Operation 








(21) Y me G(X) me Oe Xt Fe) — Ob) _ x BUX + e)— BUG) 


r r 
laBt sich, wie dies Formel (21) zeigt, wieder in der Form X + %(X) mit 
in der ,,Variablen“ X vollstetigem §(X) = (rX+ Fo) — FE) darstellen. 


r 


Da nun bekanntlich Y = G(X ) durch die lineare, stetige Substitution 





x= 2-8. y —¥— 9%) 
r Tr 
in die urspriingliche Abbildung iibergeht, so ist offensichtlich auch die 
neue Abbildung eineindeutig. Schreibt man also wieder z, y, G, % fiir 
Rs ta We %, so zeigt uns die vorhergehende so oft benutzte Uberlegung, 
daB es geniigt, sich auf den Fall zu beschrinken, wo die — eine einein- 
deutige Abbildung liefernde — Funktionaloperation G(x) 


y= G(z) = 2+ (2) 


— mit vollstetigen (2) — in der Einheitskugel G 


@: zl] <1 
definiert ist, wobei noch 
(22) G(0)—0 


zusaétzlich erfillt ist. Wir werden nun beweisen: der Nullpunkt ist ein 
innerer Punkt der Bildmenge. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir fiir einen Moment die Hilfsabbildung 
n=%(2x) fiir G: |z|]<1. 

Da die Kugel G: {|x|]| <1 eine beschrinkte Menge ist, so folgt aus 
der Vollstetigkeit der Funktionaloperation (2) die Kompaktheit der Bild- 
menge %(@). Fir %(@) als kompakte Menge la8t sich aber bekanntlich 
eine in }(G@) iiberall dichte Elementenfolge {,} (¢ =1,2,...) und eine 
entsprechende nach Null konvergierende Folge von positiven Zahlen {0;} in 
der Weise im voraus bestimmen, da8 fiir jedes natiirliche ¢ ein beliebiger 
Punkt von § (@) von wenigstens einem Punkte der endlichen Folge 7, , 74, ..-, 9; 
weniger als um 9g; entfernt ist. Auf den Punkten »,, 7,,..., ; werde nun 
der kleinste lineare Raum gespannt, der diese Punkte enthalt. Die Dimen- 
sion n, dieses Raumes ist m,< i. Wir erhalten auf diese Weise eine Folge 
von Raumen (linear. normiert und vollstandig) endlicher Dimensionen 


Se ee 


so, daB R,, die ersten ¢-Punkte »,, 7,,..., 4, enthalt. 
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II. Bestimmung der Zahlen h, m, «, 6, N.*®) a) Wahl von A. 
Die Abbildung y = G(x) ist in G@ eineindeutig mit vollstetigem (2). 
Aus dem Hilfssatz 8 folgt also, daB, falls zwei Punkte 2’, x” aus @: ||z|| <1 
der Ungleichheit 


(28) lle"—2"|25 
gemaB herausgegriffen werden, da8 dann die Entfernung der entsprechenden 


Bildpunkte 
|| G(2’) — G(2”)|| 


eine positive untere Grenze besitzt, wenn auch die Punkte z’, 2” variiert 
werden (wobei aber immer (23) erfiillt bleibt). Als 4 nehme man eine 
beliebige positive Zahl, welche die Ungleichheit 
Untere Grenze || G(x’) — G(2”)|| > 2h 
erfiillt. Die so festgesetzte Zahl h besitzt dann folgende Eigenschaft: Die 
Bildpunkte G(x) derjenigen Punkte z, fiir welche 
1 
le||Say 
gilt, sind vom Bilde des Randes der Kugel G (d.i. von G(x) bei ||z|| =1) 
mehr als um 2h entfernt, d. h. 
(24) || G (a) — G (Rand) || > 2h **) 
fiir lzii<z- Denn es ist 
|| « — Rand der Kinheitskugel || > 5 .**) 
b) Als m wahle man irgendeine — nach Hilfssatz 7 sicher existierende — 


positive Zahl, die kleiner ist als die untere Grenze von ||z’— 2”||, wenn 
| G(x’) — G(x”) || der Bedingung 


|| ®(x”) — G(2’)||>4 
gemaB variiert, d.h. es soll 


, 


\|2’— 2” || > m 


sein, falls 
” ” h 
|| G(z") —G(z")|a>5- 
c) Die Zahl « wird nur durch die Ungleichheit 


0<e<F 


eingeschrankt. 





*%) Vgi. loc. cit. *), insb. 8. 184—185. 
**) Genauer: || G(x) — @ (ein beliebiger Randpunkt)  >2hA usw. 
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d) 6 wird so bestimmt, daf 
erstens die Ungleichheit 
lla’ — x” || je 
immer die Ungleichheit 
|| G(x’) — G(x")|| > 26 >0 

zur Folge hat. Die Existenz eines solchen d wird durch den Hilfssatz 8 gesichert. 

Zweitens 

» a 
d6s7: 

e) Endlich wird N durch die Bedingung festgesetzt, daB fiir jedes 

natiirliche i >N 


lA 


2, 


sein soll. (Vgl. Abschn. I.) 


(¢2N) 


. se 
Min (= 


|S 


/ 


III. Konstruktion der approximierenden Abbildungen und 
die Bestatigung ihrer charakteristischen Eigenschaften. Es mége 
x, ein beliebiger der Bedingung 


A 


kf 1 
|| % | = 2 


gemaB gewihlter Punkt sein. Einmal festgesetzt, soll er nicht mehr in 
diesem Abschnitte des Beweises geindert werden. Wir bezeichnen mit r 
einen beliebigen Punkt des Raumes R,, und betrachten die lineare Mannig- 
faltigkeit H, 

(25) r=—2%+T, te R,,,, aol < ; 


Der konvexe auf dieser Mannigfaltigkeit ausgebreitete Bereich g, 
(26) Itottl|S1, reR,, 


ist n,-dimensional, wenn n,; die Dimension des Raumes R,, bedeutet 
(vgl. Abschn. 1). Den Rand 9, des Bereiches g, bilden diejenigen Punkte, 
fiir welche 

(27) \zotrll=1, re Ry. 

Es ist also g, eine Teilmenge des Randes ja |}=1 der Kugel G. 
Wir zerlegen jetzt g, (das endlichdimensional ist) in Simplexe 4,, so, dab 
folgende Bedingung erfiillt werde: 

Bedingung. Die Bildpunkte G(x’), G(x") zweier Punkte 2’, 2” €g, , 
die innerhalb desselben Simplexes A,, liegen, sind voneinander weniger als 
um g, entfernt: 

, 2’ €4,,, 
(28) | G(x’) — G(x")|!< 0,, falls 


x2"€ An, : 
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om =) 





Die approximierenden Abbildungen werden nur in gp, definiert. Man gehe 
etwa folgendermaBen vor. In Eckpunkten », der Simplexe 4,, betrachte 
man zuerst %}(»,) und weiter den dem Punkte %(»,) am nichsten ge- 
legenen Punkt Ns, der endlichen Elementenfolge 7,, ,,.-.,;- Dann setzt 
man nach Definition 

il”) = "e, 


Es ist, wenn man sich der Art und Weise erinnert, wie die Elemente 1; 
gewahlt wurden (vgl. Abschn. I), 


(29) Sil) — Fl) il Se- 
Man setze weiter 

(30) G,(»,) = % + G(,)- 
Wegen (29), (30) ist auch 

(31) | G;(»,) — G(»,) | Sa. 


Nun erginzen wir @,(x) zu einer im ganzen g,, definierten simplizialen 
Abbildung. Der Grad der Approximation wird leicht gewonnen. In der 
Tat sei 


L=2+t (r€ Ry,) 
ein Punkt von g, . Er liege innerhalb eines Simplexes 4, mit den Eck- 
punkten ¥,, %,---, %,43- Er hat dann etwa die Darstellung 

mt+i 
(32) sa Vio, Pini, ie (b wi, «:..m +2) 
kei 


Da die Abbildung ©;(2z) simplizial ist, so hat man auch 
(33) G,(z) = 54, G,(»,) (54,=1; 4,29). 


Der Durchmesser der Simplexeneinteilung von g, war so klein gewahlt 
worden, daB die Bildpunkte zweier Punkte, welche innerhalb desselben 
Simplexes liegen, voneinander weniger als um og; entfernt sind (vgl. die 
»Bedingung“ dieses Abschnittes). Insbesondere also ist 


(34) | G(x) — G(»,) || S @; (k=1, 2,...,",+1). 
Dazu kommt noch wegen as 
(35) || (>) — G(»,)|| Se. 
Daraus folgt (vgl. (31), pi 
, key tt 
' |G (z) —G(2)|| SF 4 G(x) — G(»,)| 
(36) kat 


< LA, || G(x) — G(»,)|] + TA, ||G(»,) — G,(»)|] S 2e,. 
Der Grad der Approximation (in (36)) ist also < 2g,. 


Mathematische Annalen. 106. 44 
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Die Punkte ;(»,) gehéren (nach Definition) zum Raume R,,. Der 
Punkt », selbst — als zu g, gehérend — hat die Gestalt 
%—=%tt, (t, € R, ), 
d. h. er gehért zur Mannigfaltigkeit ,, H,“ 
% EY t+ R, = H,. 
Es gehért also wegen (30) 
(37) G;(¥,) =" + Gi (%,) € M+ R, + R= 4, 
d.h. auch @,(»,) gehért mit vy, zur Mannigfaltigkeit H,. 
Da jeder Punkt x€g, sich in der Form 
z= SA, (4, =1) 
darstellen la48t (vgl. zB. Formel (32)) und da wegen des simplizialen 
Charakters der Abbildung (vgl. Formel (33)) 


G; (x) = YA, G, (»,) (S4,=1), 
so folgt daraus in Beriicksichtigung von (37) und von Y4,—1, 4,20 
G, (x) € H,. 


Wir haben also folgende Sachlage: 

G,(z) ist in g, definiert. g, ist ein konvexer n,-dimensionaler Be- 
reich, der ganz in der n,-dimensionalen Mannigfaltigkeit H, liegt; auch 
das Bild @;(g,) gehért zu H,. Dadurch sind aber die Eigenschaften von 
@; und von g, noch nicht erschépft. Denn wir zeigen weiter noch drei 
folgende Eigenschaften : 


Erstens, Gilt fiir zwei Punkte z’,2” aus In, 


\|z’— a" ||2S6, 
so folgt daraus immer 
|| G(x") — G(x”) || > 6 (§2>N). 
In der Tat, in Beriicksichtigung der im Abschnitt II erfolgten Wahl der 
Zahlen «, 6, N und wegen (36) hat man fiir i>N 


||G,(2") — 6, (2”)| 
=] || G(x’) — G(x”) |] — || G(x’) — G(x’) || — |] G,(2”) — G(x”)|] 
>26—40,>6>0. 
Zweitens. Die Ungleichheit 
(38) || G(x’) —G,(a”)|| Sh (x’, 2” €g, ) 
hat auch die Ungleichheit 
jz"—2"|>m 
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zur Folge. Denn aus (38), (36) folgt wegen des Abschnittes II 
|| G(x’) -- G(x”) || 
> || G(x’) — G,(2”)|] — || G,(2") — G(z")|| — 1] G(x”) — G(x")|] 
h 
Dh— 4,24, 
und daraus, wegen der Art und Weise, wie die Zahl m bestimmt wurde 


(Abschn. IT), r 
2’—2"\|>m. 


Drittens. 
|G, (x9) 9 G;(9.,,)|I -_ || G; (a) — &, (Rand von 9n,) Il >h. 
Denn 
| G; (x) — &,(9,,,)II 
(39) = | G(x.) — & (Rand von In, ) | = | G, (xp) —' G(z,)|| 


— 1G G,,) — 6(5,,) 
= || G(x.) — G (Rand von g, )|| — 49,. 
Nun ist wegen der Wahl der Zahl h (Abschn. II), da ||2,|| <3, 
(40) || G (z,) — G (Rand der Kugel @)|| > 2h.*) 
Um so mehr also wegen ba (40) (vgl. auch Abschn. IT) 


|| G,(a,) — G, (Rand von In, iz2n—f. 7) 


IV. SchluB des Beweises. Wie bereits bemerkt wurde, wird zuerst 
der Punkt 2, festgesetzt, und erst nachher werden die konvexen Mengen {g,, } 
bestimmt. Die konvexe Menge 
(41) I = In,— Xo (§2N) 
liegt im n,-dimensionalen Raume R, selbst, wie man sofort erkennt, wenn 
man sich nur die Definition der Menge g,, und der Mannigfaltigkeit H, 
vergegenwartigt. Desgleichen gehért auch die Menge G,(9,,)— 2 mu R,, 
Ordnet man nun jedem Punkte z€ g (vgl. Formel (41)) den ‘entepocchendon 
Punkt G;(t + 2,) — 2 zu, so bekommt man auf diese Weise eine stetige 
Abbildung ® des n,;-dimensionalen konvexen Bereiches g, der im Raume R,, 
gelegen ist, auf eine in demselben Raume eingebettete Menge ®(g). Diese 
Abbildung geniigt — wie dies aus den drei am Ende des dritten Abschnittes 
zusammengestellten Eigenschaften von ©, sofort folgt — allen Bedingungen 
der Voraussetzung des Hilfssatzes 6, mit dem Nullpurikte als dem Punkte O. 
Somit gehért — infolge der Abbildung ® — die ganze n,-dimensionale 
im Raume R,, gelegene, mit dem Radius h um den Punkt (0) gebildete 


* #7) Genauer: || @,(z,) — G, (ein beliebiger Randpunkt von g, ) ||. 


44* 
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n,-dimensionale Kugel zur Bildmenge ®(g). Wird nun das fixe Element z, 
wiederum iiberall hinzuaddiert, so entsteht aus g zuriick die Menge g, und 
aus ®(g) die Bildmenge ,(g,.). Nach dem vorher Gesagten gehdéren 
also alle Punkte der Mannigfaltigkeit H,, die von @,(z,) weniger als um h 
entfernt sind, zur Bildmenge @,(g, ). Nun wollen wir x, auBer der Be- 
dingung ||z,|| < } noch einer weiteren Einschrinkung unterwerfen. Es ist 


G(0)=0. (Vgl. Abschnitt I.) 


Fiir geniigend klein normierte z,, z. B. fiir 
I Xo || <s i, 
besteht also auch 
, h 
(42) re 
42) | G(x) Sz. 


Wir wollen uns von nun an auf diejenigen 2, beschrinken, fiir welche 
h 


(43) ll zl] < Min (>, 4, 2 


gilt. Fiir solche x, ist auch wegen (42), (43) die Ungleichheit 
(44) Il x5 : Y (a) lI Ss . 


sichergestellt, und daraus folgt die Ungleichheit (vgl. (44), (36) und 
Abschn. IT e) 
(45) [lq — G(x) |] < lz, — G(x) |] + [1] (x) — G; (2%) |] 
st +20<fh<h. 

Fiir Punkte z,, die zur Kugel (43) gehéren, kann das bisher Be- 
wiesene verscharft werden. Wir wissen nimlich, daB alle Punkte von H,, 
die von @(z,) weniger als um h entfernt sind, zum Bilde ©;(g,,) gehéren. 
Und da dies wegen (45) fiir den Punkt z, selbst zutrifft [sobald nur 
a in der Kugel (43) liegt], so gehért x, zu G(g,), oder mit anderen 
Worten: Es gibt ein xj so, daB 


G,(2f) = 2, (af € g,,€G: ||2]| <1), 
sobald nur , 
: a 
(43) llzoll < Min (5, 4,5) 
ist. Wegen (36) schlieBt man daraus 
(46) || G(z5) — x || S20,, 


und aus (46) durch Grenziibergang — da (zx) schwachstetig ist**) — 
fiir ein bestimmtes Z, 

y= G(Z,), 
w. z. b. w. 


**) Oder mit Benutzung des Hilfssatzes 8. 
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> 


g 5. 

Hilfssatz 9. Die im Funktionalgebiete G definierte schwachstetige 
Funktionaloperation $i(a) geniige dort einer Ungleichheit von der Form 
(47) R(x’) — R(x”) || < Mx’ — 2x" || (0<M<1). 
Dann bildet die Funktionaloperation 

n=2+R(x) = U(z) 
G auf ein anderes Gebiet G’ eineindeutig und beiderseits schwachstetig ab. 


Beweis. Die bekannte, bereits beim Satz I benutzte Uberlegung 
zeigt uns, da8 es vollkommen geuiigt, sich auf den Fall zu beschrinken, 
wo G@ mit der Einheitskugel |/z||<1 iibereinstimmt, mit 1(0)=0. 
Unsere Behauptung lautet dann: Der Nullpunkt ist ein innerer Punkt der 
Bildmenge U(G). Durch eine oft benutzte SchluBweise zeigt man namlich, 
daB jeder Punkt 


(48) Il m|| S1—M 


zur Bildmenge gehért. In der Tat — da », = 2-+ R(x) — 1aBt sich das 
gesuchte x in der Form 
z=, — R(x) 


schreiben. Die Hilfsfunktionaloperation 
N(x) = no — R(x) 
hat folgende Eigenschaften (wegen (47), (48)) 
|| R(x)|| <1, 
| R(x’) — N(x”) || < M]|x’— x” || (0<M<\1). 


Daraus folgt bekanntlich; daB N(2) einen Fixpunkt besitzt, d.h. es gilt 
fiir ein gewisses x 
z= N(x) = 9, — R(zx).*) 


Die Abbildung 7 = xz + R(x) ist eineindeutig. Dieser Schlu8 kann aus 
folgenden Ungleichheiten gezogen werden, zu welchen man sukzessive gelangt: 


In’ — 9” | S|] x’ — 2” |] — R(x’) — R(x"), 
ln’ — "| >(1—M)|\2’—2" J], 
|) 9’ — 9” , ” 
baal i2'— 2”I. 
Aus der Eineindeutigkeit der Abbildung 7» = 2+ (2) kann aber sehr 


leicht (am besten indirekt) die beiderseitige Schwachstetigkeit der Ab- 
bildung gefolgert werden, w. z. b. w. 


**) Siehe z. B. die unter °) zitierte Arbeit, insb. Theoreme 6, 8. 160—161. 
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Satz Il. Die in der Funktionalkugel G: ||x—2,|| <r definierte 
und G auf eine in demselben Raume wie G eingebettete Menge eineindeutig 
abbildende Funktionaloperation G(x) lasse sich in der Form 
(49) y=2+3(xz) + R(x) = G(2) 
darstellen — mit volistetigen %(x) und schwachstetigen R(x). Es mége 
weiter fiir beliebige Punkte x',x" aus ||x — x, || <r die Ungleichheit 

|| R(x’) — R(x”) || << Mijz’— 2” || (x’,2"E€G; 0< M<1) 
bestehen. Unter diesen Voraussetzungen kann die Invarianz des Gebietes 
behauptet werden, d.h. jeder innere Punkt geht in einen inneren Punkt tiber. 

Beweis. Die Hilfsabbildung 

n7=2z+R(r)=—U(z) 
ordnet nach Hilfssatz 9 dem Gebiete G ein anderes Gebiet G’ eineindeutig 


und beiderseits schwachstetig zu. Fiihrt man die neue ,, Variable“ 7 in (49) 
ein, so bekommt man die Abbildung 
y=1+6([z(n)), 

auf welche Satz I angewendet werden kann. Kehrt man zur urspriinglichen 
Abbildung zuriick, so erhilt man die Behauptung des Textes, w. z. b. w. 

Auf dieselbe Art und Weise gelangt man zum folgenden, scheinbar 
allgemeineren 

Satz Ill. He mégen die fiir n-Tupel (2,,2,,...,2,) definierten 
vollstetigen Funktionaloperationen %,(2,,%,,-.-,%,) und die schwach- 
stetigen R,(x,, Ly,---,%,) mittels 


" _ + 8, (2%, Ts; veey y) +R, (x, 2, voey By) 


Yu, = Ly Gy Lys ys --+y Bq) + My lZys Lys «+s Zy) 
n 
eine eineindeutige Abbildung der ,,Kugel“ S'\\x;-- x! \|<r auf eine in 
i=l 
demselben Raume*®) gelegene Menge liefern. Es mégen weiter die Un- 
gleichheiten ‘ 
WR (xi, we, .-., an) — Ray’, we, ..., en |] SM- S| xi — 27’ |] 
i=l 
(0<M<1; r=1,2,...,n) 
gelten. Auch jetzt wird die Invarianz des ,,Gebietes“ behauptet. Jede ein- 
zelne Koordinate z, kann dabei zu einem anderen Raume gehéren, und 
es ist also méglich, die Normierungen fiir die verschiedenen Koordinaten 
auf verschiedene Art und Weise vorzunehmen. 
Der Beweis wird dem Leser iiberlassen. 


%°) Genauer: Auf den Raum derselben n-Tupel. 
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Ill. 


Hilfssitze iiber lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
vom elliptischen Typus. 


§ 1. 


Hilfssatz 10. Voraussetzung. a) Die Funktionen A(z, y), B(x, y), 
C(x, y) besitzen im abgeschlossenen K «-Hoélder-stetige Ableitungen erster 
Ordnung. 


b) B*—4AC<0. 
Behauptung. Die lineare Differentialgleichung 
6° w a* a a* w 
(1) A(x, y)5yr + B(x, ¥) 555, + C(® w) age = 0 (2 ¥) 


ist fiir beliebige a-Hoélder-stetige 9 und beliebige Randwerte p(@), welche 
mit «-Hélder-stetigen Ableitungen zweiter Ordnung versehen sind, immer 
eindeutig losbar. Die Losung stellt eine Funktionaloperation w, , von 0, p 
dar. Es gilt weiter 


(2) I llas Ss M(le lle + |] %lla,2)» 
woraus tnsbesondere folgt 


I] o, @ llxi 
(2*) || Dime, o|lxe'¢ S M(\le lle +1 llae)- 
|| Ds ao, » |le 
Beweis. Wie mir Herr Lichtenstein in liebenswiirdiger Weise mit- 
teilte, kann dieser Hilfssatz aus seinen Untersuchungen iiber lineare partielle 


Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus gefolgert 
werden **), 


§ 2. 
Dariiber hinaus beweisen wir den 
Hilfssatz 11. Werden tiber die Funktionen A, B,C dieselben Voraus- 
setzungen wie beim Hilfssatz 10 gemacht, d.h. gehdren diese zu EH, ,, 80 
besteht fiir (x,y) aus E,, und p(0) aus e, , die Abschatzung 


(3) I, olles SM (loll. it+liejes)> 


3) L. Lichtenstein, Randwertaufgaben der Theorie der linearen partiellen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus. 1. Die erste Randwert- 
aufgabe. Allgemeine ebene Gebiete. Journal fir die reine und angewandte Mathematik 
142 (1913), 8. 1—40, insb. S.35—40. Mein eigener, teilweise auf Methoden der Theorie 
der Funktionaloperationen gestiitzter Beweis erscheint vielleicht im Bull. Ac. Cracovie. 
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insbesondere also 
| Wo, @ ||xi,1 
I Dy Wo,» \\xi,1 , 
(4 <M (ell, .+ilell.s)- 
) | Ds Wo, » |le.1 i | ,i | I 3) 
|| Ds ao, o |la 


Beweis. Wie eine kurze Uberlegung zeigt, geniigt fiir unseren Zweck 
vollkommen eine entsprechende Abschitzung der dritten Ableitungen der 
Lésung w. Denn die sich auf die niedrigeren Ableitungen beziehenden 
Ungleichheiten wurden bereits in (2), (2*) zusammengestellt. Aus einem 
Satze des Herrn E. Hopf**) folgt nun, da8 unter den Voraussetzungen des 
Hilfssatzes die dritten Ableitungen D,@ im Innern von K existieren und 
dort «-Hélder-stetig sind. Es bleibt also nur der Beweis fiir das Erfiillt- 
sein dieser Eigenschaft am Rande des Kreises K. Man betrachte die 


Funktion , = e: Die Randwerte der Funktion w, gehéren der Klasse ¢, , 


an, da doch die Randwerte »(#) von w(x, y) in e, , liegen. Sie geniigt 
im Innern von K einer Differentialgleichung von der Form 





A(z, y)% Fat + Bz, y Fe + O(z, Y) 5 = (2, ) 
mit 
aw aa 
(5) Q = 2 —y3t + 2(4- 0) >. + B( ia* — 308) 
aA B*a @B 3a ac a*w 


~ 60 d2* 860 axzdy 00 dy** 
Die letzte Formel zeigt, daB 0, eine «-Hélder-stetige Funktion ist, die eine 
Abschatzung 


(6) || o,(2, Y) lle S My (|| © |le,1 + |] Ile, 2) 
zulaBt. Und da wegen (2) die Ungleichheit 


(7) > Hhe,s S MCI lle + || P lle.) = M (Ihe lle + (4) lla, =) 
gilt, so hat man in Beachtung von (6), (7) 


(8) I! Qs lle SM, te la, + || @(8)||,,2}- 


*) E. Hopf, Uber den funktionalen, insbesondere den analytischen Charakter 
der ‘sungen elliptischer Differentialgleichungen zweiter Ordnung, Math. Zeitschr. 34 
(1981), insb. Satz 8. Vgl. auch Enz. d. math. Wiss. II C12: L. Lichtenstein, Neuere 
Entwicklung der Theorie partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom 
elliptischen Typus, 8S. 1277—1334, insb. S. 1323, und auch L. Lichtenstein, Bull. Ac. 
Sc. Cracovie 1913, 8. 915—941. 
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Aus dem vorhergehenden Hilfssatze 10 folgt weiter sofort, daB die 
_ 0a 
~ 00 
fiir welche die Ungleichheiten 


| D,o, le 4 M {|| 05 lla + | 1() [la a} 
bestehen, und indem man (8) beriicksichtigt, schliet man daraus auf 
(9) || D, w, lle < Ms {llelles + || (9) ||. a}- 


Den drei — 


Funktion w, a-Hélder-stetige Ableitungen zweiter Ordnung besitzt, 


ro a —% 9 22 
v; ax® ate éx* ay — Oa axdy’ 
10 ao ,. ao aor, es 3*w 
(29) —~V izty ag dx dy*  dzoy ee éy*’ 
aa ao 6° ae 
—~Y Sray? +25 ays +2 ity 
a* a . a 
— welche nichts anderes als die Formeln fir —“", : 1 5“: darstellen — 
dx*’ @xdy’ dy* 
werden durch Differentiation von (1) die Gleichungen 
, aw de @A Baw aB @*w ac aw 
(11a) é ts ay oy +e éxzdy*® dx Oxzéz*® @xdzdy Gx dy* 
ao aa aw d0 @dAés*w 4B sw aC 0° w 
(11b) Aza, + B jcays + Capt = ay — dy d2* — dy Dady ~ dy dy? 


adjungiert. Die rechten Seiten der Gleichungen (10) a), b),c), (11a), (11b) 
bezeichne man nacheinander mit %,, %,,%,,%,,%,. Sie stellen nach dem 
eben Gesagten «- Hélder-stetige Funktionen dar, und ihre Normen lassen sich 
wie folgt abschatzen 


(12) | Fle SM, {elles + |}o(6)]|]., s}- 
Wir beschrinken uns nun auf den Kreisring ; <y2*+y'%<r (r ist der 


Radius des Kreises K). Der Ring 1aBt sich als Summe zweier Mengen A,, A, 
darstellen, namlich der Menge A, mit 


13,) jz|Sly; ve*+y¥*25 


und der Menge A, mit 
(13,) lzi<ly|; Ve*+y*2>5- 
Es geniigt offensichtlich die verlangte a-Hélder-Stetigkeit der dritten Ab- 


Ao Ao Fo Fae. ': . : 

dz?’ zt dy’ Dandy?’ dy? in jedem der Bereiche A,, A, einzeln zu 
beweisen. Wir wollen dies z. B. fiir A, durchfiihren. Wir fassen zu diesem 
Zwecke die drei Differentialgleichungen (10) und die erste Differential- 


leitungen 
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gleichung (11) zusammen und bekommen fiir die vier partiellen Ableitungen 
D,@ das System der linearen Gleichungen 








a*@ a* w 
— 58 + * Far —2,, 
2° @ 3° w > 
— Vas + B55 = %,, 
(14) ” liad : 
a*@ e*a@ 
wns "ian ol de 

Y dzdy? ' Fy ,, 

a* a aw aw 
AZ + B aay + Co aaays —%, 


deren Koeffizientendeterminante den Wert 

4=—2(Az*+ Byz+ Cy’) 
hat. Wegen (13,) gilt in 4,: 5 </z*+y* <|z|/2, also ist der absolute 
Wert der Determinante | 4| gréBer als Tris z*+Bzy+Cy*| und wegen 
der wesentlichen Definitheit der quadratischen Form Azx*+-Bzry+Cy’ 
folgt daraus die folgende Abschaitzung nach unten 





2 s\_* Kr* ; ( 
(15) 4|2K(e*+y") SS Te>0; (2,eA,). 
Wegen (15) lassen sich die linearen Gleichungen (14) auflésen, d.h. die 
partiellen Ableitungen D,(w) durch die rechten Seiten X, (fiir welche die 


Abschatzungen (12) gelten) und durch A, B, C samt ihren ersten Ableitungen 
ausdriicken. Es sind also die D,w im Kreisringe 5 <Vz*+y*<r 


«- Hélder-stetig, und fiir ihre Norm in A, gewinnt man wegen (15), (12) 
die Abschatzungen 





(16) |P,ol.< M,{\\ell..: + || (4) |). 5}- 
Insbesondere folgt aus (16) und aus (2) fiir die Randwerte der Funk- 
tionen , = 








72° Ol, S Mlleles +o fest 


FO], SMtlellas +o )ls), 


woraus wegen (2) die in Betracht kommenden Ungleichheiten (3), (4) 
sofort gefolgert werden kénnen, w. z. b. w.**) 





%) Hilfesatz 11 148t sich auch fiir Gebiete beweisen, die von Systemen von 
Kurven der sogenannten Ch-Klasse berandet sind. Zur Definition dieser Klassen 
siehe z. B. Enz. d. math. Wiss. II C 3: L. Lichtenstein, Neuere Entwicklung der Potential- 
theorie, konforme Abbildung, 8. 177—377, insb. 8. 183—187. 














Eindeutigkeit und Lésbarkeit partieller Differentialgleichungen. 691 
§ 3. 

Hilfssatz 12. Es mégen die Voraussetzungen des vorhergehenden 
Hilfssatzes erfiillt sein. Man betrachte weiter eine Folge von Funktionen o,, 
aus E, , und eine Folge der Randwerte p,(8) C ¢, s. 

Behauptung. Konvergieren die Funktionen 0,(z,y) (die rechten 
Seiten) schwach nach o(x, y) und die Randwerte p,(8) schwach nach p (6) 
im Sinne der in jedem Raume gelienden Normierung, so konvergieren die 
Funktionen 0p ,,¢,: D1(@on,q,) stark nach w.,,, D,@.,~ im Sinne der 
im Raume E, , geltenden Norm, d. h. 


lim enon — e,4 lla, 1 == (), 


lim || Dien, on — D4, »\e,1 = 9. 

Beweis. Infolge der vorausgesetzten schwachen Konvergenz gilt ins- 

besondere y 
Jim {Max |p, — | + Max 5) ore - “el =0; 
lim {Max|o, — o| + Max|D, 0, — D, e|} = 0. 

Daraus schlieBt man leicht 
(17) Jim |2,—@e=9; lim | p,(0) — 9(8)la.. = 0- 
Mit Benutzung des Hilfssatzes 10 folgt aus (17) 


lim || Den. aay Wo, lla,2 = 0. 


Die letzte Beziehung ist — wie der Leser selbst einsehen mége — mit der 
Behauptung des Hilfssatzes gleichbedeutend™), w. z. b. w. 


IV. 


Der Zusammenhang zwischen der Eindeutigkeit und Liésbarkeit 
nichtlinearer Differentialgleichungen vom elliptischen Typus. 


§ 1. 

Definition 7. Es mége F(z, y,z,p,9,7,8,t) irgendeine mit Ab- 
leitungen erster Ordnung versehene Funktion ihrer Argumente darstellen. 
Eine zweimal differenzierbare Funktion z(z, y) nennt man in bezug auf F 
elliptisch**), wenn die Ungleichheit besteht: 


(1) Fi —4F,F,<0. 


34) Man kénnte auch — zum Beweise dieses Hilfssatzes — den Hilfssatz 1 benutzen. 
%) Oder sich elliptisch verhaltend. 
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Dabei denke man sich in (1) fiir die Variablen z, p,q, r,s, ¢ die Funktion 
z(z,y) und ihre Ableitungen eingesetzt. 


Satz IV. Es mége die Funktion F(x, y,z,p,q,1,8,t) tn allen vor- 
kommenden Variablen mit «-Hélder-stetigen Ableitungen dritter Ordnung 
versehen sein. Es mége weiter F so beschaffen sein, daf die Identitat 


= - Sa 126 2, ae 1. 72, Az + 
Oz, Oz, O°2, OF2z, a2 O%, Gz, O°2%, G2 02 


Fiz, y,z x —) = Fie 2.—.=—> = 2 
¥Y, 1? Gy? éy’ @x?? a@xay’ ay? / ’ ¥; 2? ax’ ay ex? ’ axéy’ dy?) 


notwendig auch die Gleichung 
z,(z,y) = z,(z, y) 


im Innern von K zur Folge hat, sobald nur die zu Klasse E, , gehdren- 
den, sich in bezug auf F elliptisch verhaltenden Funktionen z,(x, y), Z.(x,y) 
am Rande iibereinstimmen. Unter diesen Voraussetzungen besitzt jede zu E, , 
gehérende elliptische Lésung z,(x,y) der partiellen Differentialgleichung 


dz O62 O82 G82 G82 


/ 
(2) Fiz, y,2z s)=y(z,y) 
\ / 


’ Ox’ By’ dx?’ dxdy’ by 
im Raume E,, eine volle Umgebung. Mit anderen Worten: bezeichnet 
man mit 


vom P(e. 92a, 


0% O% G%2 G2 oe) 
é@x’ Gy’ @x*’ dxby’ ey® 


die im Raume E, , liegende Funktion und mit (0) den Randwert 
von z(x,y) — er gehért zu e,, —, so ist die Differentialgleichung (2) 
auch dann lésbar, wenn die Funktionen w (die rechten Seiten) und die 
Randwerte gy den Ungleichhetten 


lly —Woller<é, |1e(@) — (8) ||..3<¢--. (€ geniigend klein) 


gemaB gewdhit werden. Die ,benachbarten“ Loésungen fallen in 
dieselbe Klasse wie z(x,y), d.h. sie gehoren zu E, ,.**) 


Beweis. Es wird eine Einteilung des Beweises in vier Abschnitte vor- 
genommen. 


%*) Dieser Satz scheint mir neu. Die in der Literatur vorkommenden Sitze be- 
ziehen sich auf die Differentialgleichung F = 0 (die manchmal mit einem Parameter » 
behaftet erscheint), wobei vorausgesetzt wird, daB die sogenannte ,Jacobische“ 
lineare Differentialgleichung keine ,Nullésung“ besitzt (zur Literatur vgl. z. B. 
L. Lichtenstein, Vorlesungen iiber einige Klassen nichtlinearer Integralgleichungen und 
Integro-Differentialgleichungen, insbesondere S. 88-98, Berlin: Verlag Julius Springer, 
1931). Ich bemerke noch, daB Satz IV eigentlich von topologiscber Natur ist und 
sich wahrscheinlich mit den in reiner Analysis benutzten Methoden, z. B. mittels der 
sukzessiven Approximationen nicht beweisen l48t. Er umfaBt die oben erwahnten 
alteren Ergebnisse, nicht aber den Fall der sogenannten Verzweigungen. 





1) 


t 
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I. Spaltung der Differentialgleichung (2). Man nehme die Spal- 
tung vor 
y = F(x, y,2, p,q, 7, 8 t) = F(z, y, 2, , Qs os 8s to) 


oF, ) 
+ (ff — To) Ze (Ys 2» Por Vo» To» 80> t, 


oF, 
+ (8 — 8) Fa \* Y, 2%» Por Go» To» 80> ty) 


OF, ; 
+ (t—t) S(x,y, 29> Po» Io» To» So» 49) 
1 
jor ~4 . = ‘ 
+ (t — 9) } 55 [2,Y,2,P,9,% +A(r — 1), 8 +4(8—8), to +A(t—t,) ] 
0 
o' OF, = 
(3) — 22 (a, Ys 9» Pos Gos To» 80» by) hdd 
1 
, oF . “- q 
TY = a) { {2 (2, Y,2,P,9,% +A(r—T), 89+ A(8—8), ly + A(t—ty)] 
0 
éF ‘ 
— Fy \% Ys 2%» Por Ios To» So» ts) da 
a 
oF, ae ; Rn” ; 
+ (t—t, | er [@,Y,2, D595 Mo t+A(r— ro), 8 +A(S—8,), tp +A(t—t,) ] 
0 


oF : 9 
— >, (2%, Y; 2%, Po: o> To» 8o> ty) baa. 


os 
Da die dritten Ableitungen der Partikularlésung z, «-Hdélder-stetig sind, so 
besitzen die Funktionen 


‘ oF 
A(z, y)= or (2, Ys 29s Pys Gor Tor 8a» to), 
. oF ' 
(4) B(x, y) = 5, (Xs Ys 2» Por Yor To» 80» to), 


, . oF 
C(z,y)= rT] (©, Ys 2» Pos Yor To» 80» by) 
«-Hélder-stetige Ableitungen erster Ordnung. Wir betrachten nun voriiber- 
gehend die lineare elliptische Differentialgleichung 
ho) 
éy* 
Fir 9€H#,, und Randwerte pee,, ist die eindeutig bestimmbare 
Lésung w,,, vorhanden und geniigt nach Hilfssatz 11 den Ungleichheiten 


2? a2 : 
(5) A(z,y)=G + B(z,9) 55 + O(2,y) =o(2,y). 


Ilo, |la,3 

lao, » IIx, 
\|D, Bog | are 
\| Dz Wo, q lla. 


| < M(|lo as + || Plle,s)- 


(6) 
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Infolgedessen reduziert sich (2),(3) auf die Lésung der Integrodifferential- 
gleichung (wobei @ fiir g — 9, vegies ae 


y(z,y)=F (2, Y,%q+t+ Wo, » Poti ze: Gtx y Ye Tor Bo» t to) +o(e, y) 


a* a 
-}- e 





. oF 
x fat (2, Y> 2% + Me, Po + Aa, +x Wo,gs To + 


ex® Lér 
0 


ay 


+ arcee 4 ot. 44a +=) - A(z,y)| da 





8* we, oF F) 
(7) a izby x fet (2, Y¥,%+o, ¢? Poti ee? Aes %T 


0 








2° a 
+ ij4—— = —— 2, ag tage? se ait) — B(z,y)|aa 


1 

a 

42 ay “ees {[27( Fi ( (x, bathe az wens ay Wo @? %+ 
0 











+See ez <¢ ? te ae? ox ‘. 
Fiihrt man die Bezeichnungen 


7” 


7 
a) S(e.9)= F(z, Ys % + ®, os Po + ' az Oo 9 Got ao 9% Sty) 





aa F 
(8) b) Re, ?) = Pr le (z, Y,% +o, ?? Pot x 5 @, te yee? T> + 
0 


+ingyt —a?, +4 Sat. gain 7 Fit) —A(z, y)| da 


— fQe— ayaa +See (GF —o)ar 





ein, so haben wir es eigentlich in-e, mit der Funktionaloperation 


(9a) v = Ge, 7) =e + Ble, ~) + Ke, v) 

zu tun, zu der noch als zweite die Funktionaloperation 

(9b) = 

hinzugefiigt wird. 
Gegeben ist ye Z 


@,1? 


y€e,, und gesucht wird die Funktion g€ EZ, , 
II. Volistetigkeit von 9. Wir beweisen zuerst die Vollstetigkeit von 


(10) Sle, Pp) = F(z, ¥, Zo + W, »» Po tp 29? % +5 ye, ¢’ To» So» to) 
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in den Argumenten 9, y. Dabei darf ein wichtiger Umstand nicht vergessen 
werden: die Funktionen ¢ gehéren zu E,,, die Funktionen p zu e, ,, wo- 
gegen die Funktion §(0,p) in Z,, liegt. Die schwache Konvergenz von 
0,.?, nach g,q@ soll immer im Sinne der in entsprechenden Raumen 
geltenden Normierungen verstanden werden. 

Wir schreiben zur Abkiirzung fiir 


C] a 
(2, Y)» (29> Por Yo)» (To» 80» to) (©, 9° Fz a9? Gp ee)? 


a? a? 2 
a e.e? Fzdy e9? dy® @e ¢) 
die Symbole X, Z,, Ry, W,., V,.- Die Definitionsgleichung von (0, 7) 


OP? “OF 


erhalt dann die ayuabeliche Gestalt 
a Je Ble, v) = F(X, Z,+ W,,.» Ro). 


Es mégen nun die Konvergenzen 


112) 0,» im Sinne der im Raume £, , geltenden Norm, 
?,,>@ im Sinne der im Raume €,,3 geltenden Norm 

bestehen. Die Differenz $(0,,9,)—%(e,~) kann unter Beachtung der 
vorher eingefiihrten Abkiirzungen auf die symbolische Form 


(18) 3 (0,» Px) — (e, v) 


= (Won, on — We, afar X, Z, + Wore +4 (Won.an— We, e)> Rol da *”) 


gebracht werden. 
Die Légungen w,,, von (5) bilden eine lineare Funktionaloperation in 
bezug auf 0, wie auch in bezug auf g. Daraus folgt, wenn wir noch 


(14) %R=ets4(o,—e@) F=P+4y,—%) (05481) 


setzen, 


8”) Eine Abkiirzung fir 
oF a 
(en, ¢n — e,¢) te lz, Ys %+4( Won, ¢n— %e,~) + Me, ¢, Po +z, Peet 
0 


é 7] i Ss é 
+4 (5 wea. 9n Za Mes)» +7 69 +2 (5 


oy = wenn) To» Sq» to|aa 


®on. Pn > ay 


1 1 

é a OF ,. é é oF 
+ (= ox, on — a.) fe di+ CG en, Tn ay We, °) Sie di. 
0 


In allen spiteren Formeln, in welchen die symbolische Schreibweise vorkommt, 
soll diese als Abkiirzung fiir Shnliche ,Summenprodukte“ benutzt werden. 
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15) Weve + A(Wo,,¢n = Wo, ») - Won. on: Won. on gl Wo. a Wea-e.9a-9) 
. Vo.¢ + A (Von. on e Vo, #) — Vin. Gn Vonson fe Vo,g a Ven-e.92-9: 
und somit wegen (13), (15) in leicht verstandlicher symbolischer Schreibweise 


“OF >. 
(16) (Oar x) — 5 (0s) = (Wonson — Woon) | 2¢(Xs Zo + Way. ta» Bo] di. 


0 
Aus (12) folgt nach Postulat [Vc die Existenz einer Zahl r, fiir welche 
| On \\e,1 + | Pn las Sr, 
| ell. +|le lle,s sr 
gilt, also wegen (14) auch 
(18) I] @n lla,a || Pu le, 
S(1—A)iWe les +E lle,s) + Al] On lle,s + I] Mn lle,s) SP 


Beachten wir die, den Inhalt des Hilfssatzes 11 bildenden, Ungleich- 
heiten, so gelangt man — die Formeln (15), (18), (6) zusammenfassend — 
zur Abschatzung 


(17) 





(19) I Wen. ules S Mr, *) 
um so mehr also 
Max | W5,., 7 <Mr. 





Nun betrachte man die unter dem Inctegralzeichen in (16) vorkommenden 
Ausdriicke 


(20) oF (X, Zo(X) + Won. sn» Ro] = Paz, y): 


® (x,y) besitzt nach den Voraussetzungen des Satzes IV «a-Hilder-stetige 
Ableitungen erster Ordnung 


a@ a*F . a*F a a*F 6R, 37) 
21 O88 me Ot (Pt Wangs) tao ee.) 
(21) ax agox' an ov 5x ann) ' @ZaR oX 


Die («,1)-Norm von (20) laBt sich leicht abschitzen. Unter Beriick- 
sichtigung a) der vorausgesetzten dreimaligen «-Hélder-stetigen Differenzier- 
barkeit von F(z, y,z,p,q,7,8,t) und z(x,y) in den, in diesen Funk- 
tionen vorkommenden, Variablen b) der durch (19) gegebenen Abschatzung 
von W,,,%, gelangt man (mit Benutzung des Hilfssatzes 2) zu 


(22) | ©, |... -_ | oa (xX, Zo(X) + Wandin» Ro] L. < O(r) $8), 87) 
fiir || 24.1 +l] Pa lle,s SP. 





**) Steht fiir || o,,%, |la,1< Mr, || Dy Hn |e.1 Mr. Analoges gilt far 
spaitere Formeln. 
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Nach dem Hilfssatze 4 folgt aus (22) auch 


38 1 -) 


(23) Ie [X, Zo(X) + We,.a)@a|| <C(r). 








Insgesamt ergibt sich aus (16) und (23) mit Benutzung des Hilfssatzes 2 
(24) |B (en, Pa) — oI 0, P) lla. S l Won .en = Wo. |la.t C(r). “7 


Die Anwendung des Hilfssatzes 12 liefert (die Voraussetzungen dieses Hilfs- 
satzes sind hier erfiillt) 


(25) Jim | Wonson — Wo, elias = 9, 
und wegen (24), (25) erhalt man endlich 
Tim |/5 (0,5 Pn) — F(2s %) llega = 9 


d.h. ¥(o, mp) ist vollstetig. 


III. Die Untersuchung der Funktionaloperation R(o, mp). Fir 
Rio, m) (vgl. Formel (8b)) wollen wir die Ungleichheitsbeziehung 
(26) I| R(o,, Ps) — RCo. Pa) lle, r 
S$ C(r) (|| Q,;— Qs Ne, 1 : le, —s lla, 8) ( llo, lls T llQalle,s + llealles + Palle, s) 
ableiten, sobald nur die beiden Punkte (9,, 7,), (0,, p.) zur Kugel 
| Q; lle. 3 + lp, lle, 3 
| Q2 lle, or | Pe lla. s 
gehéren. Ein Blick auf die Definitionsgleichung der Funktionaloperation 
R(o,@) zeigt uns, daB alles von der genauen Abschitzung der unter dem 


Integralzeichen in (8b) stehenden Ausdriicke, von denen einer in (8b) genau 
aufgeschrieben wurde, abhangt. Wir wollen uns z. B. mit 


(26*) —S 


wy «(> 0, sonst beliebig ) 








(27) Je, g) = a2 (2, y,% +0 »Pot = Gi a @ ree 
thy ~ or \ 2.7 Ox 0? 40 dy 27’ 0 
Meee , 27.6 
+ 4 » tls, ty re! art) — Ale, y) 


befassen. Die fehlenden Ausdriicke, in welchen die Giisiitiasiin nach s 
bzw. nach ¢ vorkommt, werden auf dieselbe Art und Weise erledigt. Ich 
erinnere weiter an die bereits eingefi/hrten Abkiirzungen X,Z,, Ry, W, ,.V,. 9: 
Es ist dann in leicht verstindlicher Schreibweise 


(28) I(o, ¢) = SEX, Zy(X) + Weg» Ro(X) + AV, 
— 21x, Z,(X), Ry(X)). 


ai ”) 


3) Vgl. Kap. IV, Formel (4). 
Mathematische Annalen. 106. 
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Unser Ziel ist: Die Norm von J(o,,9,)—J(0,, 9.) abzuschatzen. 
Man bekommt — eine symbolische Schreibweise benutzend — 


1 


- a*F , 
(29) Je, 71) —J (0s, ¢2) = (W,..¢: nae Woo) | ort [X, Zo+ W... 9; + 


+ 6(W, 01%. W,.,. wv)» Ro = A Vex. Fi + Ad(V, Cir Pi — Va..e)) dé 


1 
. o*F 
ee ee 
0 


a 6 (We, .¢,— W.., eR + A Ven, Fi 14(Vo,,, -o Vou, @,)) dd. 
Setzt man noch 
(30) 0, + (0, —0,)=8, ?, + 5(9,.— 9,) =F (0<6<1) 


und benutzt die Formeln (vgl. (15)) 
We,.9, + 9 (Woe, — Wo..9,) = Ws, ? 


(31) 
Vous + 6( Vewes — Vo.0.) = Vi,¢> 


so nimmt die Gleichung (29) die Form 


J (0,91) — I (Oe, YP.) = (W, 0%) wand ith PrP AGS Zo + Ws, e Ryo +A1Vz,¢) dé 


37) 
+ oon Pow) | Fal HB + Mes Bo + F948") 


an. Es kommt also letzten Endes auf die Gewinnung entsprechender Un- 
gleichheiten fiir die («, 1) Normen der Ausdriicke 


nan (X. Zo(X) + We,5(X), Ro(X) +4Vz.5(X) = ¥, 


(32) 
pap Zy(X) + We,5(X), Ro(X) + 4V5,5(X)] =F. 


. a* — °F 
Wir behandeln nur 2” , da der Beweis fiir ma ganz analog ver- 
éreZ éroR 


lauft. Wegen (32) hat man 


(32)° 














ov oF °F (22 


a oF (aR, , , 2 87) 
a -+i—V;35). 
aX orezZeaX  é@raz*\ax x zw) + ( . “7) 


éré@ZaR\ ax ax 


Bezeichnet D, f, wie iiblich, irgendeine Ableitung n-ter Ordnung der 
Funktion f, so gelten — wenn die iiber F gemachten Voraussetzungen 
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beriicksichtigt werden — die Ungleichheiten 
|D, F(X, Z,(X) +m, Ro(X)+)| SC, (r), 
|D, F[X, Z,(X) + wu, Ro(X) +¥%}|<SC,(r), 
(33) | D, P(X, Z,(X,) +41, Ro(Xy) +] —Ds P(X, Zp(X,) + Mg, Ro(Xe)+ og] | 
SC, (1) (|X, — A" + [oy — wel +1 — 791"), 
fiir (yj, |u|, |r|, {H#,!, ||, |#e|Sr (r>0, sonst beliebig). *°) 


Verbleiben nun die Funktionen (0,, ~,) (0,, @,) innerhalb der Funktional- 
kugel 
(34) ‘| Qs lle, itil Pr lle,s + lle lle, + Il Pa lle,s s ¥ 
[M ist die in der Formel (6) vorkommende Konstante], so gilt dasselbe 
wegen (30) auch fiir 6, ¢, denn es ist 
(35) Il © dle, Bis IF lls 

< (1 rey 6) Il @, lla, 2 + (1 - 6) | Ps \la,s + 6 || 2, lle, +4||%, lla, 8 < i 


Aus (35) folgt, wenn man die Formeln (6) [vgl. auch Hilfssatz XI] be- 


riicksichtigs — und indem noch einmal an die Bedeutung von W,,,, V,, 
erinnert wird — 
|| W, 5, i, < r, 38 
(3 6) - | Li,1 ) 
| Vz, va ll, 1 < r. 
Somit darf — infolge von (36) — W,;,5, Vz,g in (33) eingesetzt werden, 


und das Ergebnis der Einsetzung lautet 
Max | D, F(X, Z, + We,¢, Ry +4Ve,%)| SC, (r), 
Max| D, F(X, Z, + We,%, Ry +4Ve.%)| SO, (r), 
| D, F[X,, Z(X,) + Ws,e(X,), Ro(X,) +4 Vs, sbi 


” — D, F(X,, Z,(X,) + Wee (X,), Ro (X,) + 4V 5,9 (X,) | 
) 
© S0,(r){| Xi — Xe |* + || pret: + || Ve, a llaa + |X: — Xe|*} 
SO, (r)- |X, — X,|"(1 + 2r* + 1) = C,(r)| X, — X, |", 
fiir ll @s lle, + + IP, | .s + lle Oo llee + ll Pelle.s S x 
(0O<AS1). 


*°) Es steht eigentlich: a) » fiir ein Zahlentripel [v', »™, »}, b) wfar[u’, vu, « (a, 
c) », fir [»{?, »{*, vf] usw. 


45* 
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Aus (37) gelangt man erstens zu 
|| D, F(X, Z,(X) + Wa, (X), Ro (X) +4 Vo. @!||, S Cz | 


e= 
(38) * ; 
si fiir || @; |le,a Ile, lla, 3 + |l@s le, 1 + [1% lle,s S => a ° 


Wegen (32*) hat man **) 





















































j hd ' C) 
(30) IF | <iD.P a+ Ds File( 53, + [ls 0, ) 
ey Ne \ 37) 
+ ||Ds F|j,,° oxi, x | ox bad 
und daraus — indem man noch (36), (38) in Betracht zieht — 
. Ch , 
(40) aX |,< C,(r), 








r 


les lls +l Palle,s + lleelle,s +11 % les S- 
Aus (40) und (37) folgt 
(41) ¥ ll, SC, (r). 
Wir haben also die Abschitzung 


r’ 


(42) ¥ SC, (r) (lle 2 lla, 7 I{ G2 |le,s + MPs lle, + |] Yel Si 


cgi= 


ia,3 = Y/ 


gewonnen. Da auf dieselbe Art und Weise auch X (vgl. (32)) abgeschatzt 
werden kann, so gilt nach (42), (29), (32) in Beachtung des Hilfs- 
satzes 4 auch 


1 
(43) [D. P(X, Wy, + Z, Ry +4Vo,5) 44], , SC, (1), 


sobald nur 
llo, We, + [1% lle, 8 + || Oslle,1 + lM lle, s s x: 
Somit auch wegen (43), (29), (6) 
(44) lJ (0,,9,) — F(a, Pa) \\e.1 
Ss C; (r) {|| W.., 9; ig W..,, valle, 1 + | Vo, ae Vow, #2 \ia, i} 
< C,(r)- M( | 0, — Osiiaa T lv. =F lle, 3) 
Aus (44) schlieBt man, da J(0,0) = 0, 
(45) IJ (o, 7) Iles SO ( r)¢ I! © llea + |}? Iles): 


Insgesamt liefern (44), (45), wenn sie auf die Definitionsgleichung (8b) 
von R(e@,p) angewendet werden — unter fortwihrender Benutzung der 


“) Es kommt der Hilfssatz 2 zur Anwendung. 
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Hilfssitze 2 und 4: 
|| R(o,, %y) — R (eg, a) \le,a S i> (r) (les lla,a + Qe {lea +] % lle,s + Il P2 lla,3.) 
Q 


(ll@: — @s lle, i +e —% lla, 3)» 
| R ( Q, Ree xy Q lle. +1 Iles)” ? 


(46) 





a ' r 
fiir 1 23 1 lle,a + ll @e lea + [1% Iles +loslke Sd. ells +l ¢lles S 


IV. SchluB des Beweises. Man setze der py wegen 
(o,.~)=T(e.9), Rle,y)=R (eo, ¢), 
o. = Rh, =0, 
dann hat man es mit der funktionalen Abbildung 
y=e+, (Q, P) +8, (e, ¢), 
P=%+Ba(e, 7) +R (e, v) 
zu tun. Diese Abbildung ist eineindeutig, die Funktionaloperationen 


(0,7), Gale, %) 


volistetig, und ft, (wie auch §i,) erfiillt, wie wir zeigen wollen, die funda- 
mentale Ungleichheit 


1, 
(46*) OR, (0,; ?;) ie R, (Qo, Po) 4 oO ‘|e, — Qo lla, 2 + I V1 — Pa lla, 2) 
in einer geniigend kleinen Funktionalkugel. 


Wird namlich |{@, ||, , + atl Pallas + || Palle» auBer der in den 
Formeln (46) vorkommenden, noch der weiteren Einschrinkung 





{ 1 
(47) Nes lle, 1 + || @2 lle, 2 + |r la, + ||%, lla, 8 < 20(r) 


unterworfen, so kann aus (47) und aus (46) die Folgerung 


| R, (0,, 9) — Ri (@, Pa) lle, i= S35 > (le, +lle.— Pa\la,s)» 


in flealna +llellaa + Pall + live,» Min (sea 
gezogen werden. 

Uberdies ist Kt, (0, p) schwachstetig. Da 3i,(o, ) nach (46) in jeder 
Funktionalkugel beschrankt ist, so geniigt es nach Hilfssatz 3 — wenn 
man die Definition der Schwachstetigkeit beachtet —, die Beziehung 


(49) lim R(e,, P,) = R(e, 9) *) 





(48) 


42) R(o., Y,) erweist sich nach Einsetzung der Funktionen 0, (x, y), 9, (0) als 
eine Funktion k,(z,y) der Variablen z,y. Dasselbe gilt fir R(o,q). Die in 
Formel (49) behauptete Konvergenz wird gleichmaBig in den Variablen x, y verstanden. 
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zu verifizieren, sobald nur 

0,—>o im Felde E£, ,, 
(50) sch . ' 
7, —>@ im Felde e, ,. 


Ist aber (50) erfiillt, so konvergieren die Funktionen w,, 4,, D,@o,. o 
D, @,., ¢, gleichmaBig im gew6hnlichen Sinne (d. h. in den Variablen x, y) nach 
, ~» D,o, ,,D,, , und daraus folgt auch lim R(o,, ~,) = Ro, yp) *). 


Die behauptete schwache Konvergenz #i(0,, ¢,) > R(o, v) folgt dann 
aus dem Hilfssatz 3. 


Es sind also alle Voraussetzungen des Satzes III erfiillt, und seine An- 
wendung liefert das verlangte Ergebnis, w. z. b. w. 


§ 2. 


In diesem und im nichsten Paragraphen bringe ich einige graBten- 
teils leicht einzusehende Ergainzungen zu den Voraussetznngen des 
Satzes IV. 


I. Geht man den Beweis des Satzes IV noch einmal aufmerksam durch, 
so tiberzeugt man sich, da zur Sicherstellung der aufgestellten Behauptung 
keineswegs die Existenz aller dritten Ableitungen der Funktion F notwendig 
ist. So z. B. brauchen folgende Ableitungen iiberhaupt nicht vorhanden 


zu sein: 
o*F a*F a°*F oF 
@z*” dzdy’ Gy*’ d2z*’ 











usw. 


Fir die sogenannten quasilinearen Differentialgleichungen kénnen — wie 
wir spiter sehen werden — die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen noch 
weiter reduziert werden. 

II. Derjenige Teil der Voraussetzungen des Satzes IV, der die Ein- 
deutigkeit der Lésung zum Ausdruck bringt, braucht nur fiir solche Funk- 
tionen z,,z, ausgesprochen werden, die in einer geniigend kleinen Umgebung 
der Stelle z,(2, y) liegen, d. h. der Ungleichheit 


\lz, — 2lla,3 < & 
ll 2, a3 Zo lle, s <é 
gemaB (e geniigend klein). Denn nur diese Eigenschaft ,im kleinen“ wird 


beim Beweis benutzt. 


III. Wir haben als Grundbereich, in welchem unsere Uberlegungen 
gelten sollen, einen Kreis angenommen. Offensichtlich bleibt aber die Be- 
hauptung auch dann bestehen, wenn z. B. Bereiche in Betracht gezogen 
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a =) 


werden, die von einer endlichen Anzahl sich nicht schneidenden Kurven vom 
sogenannten Typus Bh bzw. Ch berandet sind. Denn auch in diesem Falle 
gelten die in dieser Hinsicht maBgebenden Hilfssitze 10 bzw. 11. 


IV. Die Lésung z,(z,y), von der wir ausgegangen sind, gehérte im 
abgeschlossenen K der Klasse Z,, an. Thre Randwerte g,(@), wie auch 
die benachbarten Randwerte g(@) lagen in e,,. Unter dieser Bedingung 
sichert uns Satz IV die Existenz der Nachbarlésungen, die wieder 
zu E,, gehéren, d.h. ahnlich wie z mit a-Hélder-stetigen Ab- 
leitungen dritter Ordnung versehen sind. Man kénnte fragen, ob 
auch diesbeziiglich weniger einschrinkende Annahmen gemacht werden 
kénnen. Die hier benutzten Hilfsmittel iiber lineare partielle Differential- 
gleichungen vom elliptischen Typus (Hilfssitze 10, 11) erlauben uns nicht, 
die Klasse, zu der z,(2, y) gehdren soll, zu erniedrigen. Wiirde namlich 2, 
nur zweimal «-Hdélder-stetig differenzierbar sein, so kénnte man von den 
Funktionen A(z, y), B(x, y), C(a,y) nur ihre a-Hélder-Stetigkeit be- 
haupten. Es ist mir aber nicht bekannt, ob unter diesen schwachen Vor- 
aussetzungen die fundamentalen Ungleichheiten (6) ihre Giiltigkeit bei- 
behalten. Vielleicht lassen sich solche oder ahnliche Ungleichheiten aus 
einer vor kurzem erschienenen Arbeit des Herrn Gevrey erschlieBen **). 
Sollte dies der Fall sein, so kénnte Satz IV unter erheblich schwicheren 
Voraussetzungen ausgesprochen werden *®*), 


Wir halten also zur Zeit (beim Satze IV) an der Annahme, da8 z, in 
E, , liegt, fest. Was aber die benachbarten Randwerte »(6) und benach- 
barten rechten Seiten y anbetrifit, so laBt sich der Beweis auch dann 
durchfiihren, wenn die y zu £, und die m zu e,, gehdéren. Dann ge- 
héren aber die benachbarten Lésungen z nur der Klasse E,, an, also zu 
einer anderen Klasse als die Anfangslésung z, selbst. Werden nun 
iiber z,, y, » die Annahmen dieses Abschnittes gemacht, d. h. z,€ E, 3; 
y € B.; w €e, 4, so kénnen auch die auf die Funktion F(z, y, z, p,q, 1, 8, t) 
selbst sich beziehenden Voraussetzungen erheblich reduziert werden. Es ge- 
niigt, wenn die Funktion F 


43) M. Gevrey, Determination et emploi des fonctions de Green dans les problemes 
aux limites relatifs aux equations linéaires du type elliptique, Journal de Mathema- 
tiques pures et appliquees (Liouville), 1930, p. 1—80. 

488) Anmerkung bei der Korrektur. Herr Giraud teilt mir in einem Briefe 
vom 22. IV. 1932 folgendes mit: Die Ungleichheiten (6) gelten (und dies sogar im 
Falle mehrerer unabhangiger Variabler) auch dann, wenn die Koeffizienten A, B, C 
lediglich a-Hélder-stetig sind. 

Nach den Ausfihrungen der vorliegenden Arbeit lassen sich also die Voraus- 
setzungen des Satzes IV automatisch abschwichen, insbesondere darf also die An- 
fangslésung z, (x,y) als nur zweimal Hélder-stetig differenzierbar angenommen werden. 
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a) partielle «-Hdlder-stetige Ableitungen erster Ordnung in allen Va- 
riablen, 


b) diejenigen «-Hélder-stetigen Ableitungen zweiter Ordnung, in denen 
die Differentiation nach r, s, ¢ wenigstens einmal vorkommt, 

c) diejenigen stetigen Ableitungen dritter Ordnung, in denen die Diffe- 
rentiation nach r, 8, ¢ wenigstens zweimal vorkommt, 
besitzt. 


Werden iiber z,, y, y, F die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen dieses 
Abschnittes IV gemacht und kann die Eindeutigkeitsbeziehung a priori fiir 
beliebige Funktionen z,, z, aus HZ, , bestatigt werden, so gelingt die Durch- 
fiihrung des Beweises nach der alten Methode. Natiirlich muB bei den 
jetzigen Uberlegungen statt des Hilfssatzes 11 immerfort der Hilfssatz 10 
benutzt werden. Dabei darf man nicht vergessen, daf nun die Funktionen 
y bzw. o bzw. » zu den Klassen Z,, E,, ¢,, gehdren. Die schwache und 
starke Konvergenz, die Vollstetigkeit von % (0, 9), die Schwachstetigkeit 
von i(g,q) wird also immer im Sinne der den diesbeziiglichen Raumen 
entsprechenden Normierung verstanden. So wird z. B. der Beweis fiir die 
Vollstetigkeit von (0, y) geliefert, wenn wir zeigen, daB aus 


°,—> o im Felde £,, 
> im Felde e, 
die starke Konvergenz 
jim, || 5 (On> Pn) — F(@, P) |e = 0 
folgt. Der Beweis dieser Eigenschaft — unter Anwendung des Hilfssatzes 10 — 


ist sogar viel einfacher, da die Formel (20) nicht differenziert zu werden 
braucht. Fiir R(o, ~) gilt die Ungleichheit 


| R(o,, Pi) — R(o,, 2) lle <F (lle. “ 0s\l. + le, -* Ps| 


die zu (46) analog ist. Der Beweis verlauft parallel dem der Ungleich- 
heit (46) mit dem Unterschiede, daB die Formeln (32) nicht differenziert 
zu werden brauchen. §t ist weiter (fiir 9 € E,, p€e,,) schwachstetig. 
Die Anwendung des Satzes III liefert das verlangte Ergebnis. 





a,2)9 


§ 3. 
Der Leser erkennt sofort, daB die einzige Stelle, bei welcher die drei- 
malige «-Hdlder-stetige Differenzierbarkeit von z, benutzt werden mubBte, 
sich auf die lineare Differentialgleichung (5) und die Ungleichheiten (6) 


bezieht. Die Funktionen A, B, C sollen namlich «- Hélder-stetige Ableitungen 
erster Ordnung besitzen. 
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Ist dies nun aus irgendeinem anderen Grunde der Fail, so kénnen die 
Ungleichheiten (6) Kapitel IV bzw. (2) Kapitel III sofort aufgeschrieben 
werden. Dies trifft z. B. fiir eine sogenannte ae dinsineier ie 


F=A(z, y,2,P,9)55+ Ble, Y, 2, P,q)s— + O(z, ¥, 2B. Q)o 


Oxdoy 


+ D(z, y,2,p,q9)=y(z, y) dts uaa 


zu. Ist dann die Partikularlésung z, nur zweimal «-Hélder-stetig differen- 
zierbar, so sind bereits die Funktionen A, B, C mit «-Hélder-stetigen Ab- 
leitungen erster Ordnung versehen. Wir kénnen also das Ergebnis des 
vorhergehenden Paragraphen benutzen und kommen so fiir quasilineare 
Differentialgleichungen zum folgenden Satze: 


Satz IV’: Es mégen die Koeffizienten der quasilinearen Differential- 
gleichung A, B, C mit «-Hoélder-stetigen Ableitungen erster Ordnung in 
allen Variablen versehen sein, wogegen D nur selbst «-Holder-stetig sei. 
Fiir beliebige, am Rande iibereinstimmende, zur Klasse E,, gehdrende 
Funktionen z,,2, mége weiter die Identitat 

P P 
(A)s, 5 + (B)s oe + (C)s, 3+ (De 


Ca 
Ax? 


= (A), <3 + (B)e, = +(0n.54 ++(D):, “ 


Oxoy 





immer 

zy = Zo 
zur Folge haben (wenigstens in einer Umgebung der betrachteten Partikular- 
lésung z,). Besitzt dann.die Differentialgleichung 


a*z 
(51) AS34+BSe + Cit D=y¥ 
fiir gewisse (wy, Po) eine zweimal a-Hoélder-stetig differenzierbare Lésung z,, 
80 gibt es auch fiir benachbarte y€ E, und benachbarte p aus e,, Lé- 


sungen von (51), die wieder zu H, , gehoren. 


§ 4. 
Die Methoden der vorhergehenden Paragraphen erlauben uns ohne 
weiteres auch folgende Sitze zu beweisen: 


Satz V. Die dreimal a-Hélder-stetig differenzierbaren Funktionen 
PF, (¢=1,2,...,m) seien fiir alle Werte der Variablen x, y, 21, 2g; -++5 Zqs 


**) Diese Schreibweise bedeutet, daB in A(x, y,z, p,q) usw. die betreffende 
Funktion und ihre Ableitungen eingesetzt werden. 
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Pryss++s Pus Ug +99 Uno Tyr +++s 8yy++-> 8, definiert, wobei 

on, = @ 7 = 9. fir t+k (¢,&=—1,2,...,%) 
sein soll. Es mégen weiter die Identitdten 

(Fy )ep, 23,..., 23 = (F;)e2, 03,..., 22 (¢=1,2,...,m) *) 


fiir paarweise am Rande iibereinstimmende, sich in bezug auf F, ellip- 
tisch verhaltende Funktionen z},2z},...,23; z3,2},...,22 — immer auch 


1 


2} = 2? (¢ =1,2,..., 2) 


zur Folge haben. Dann besitzt jede zu (w;, p;) gehorende, elliptische Lésung 
des Systems 


Fy, ( 2, Ys 245-003 Sas Dur -e+> Dur Gar +e+2 qs Tyr & t;) = y; (8 =1, 2,..., 0) 
in E, , thre volle Umgebung. 

Satz V’ bringt eine analoge Verallgemeinerung des Satzes IV’ auf 
Systeme quasilinearer Differentialgleichungen. 


V. 
Weitere Anwendungen der Methode. 


§ 1. 

Mein Beweis des Satzes I laBt sich nur dann durchfiihren, wenn der 
in Betracht kommende Raum £ allen fiinf Axiomen geniigt. Nun hat mir 
Herr Banach seinerzeit ohne Beweis mitgeteilt, da8 er — unter Benutzung 
meiner topologischen Hilfssitze 5,6 — zur Behauptung des Satzes I auch 
dann zu gelangen vermag, wenn der Raum Z£ lediglich die drei ersten 
Postulate erfiillt. Diese interessante, bis jetzt nicht verdéffentlichte Ankiin- 
digung mag, obwohl fiir die vorliegende Arbeit nicht nétig, als eine schéne 
Abrundung der Theorie angesehen werden. Fiir unsere Zwecke geniigt der 
folgende, in einer anderen Hinsicht allgemeinere 

Satz I’. Es mége der Raum E aus Elementenpaaren x(x,,x,) be- 
stehen, wobet die Koordinate xz, in einem Raume E, liegt, der allen fiinf 
Azxiomen gentigt, wahrend die Koordinate x, aus einem Raume E, beliebig 
herausgegriffen werden kann, der nur die drei ersten Postulate erfiillt, 
insbesondere also nicht schwachkompakt sein muf. Es mége weiter die 
in der ,,Kugel“ G 

\lz, | + |lall<r 


*) Die Bedeutung dieser Schreibweise ist der in der FuBnote “) erliuterten 
ahnlich. 
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definierte Funktionaloperation § in beiden Variablen x,, x, gleichmapig 
stetig und in der Variablen x, vollstetig sein. Wenn dann die Abbildung 


¥, = 2, + F(x, 2) x 
Ya = 7, 

eineindeutig ist, so geht jedes Teilgebiet von G in ein Gebiet iiber. 
Beweis. Es geniigt, r=1, §(0,0) = 0 anzunehmen. Dann hat man 

zu zeigen, daB die Stelle 0,0 ein innerer Punkt der Abbildung & ist. Zu 

diesem Zwecke beweisen wir zuerst, daB 0,0 vom Bilde des Randes der 

Kugel um eine positive GréiBe >A > 0 entfernt ist. Wire dies naimlich 

nicht der Fall, so gibe es Elemente 2], z{ am Rande 


(1) las l| + lag =1 (n= 1,2,...) 
fiir welche aber 
(2) Jim (\lzz + (zz, 27) || + llzzl) = 0 


gilte. Aus (1), (2) folgt sofort 
(3) Jim \j23|=0, Jim \jat|| =1. 
Wegen der gleichmaBigen Stetigkeit von §(2z,,27,) in z,, 2, und wegen 
(3) hat man 
(4) lim || (27, 22) — F(2?, 0)|| =0. 
Somit ist auch (siehe (2), (3), (4)) 
(5) Jim |jzl + F(x7,0|/=0; lim |jap || =1. 

Die Funktionaloperation 

G (x,) = 2, + F(x, 0) 


liefert nun eine eineindeutige Abbildung der im schwachkompakten Raume E, 
der x, gelegenen Funktionalkugel 


|z,|| <1 
auf eine in demselben Raume gelegene Menge. Das Bild des relativen 
Randes: || 2, || = 1 muB8 also nach Hilfssatz 8 — der hier wegen der Schwach- 


kompaktheit des Raumes ZH, angewendet werden kann — vom Nullpunkte 
eine positive Entfernung besitzen, was aber der Beziehung (5) widerspricht. 
Es mu8 also — wie vorher behauptet wurde — das Bild des Randes: 
\|z,|| + ||a,|]=1 vom Nullpunkte 0,0 mehr als um eine positive Zahl 
h> 0 entfernt sein. Ich behaupte nun, daB jeder Punkt y?, y! mit 


(6) lyr ll + lye <A 
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zur Bildmenge gehért. In der Tat, man betrachte den eindimensionalen Raum 


Ye =Ays (A reell) 
und die Abbildung ® 
y, = 2,+ F(z,,Ay?) ®D #e) 
¥.=Ays . 


die in der Kugel G 
lz {1 + 4 yo] S1 

definiert ist. Der Rand der Kugel G ist im Rande |jz, || + ||z,|| 1 der 
Kugel G **) enthalten. Somit ist das Bild des Randes: |jz, || + ||Ay?||=1 
vom Nullpunkte weiter als um h > 0 entfernt. Da die beiden Raume £, 
und ,,4 y2“ schwachkompakt sind, so laBt sich auf die inG: || x, || + ||Ay$|| <1 
definierte Abbildung ® der Satz I bzw. Satz III (mit R,— R,— 0) an- 
wenden, und es geht also jedes (relative) Teilgebiet g CG in ein (relatives) 
Gebiet ®(g)€[H,,,,Ay$“] iiber. Die Verbindungsstrecke H der Punkte 
(yz yz)» (0, 0) 

y¥, = Oy}, 

% = Oy; (0<6S1) 


gehért dem Raume [£,, ,Ay?“] an. Ihr Anfang (O = 0) stimmt mit dem 
Nullpunkte 0,0 iiberein. Es mu8 also — nach dem Vorhergesagten 

auch ein Abschnitt der Strecke H, der z. B. den Werten des Parameters 
0<O<e entspricht, zum Bilde ®(G) gehéren. Nun behaupte ich, daB 
die ganze Verbindungsstrecke H zu ®((7) gehéren mub. Andernfalls gibe 
es eine Schwelle ©, so, daB die Teilstrecke 0< 6 <0, noch zu ®(G) 
gehért, wihrend @, Haufungspunkt von Parameterwerten 0, ist, fiir welche 
die entsprechenden Punkte von H nicht zu ®(G) gehéren. Dies ist aber 
nicht méglich. Denn zuerst gehért die Stelle O, selbst zu ®(G), wie leicht 
aus der Schwachkompaktheit des Raumes (Z,, ,4y}“) gefolgert werden 
kann. Es gibt also ein Elementenpaar 2%, x%, fiir welches die Gleichungen 


O°-y0 = 2% + F(x, oS), 
@°-y° = 7% 
bestehen. Diese Stelle liegt im Innern der Kugel G. Sonst wire namlich 
Wao ll + llagell =1 (@, <1), 





und daraus miiBte folgen 
Oo yi? ll + || % y3|| > & > 0. 


**) Anmerkung bei der Korrektur. @ ist im ,Produktraume“ [£Z,, ,iy?“] 
definiert. 


) @: lz, ||+lleil<Sl. 
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Um so mehr also 
hy? ll+ ily? l| >a, 


was der Ungleichheit (6) widerspricht. 


keine Schwelle sein, w. z. b. w. 








§ 2. 

Satz VI. Es seien f,(x, y,2,, %,.-.,2%,) stetige Funktionen in allen 
vorkommenden Variablen, die so beschaffen sind, dap die Differential- 
gleichungen 
(7) a os _ Fe Ys Zyx2q,---52,) oy, (Sel 

6x? ey? i ’ aa. “39 > “n i ’ 


werden: 


sung vorhanden. 


solche verstanden, die der Ungleichheit 





Max |y;— 9? | <e, 


VIS (vi— vi)" dady <e 


gemaB gewahlt wurden (« geniigend klein). 








Da also x, Go eine innere Stelle der Kugel G darstellt, so muB ihr 
im Raume [£,, ,,Ay$“] — eine innere Stelle des Bildes ®(G) ent- 
sprechen. Fiir alle ©, die sich von ©, wenig unterscheiden, miissen die 
entsprechenden Punkte der Strecke H in ®(G) liegen, es kann also 0, 


fiir vorgegebene ,,rechte“ Seiten w,(x, y) und entsprechende Randwerte y,(0) 
héchstens eine im Innern von K einmal stetig differenzierbare Losung 
besitzen kénnen. Die dabei zur Konkurrenz zugelassenen Funktionen ¢, (0) 
sollen stetig sein, wahrend die w,(x, y) z. B. quadratisch integrierbar an- 
genommen werden. Unter diesen Voraussetzungen kann folgendes behauptet 


Ist das System (7) fiir gewisse stetige ~® und quadratisch integrier- 
bare y° in der Tat losbar, so ist auch fiir benachbarte (p,, y,;) eine Lo- 


Vorbemerkung I. Unter benachbarten Funktionen 9,, y, werden 


Vorbemerkung II. Die Lésbarkeit von (7) soll immer in dem Sinne 


verstanden werden, daB (7) fast iiberall erfiillt ist. Man bekommt Be- 
ziehungen, die iiberall bestehen, wenn man die entsprechenden Integral- 


| formeln 


1 . » 
| atgz {ele ys &,) £,(E, 1. By, +++) %) GEM 
E 


~~ reff ole y; &,n)y(&, 9) didn + vy, 
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aufschreibt, unter G(x, y;&,) die klassische Greensche Funktion und 
unter v,,(2, y) die mit dem Randwerte ¢; gebildete Potentialfunktion ver- 
standen. 


Vorbemerkung III. Als Grundbereich K kann ein beliebiger Bereich 
zugelassen werden, fiir welchen die Greensche Funktion existiert und ihre 
charakteristische Eigenschaften besitzt. 


Vorbemerkung IV. Natiirlich geniigt es, die postulierte Eindeutig- 
keitseigenschaft der Lésung nur fiir y,;, y; vorauszusetzen, die an ¢?, y?, 
von denen man ausgeht, geniigend nahe liegen. 


Beweis. Wir werden den Beweis, der fast eine wortliche Wiederholung 
meiner friiheren Uberlegungen darstellt ‘’), nur fiir eine Differentialgleichung 
durchfiihren, da der Beweis fiir Systeme ganz analog verlauft. 


Die Differentialgleichung 


a*z | a*z 
azt T aye — f(z, 2) = v (zy) 


ist dem Systeme der Integrodifferentialgleichungen 


r 1 
o(z,y)—f\2, ys -# flere, y3&,n)o(&,9)d&dy+ v, | = y(z, y); 
E 
y9=—¢@ 
aiquivalent. Die Funktionaloperation f(z, y, -z.[fo,+ vp) ergibt, fiir 
K 


quadratisch integrierbare o(z, y) und stetige ~(@), beschrankte — um so 
mehr also quadratisch integrierbare — Funktionen F(o, p) 


3(e,9) = f|z, y, — flere, y; &,n)o(&,n) didn +0,]. 
K 
Wird die Norm im Felde L’, **) wie iiblich, durch 
lol = Vif eras ar 
und die schwache Konvergenz 0, > 0(0, € L*, 0 € L*) durch die Beziehung 
lim, [J 9(E, 0) e,(8)d5dn = Jf 9(§,n) 0(§, 1) dean 
fiir beliebige g(¢, 7) aus L* definiert ‘*), so erweist sich %(o, g) vollstetig 


47) Vgl. loc. cit. *): der Beweis des Satzes B. 

**) Das Feld der quadratisch integrierbaren Funktionen. 

*) Zur Definition der schwachen Konvergenz in L* («>1) vgl. z. B. F. Riesz, 
Untersuchungen itiber Systeme integrierbarer Funktionen, Math. Annalen 69 (1910). 
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in og. D.b. aus 
On = 0 im Felde L* 
folgt 





Jim VII {8 (e,» #) — Be, ¢))* didy = 0 


bei konstantem g. Uberdies ist }(e, ~) in jedem beschrankten Funktional- 
gebiete der 9, p gleichmaBig stetig. Dabei bedeutet die gleichmaBige 
Stetigkeit folgendes: fiir jedes « > 0 gibt es ein d(e) so, dab 





Max | 9’ — y” || < 4, VIS (e’ —o")*dédn<é 
die Ungleichheit 





VISS Ce’, vy’) — Be", vp" )*dédn<e 
zur Folge hat. 
Durch Anwendung des Satzes I’ wird nun die Behauptung des Satzes VI 
bestatigt, w.z. b. w. 


Satz VII. Voraussetzung. a) In den stetigen Funktionen f,; 
kommen nur die Variablen x, y, 2,,.-,,%, VOr. 


b) Fiihrt man bet beliebiger Wahl der Variablen z}, 2}, ..., 23; 23, ..., 23 
die Bezeichnungen 
A fy = fy (2, Y, 2B, «++, B2) — fy (%s Ys Bf ---r Be) 
42,= 2} — 2? 
ein, so soll der Ausdruck 
(8) F= 3 4f,-42,2>0 
sein. sei 


Vorbemerkung. Die zweite Bedingung der Voraussetzung ist ins- 
besondere dann erfiillt, wenn die Funktionen f, fiir beliebige Werte der 
Variablen im Stolzschen Sinne total differenzierbar sind und wenn zugleich 
die quadratische Form 

B= SE (a, y, 21, 255-00 Bq) bi bh 
ik 
— unter ¢,,¢,,...,¢, Hilfsvariablen verstanden — niemals negativ definit 
werden kann. 


Behauptung. Das System 





far az a? : 
(9) Bat t Gye = CaS Yo Bye Zap» 2) (¢=1,2,...,%) 


ist fiir beliebige stetige Randwerte gy, lésbar. 
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Beweis. Man betrachte das erweiterte System 


=2. 2 
(10) a. _ g (2s Yr Zys Sqr +++, 2) = Y, (2, Y) 


éx* éy* 
und bezeichne mit {z*} bzw. {z?} zwei Lésungen von (10), welche den 
Funktionensystemen {gp}, y}/} bzw. {;?,w;} entsprechen. Um Satz VI 
anwenden zu kénnen, miissen wir vor allem die Eindeutigkeit des Systems 
(10) feststellen. Es mége also zuerst 


\ 11 } y, = y?, YP, = gy; 
sein, woraus die Identitaten 


(12) z'=2° 


gefolgert werden sollen. Dabei sind die zum Vergleiche herangezogenen 
z,(x, y) im abgeschlossenen K stetig und besitzen in jedem ganz im Innern 
von K gelegenen Teilbereiche stetige, partielle Ableitungen erster Ordnung. 
Zum Beweise von (12) betrachten wir die stetige, am Rande von K ver- 
schwindende Funktion 


(13) w= 5 (2) — 27)’. 


Sie geniigt, wie man sich leicht iiberzeugt, in K fast iiberall der Differential- 
gleichung 


a*w 1 aw e a { { » v . 2\3 rs e\2 
(14) pga tage = 2 4 ART 2 2 (Bi wi) + (a — a): 
= (= 
Wird nun 


Me 


(15) 2 S42,-Af, +23 (p!— pt)? + (qt — gt)? = m(z, y) 
i=l 


" 
~ 


gesetzt, so erweist sich m als stetig. Daraus folgt zwar wegen (14) im 
Innern von XK die Existenz und Stetigkeit der ersten Ableitungen von w, 
aber keineswegs die Existenz der zweiten. Ein schéner Satz des Herrn 
Petrini besagt nun °°), dab, falls m stetig ist, in jedem inneren Punkte die 
Gleichung 


. lf é 6 , 6 6 
Jim 5 [gg +h, 9) — 5,0 (29) + Ze (@ 9 +h) — F w(x, y)| = mlz, 9) 


ow , 0*w 


gilt. Bezeichnen wir kurz diesen Grenzwert mit (S++ a) , 80 besteht 
im Innern iiberall die Formel nites 


(16) (Get Fpa)p= 2344-44, +23 (i — pi) + (ah — al)” 


%) H. Petrini, Journ. de Math. 5 (1909), S. 127—228, insb. S. 137. 
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Der Operator ( (T+ +7) besitzt ahnliche Eigenschaften — wenn er vor- 
handen ist — wie der Laplacesche Ausdruck. Er ist linear, d. h. 


a*y, , ay O*u, , uy _ |? 7 
(53+ | tat) +(53 iat)» = spa ( 1+ 0) + ii (% +) |, 


Es mu8 weiter, falls v an einer inneren Stelle xz,,y, ein Maximum 
besitzen soll, dort die Ungleichheit 
/a* v a*v 
(sat + 393) pS 
erfillt sein. Man setzt nun 


17) > -wareas eee (s positiv und sonst beliebig). 


Setzt man (17) in (16) ein, so kommt man in Beriicksichtigung der 
Linearitat des Petrinischen Ausdruckes, sowie der Bedingung b) der Vor- 
aussetzung zur Ungleichheit 





d7v , a*v\ 
(+ +— ;) >s>0. 
\d2z* dy*/pP = 
Es kann also v wegen des Vorhergesagten im Innern kein Maximum be- 
sitzen. Somit 
v(z,y)<[v am Rande} 


Max’ 
also wegen (17) 


sa? 
w(x, y) + <[w am Rande],,. am Rande | , 
aid . JMax 


th 
und, da s beliebig klein gewaihlt werden kénnte, 
w(x,y)<w am Rande = 0. 


Es sind also die Identitaéten (12) unter Voraussetzung von (11) bewiesen 
worden und dies hat die Eindeutigkeit des erweiterten Systems zur Folge. 
Jede Liésung z,(2, y) besitzt also, insofern sie nur die nétigen Stetigkeits- 
und Differenzierbarkeitsvoraussetzungen erfiillt, ihre volle ,Umgebung“. 
Mit anderen Worten: Sind wy? quadratisch integrierbare und ¢? stetige 
Funktionen, fiir welche sich (10) ,,stetig* lésen laBt, so ist auch fiir 
Funktionensysteme 


18) Max | 9,— 9; |< e, VJ J (vi- wi)? asdn <4 
k 


(e geniigend klein) 





die Existenz der Lésung gesichert. 

Wir nehmen nun an, da die Anfangsfunktion yw? stetig ist. In diesem 
Falle sind bereits benachbarte Lésungen vorhanden, sobald man sich auf 
Mathematische Annalen. 106. 46 
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Funktionen y’,, y; beschrinkt, die den Ungleichheiten 
(19) Max |g,—q¢/|<e, Max|y,— y?|<e (e geniigend klein) 


Folge leisten. Denn offensichtlich ist die durch (19) gegebene ,, Umgebung“ 
der Stelle y°, y? in der Umgebung (18) enthalten. Es geniigt also — was 
wir von nun an bis zum Ende des Beweises tun werden —, sich auf Um- 
gebungen von der Form (19) zu beschranken. 

Wir zeigen, daB die Differentialgleichungen (10) immer eine stetige 
Lésung besitzen, sobald nur ,, y, stetige Funktionen sind. In der Tat, 
man betrachte irgendein Funktionensystem z)(z, y), fiir welches die Rand- 
werte p(s) sowie auch die Ausdriicke w/(2, y): 


@ 
e* 2} 


‘ / 
wi(z,y) =(— 


2 
. ox” 


. tz} ; 
- Fut) p —~ FAS Yo By» Ayr ---9 By) 

stetig sind. Solche Funktionen z; sind sicher vorhanden®™). Um nun von 
{w},~}} m beliebigen stetigen {y/, 7} zu gelangen, geniigt es bekannt- 
lich, a priori eine obere Schranke fiir {z' — z?} zu gewinnen. Nehmen wir 
wieder die Funktion 


(20) w = »'(z) — z?) 


(21) a3 + a3), = 2D 42;-4f,-44 > (yi — yi) (2 — 27) 
i=1 i=} 

+ 2S [(pi — pi)" + (a — 97)"). 

t=1 

Wir setzen nun wie friher 
(22) W = o——, 
betrachten aber jetzt s als eine spiter zu bestimmende Zahl. Dann ist 
(siehe (21), (22) und die Bedingung b) der Voraussetzung) 


O= ($455) —2 S42z,-4f,—25[(p}— p3)*+ (q3 — 97)"] 
=1 


[cee ke ome | 
\ex® ' Ay*/p Fad F 








(23) j 
< (av o* v\ « </ , °\2 pal , _ ' 
= \5r?2 ' dyt/p | ahs — Wi) ha (2; —hy = 6 i 

“ cy /P t=1 ‘=1 


/d*v a*v . = 
\azt T dy?/p © | ms > (yw) — w?)>- ~Max w — s. 


i=1 





lA 
t 


51) Z. B. Funktionen {z}}, die zweimal stetig differenzierbar und sonst beliebig sind. 





“ 


it 
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Man setze nun 


(24) s=(1+ A) )Max w J Max > (y} — y?)*; (A> 0 und sonst beliebig), 





dann wird (vgl. (23), (24)) 
e*v . a*v) 


= - ; > 0. 
\ex*® cy*/P 


25) 





Es kann also v im Innern des Definitionsbereiches kein Maximum besitzen. 
Somit 
v(x,y)<[v am Rande]} 


Max’ 
(26 o (2, y) < — = + [w am Rande] ($2" am Rande | 
(26) w(xr,y)< 5 w am Rande},,, + |~5- am Rande | 
<s-+[w am Rande]},,.°*). 


Wird nun (24) beriicksichtigt, so schlieSt man aus (26) weiter, da i be- 
liebig ist, 
(27) Maxw< < Max 5 > (w!' — p?)*?- Max w+(w am Rande). 


i=1 





Durch Auflésung der Ungleichheit (27) gelangt man zu 








| Max 2 J (vi w?)* ‘co > y;—y?)* 
. oe ef i. tal 9 
¥Max w < = z + (w am Rande),, ., 
d. h. 








Jax 5 iyi - td Max 2°(y,'—y;)* n ‘ 
(28) Max w < +, — —— + =r + Max 3’ (p} — 7)* 


(=1 

Diese allgemeine Formel (28) liefert uns zuerst noch einmal die Ein- 
deutigkeit der Lésung. Aber sie erlaubt uns auch, mittels des bekannten 
von Herrn 8. Bernstein mit groBem Erfolge benutzten Prinzipes der schritt- 
weisen Fortsetzung (der Lésung) von einer dem Funktionensysteme p’’, y? 
entsprechenden Lésung zu einer anderen den (q,, y,;) zugesellten zu ge- 
langen, w. z. b. w. 

Bemerkung zum Satze VII. Im Falle einer Differentialgleichung 


es , &s 

ae Se ~ 

Gx® ° dy [\2, y, 2) 

reduzieren sich die Bedingungen der Voraussetzung auf: 
«) f(x, y,z) ist in z monoton wachsend, 


B) f(x, y, z) ist stetig in allen Variablen. 


2) Wir nehmen voriibergehend an, daf K ein Einheitskreis ist, was sich durch 
eine lineare Transformation immer bewerkstelligen ]aBt. 


46* 
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Der Sonderfall, wo °! existiert, stetig ist und der Ungleichheit °/ > 0 


geniigt, wurde von mehreren Autoren behandelt °*). 


§ 3. 

Satz VIII. Voraussetzung. a) Ee seien f, (¢ =1, 2,..., n) stetige 
Funktionen der Variablen x, y, 2,, +--+; 2,5 Dy» +++» Pas Uys +++9 Gn» Set weiter K 
ein fester Kreis. b) Fiir willkiirlich gewdhlte, in K definierte und dort 
mit ihren «-Potenzen (« >2) integrierbare Funktionen yw,(x,y), sowie 
fiir beliebige am Rande des Kreises K vorgeschriebene, mit quadratisch 
integrierbaren Ableitungen zweiter Ordnung ausgestattete Randwerte 7,(0) 
kann das System der Differentialg'eichungen 


(29) a5 4 Oh ne 2 2 ) = y,(2, y) 
- éy? i »y; 1? a oS S9 an? Pys-++> Pao Vis ++ Uy Y; »Y) 


(« =1, 2,..., n) 


éx* 


héchstens ein Lésungssystem besitzen, das mit, im abgeschlossenen K , stetigen 
Ableitungen erster Ordnung versehen ist. 
Behauptung. Ist das System (29) fiir y;, py? lésbar, so sind Lésungen 
auch fiir benachbarte w;, y;, d.h. fiir solche, die die Ungleichheiten 
ff y,—w)|\“dady<e, a>2, 
K 


0\27 


(oe, — we)? (4m _ Sehy?_, (ao, _ 29% ‘ 
flow. —%1) + \as — ae) Jes — Jet) |O# <8 





. 
erfiillen, vorhanden. 

Beweis. Satz VIII stellt eine unmittelbare Verallgemeinerung meines 
in der Einleitung erwaihnten Satzes dar) und wird genau mit denselben 
Methoden bewiesen *°). 

Satz IX. Voraussetzung. a) Die ersten Ableitungen der Funk- 
tionen f;(%, Y, 24) +++ Zqs Pas +++s Das Gis+++s My) (8 =1, 2,..., 2) sind vor- 
handen und stetig. 


%) a) R. Igiisch, Aufbau der Theorie der ersten Randwertaufgabe von 


A4u=F(u, x, y) bei A (u, x, y)=>0 mit Hilfe linearer Integralgleichungen. Jahresb. 


d. D. Math. Verein. 1930, S. 159—163. 

b) L. Lichtenstein, loc. cit. *’), insb. 8. 78—87. 

c) Altere Literatur in dem Enzyklopidieartikel des Herrn Lichtenstein tber 
partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus. 

4) loc. cit. *). 

5) Der Satz gilt auch fiir Bereiche, die durch Kurvensysteme der sogenannten 
Ah-Klasse berandet sind. Die Randwerte kénnen zur Klasse Ah gehéren oder einer 
Dinischen Bedingung geniigende Ableitungen erster Ordnung besitzen. 








————— — 
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b) Fiihrt man die Bezeichnungen 


af, af, af 
ik = 9a? bn =o) Cin = 3g (¢, k=1, 2,...,m) 


ein, so gilt identisch in (x, Y, 21, +++) Zqs Pys +++ Mn) 


b,, = b,,=...0, mb; ¢,, = Cy =...6,,=C. 


c) Bezetchnen €,, C4, +05 Ogs Myr +s yi Ty «+> T, Milfsvariablensysteme, 
so soll die quadratische Form 
PH Xan bibs + 2 bili + Xen C; r+) (x) +1?) — 3(5;; Cat ©, 0;%) 
i i i, i=1 i=1 


niemals negativ definit sein. 
Behauptung. Jede Stelle w’, p? der Differentialgleichungen 
. a? 7 a? 
(30) Gat tT Hph — Fale) Yo ooo Sys oor Ga) = V4 





besttzt ihre volle Umgebung. 


Beweis. Gelingt es uns zu zeigen, daB das erweiterte System (30) 
fiir vorgegebene {y,, 7;};_, 2... hdchstens eine Lésung besitzen kann, so 
ist damit der ganze Beweis geliefert. Wir betrachten zu diesem Zwecke 
beliebige zwei Funktionensysteme {y,, y/}, {y,, 9;}, die sich nur an der 
zweiten Stelle, d.i. in den Randwerten gy, unterscheiden, wahrend die 
Funktionen y, iibereinstimmen. Werden nun die entsprechenden Lésungen 
mit z) bzw. z? bezeichnet, so hat man es mit den Differentialgleichungen 

Fat + Gye = Ae Ys Bh oo Ga) + 
bzw. (¢ = 1, 2,..., 2) 
a*z? , a%z? 


ox? oy* = fy(%, Ys Bhs +099 Te) EY; 











zu tun. Durch Subtraktion gelangen wir zu den Differentialgleichungen 


a*(zp—28) , O° (zp —2? 2 


ex? + ay? ) — f(a, ¥y, zi,--.) —f, (2, ae 
Die Funktion 





n 
w= 5 (z}— 23)’ 
i=1 


geniigt fast iiberall der Differentialgleichung 
a? w 


Fat tage = 2D (2 — 2) [A es 9 Ah) — he He ABD] 


+23(p}—pi)*+ (93 — 93)" 























32) 
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Die zugelassenen Lésungen besitzen iiberall stetige Ableitungen erster Ord- 
nung. Somit gilt in jedem inneren Punkte 


a*w , a*w\ , ' 
penal — =_-7? 3’ Bes ee 2 : ) on ff sg ) 
(31) (S20 + F3) > 22 (4 2?) (f,(z. y, 2,---) — f(a, y, 23, ...)] 
+ 2 > (p; a Pp; )* i (q; — q; ) " 


i 


i 
roy 


Beriicksichtigt man die in den Voraussetzungen eingefiihrten Bezeichnungen, 
so bekommt man 

» (z} — 2?) (F(a, y, 2),.--) — F(a, y, 23, ---)] 

i=1 


1 2 1 2 7 1 2\ 1 2 ’ 1 3 1 2 
Xa 4(2, : z;) (2; - zt) + 2b, (2; — 21) (pe— Pe) + jy (2; — 2; (9 — Q)- 
i, nk ik 


Die Argumentenreihe in a,;,,5;,,¢,, wird dabei passend zwischen 
2, Y,2,---,Q, und 2, y,23,...,22 gewahlt. Da nun nach Voraussetzung 
a) b,, = b,, = ...B; 6,, = Ogg = ---€; 


B) F= 2 4, (2; = Zz) (z— Zz) +5 b,,(z/— z;) (pe P, ) 
i,k ik 


33) 4 ° P er : ~ 1 2, 1 2\2 
(38) +23 ¢,,(2— 2) (Me Me) + & (i — Pr) + (¢/— @,) 


i,k 
n n 
- b= (2; — 2°) (pi — pr) — 2 (4- -2)(qi— 9) 


ist, so folgt durch Zusammenfassung von (31), (32), (33) fiir w die 
»lineare* Differentialgleichung von der Form 


, a*w , a* : a a R 
(34) (Sex + Fs) p— 20(2, y) Fe — 2e(z, 9) 5° — 2F (x,y) =O, 


wobei F>0. Die Schreibweise b(z, y), c(z,y), F(z, y) soll uns daran 
erinnern, daB in b, c, F die Funktionen z},z* eingesetzt werden sollen. 
Nach dieser Einsetzung erweisen sich b, c, F als beschrankte Funktionen 
der Variablen z, y. 


Es werde nun die positive Zahl 4 der Ungleichheit 
(35) 4° — 4-max|b| > 0 
gemaB gewahit. Hat man einmal 4 durch (35) festgesetzt, so soll es im 


folgenden nicht mehr geindert werden. Man nehme jetzt e > 0 und sonst 
beliebig an und setze 


(36) w =v —ee** 5) 


%*) Vgl. 8. Bernstein, Sur la généralisation du probléme de Dirichlet, Math. Annalen 
69 (1910), S. 82—136, insb. S. 95. 
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Dann bekommt man fiir v wegen der Formeln (34), (35), (36), welche 
sukzessiv anzuwenden sind, 
atv , av av av 
und weiter wegen F > 0 
mn a*v , ate av év 
(37) (a3 + it) p~ 85s Gp > O- 
Aus (37) schlieBt man, daB v im Innern des Definitionsbereiches kein 
Maximum besitzen kann, somit v(z, y) <[v am Rande],., und da e be- 
liebig ist, wegen (36) endlich 
w(xz,y)<[w am Rande},.., 
d. i. 
(38) > (z/—2?)*S Sd (vi— 9)”. 


t=1 t=1 


Die Ungleichheit (38) wurde fiir Lésungen des erweiterten Systems 
bewiesen, welche den Funktionensystemen {y,, ~}}, {y,, ~)} entsprechen 
(mit demselben y, und eventuell verschiedenen ¢,). 

Aus (38) erhalten wir sofort, wenn wir noch y= q} gleichsetzen, 


Mit anderen Worten: (38) biirgt uns die Eindeutigkeit der Lésung des 
erweiterten Systems, woraus wegen des Satzes VIII ohne weiteres die 
Existenz der Nachbarlésungen folgt. 


§ 4. 


Die Voraussetzungen des Satzes IX gestalten sich merklich einfacher, 
wenn es sich um eine Differentialgleichung 


; “Ms... #3 
(39) gat + aye — f(z y, 2, Pg) = y(%, 9) 


handelt. Die Voraussetzung b) fallt dann itberhaupt weg, und Voraus- 


setzung c) reduziert sich auf af C7 dh. 


fs 9 


2= 
und unter dieser Voraussetzung wurde bereits (39) von verschiedenen 
Verfassern behandelt *’). 


5”) Zur Literatur vgl. loc. cit. 5*) c). 
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Ich will nun zeigen, daS man eine analoge Behauptung auch dann 
aufstellen kann, wenn die Funktion f(z, y,z,p,q) in bezug auf alle 
Variablen stetig und in bezug auf z wesentlich monoton wachsend 
angenommen wird. 

Satz X. Wenn die stetige Funktion f(x, y,2z, p,q) in z wesent- 
lich monoton wachsend **) 


(40) f(2,Y,%,P,9) —f(2,Y,%,P,q)>90 fir z,—2z,>0 
ist, so besitzt jede Partikularlésung der Gleichung 


© é a* ‘ 
(39*) aat + 5pa — F(2 ¥, 2, Pp, q) = p(z, y) 
thre volle Umgebung. 


Beweis. Hier kommt mein friiherer in der Einleitung zitierter Satz **) 
zur Anwendung. Es erweist sich also als ausreichend, die Eindeutigkeit 
der erweiterten Gleichung (39) zu verifizieren. Die zur ,Konkurrenz“ zu- 
gelassenen Funktionen z(x,y) sind stetig und mit stetigen Ableitungen 
erster Ordnung versehen. Der Beweis der Eindeutigkeit wird nun wie 
folgt gefiihrt. Waren fiir einen (sogar nur stetigen) Randwert p beim 
vorgegebenen y zwei Lésungen z,,z, von (39) vorhanden, so miiBte die 
Differenz 

w= 2,— 2, 


iiterall die Gleichung 


a? 2 
(41) (art 3e)» =f (2 Ys 25 Py» Gi) — f(s Ys 2» Pas Ge) 


erfiillen. Unsere Funktion w verschwindet am Rande, soll aber nicht 
identisch Null sein. Sie besitzt also im Innern von K notwendig ein 
Extremum, z. B. ein positives Maximum. Fiir den entsprechenden Punkt 
Zo, Yo Ware also 


(42) (DP; )zo¥o — (Ds )zeve» (93 )xos¥0 — (9s Jao 90° 


Somit ware an der betrachteten Extremalstelle wegen (41), (42) und der 
Voraussetzung (40) 
(0*w , d*w' 


ro + iy?) p> 9 





Und diese letzte Ungleichheit ist mit der Tatsache, daB in 2, y, ein 


5*) Mein Beweis 148t sich nur dann durchfiihren, wenn f in z wesentlich monoton 
wachsend ist. Ob der Satz auch dann gilt, wenn aus z,>z, nur die Folgerung 
f(z, y,2,, p,q) =P (2, ¥, 2%, Pp, 7) gezogen werden kann, bleibt dahingestellt. 
5®) Val. loc. cit. *). 
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Maximum vorhanden sein soll, unvereinbar. Die etwa vorhandene Lésung 
ist also eindeutig bestimmt, und daraus folgt sofort die Existenz der Nachbar- 
lésungen, w. z. b. w. ®) 


SchluBbemerkung. 


Ich bemerke noch zuletzt, daB die Resultate dieser Arbeit sich auch 
auf Differentialgleichungen iibertragen lassen, in welchen die Anzahl der 
unabhingigen Variablen n > 2 ist. Statt des Hilfssatzes 10 benutze man 
dabei die wichtigen, in letzter Zeit von Herrn Giraud erlangten Ergebnisse 
iiber lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus). 


Abgeschlossen am 30. September 1931. 


) Die Behandlung nicht in der Normalform gegebener elliptischer Differential- 
gleichungen im GroBen werde ich in einer anderen Arbeit, welche voraussichtlich in 
der Math. Zeitschrift erscheint, durchfiihren. 

1) Vgl. z. B. G. Giraud, Sur différentes questions relatives aux équations de type 
elliptique, Ann. de ’Ec. norm. sup., 1930, p. 197—266, insb. p. 209. 


(Eingegangen am 5. 10. 19381.) 











Die allgemeinen quadratischen Abbildungen, 
dargestelilt durch geradlinige Dreiecksnetze. 
Von 
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Die vorliegende Arbeit behandelt besondere punktweise Abbildungen 
von Ebenen, und zwar ist zunichst (§1) von einer ,Abbildung 4“ die 
Rede, welche — innerhalb bestimmter Gebiete — umkehrbar eindeutig und 
stetig ist und sich durch ,geradlinige Dreiecksnetze“ darstellen laBt. Zu 
dieser noch sehr umfassenden Abbildung 4 gehéren speziell die ,all- 
gemeinen quadratischen Abbildungen“, wie in § 3 bewiesen wird. Diese 
allgemeinen quadratischen Abbildungen (§ 2) enthalten die birationalen 
(sogenannten Cremonaschen) quadratischén Abbildungen als Sonderfall. Es 
wird eine mit dem Lineal ausfiihrbare Konstruktion geradliniger Dreiecks- 
netze angegeben (§ 3), welche eine allgemeine quadratische Abbildung dar- 
stellen, und es wird auch gezeigt, daB (von gewissen Sonderfillen abgesehen ) 
die angegebene Konstruktion auf jede quadratische Abbildung anwendbar 
ist. Auf Grund dieser Erkenntnis wird eine Einteilung der allgemeinen 
quadratischen Abbildungen in zehn Haupttypen vorgenommen (§§ 4, 5, 6); 
die einzelnen Typen werden analytisch beschrieben und in metrischer Nor- 
mierung gestaltlich diskutiert. 
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Die allgemeinen quadratischen Abbildungen sind, soviel mir bekannt 
ist, nur in Sonderfallen mit ,,Fixpunkten“ (vgl. § 6, Typen IX und X) 
bisher eingehender untersucht worden. 


§ 1. 
Die allgemeinsten Abbildungen, welche sich durch geradlinige 
Dreiecksnetze darstellen lassen (,,Abbildungen 4). 


1. Abbildungen 4. 

Das Gebiet des gleichseitigen Dreiecks A,B,C, (einschlieBlich der 
Berandung) in der Ebene (¢,) soll punktweise umkehrbar eindeutig und 
stetig in das Gebiet eines beliebigen Dreiecks A*B* C* in der Ebene (e*) ab- 
gebildet werden, und zwar so, daB die im Dreieck A, B,C, parallel zu den 
Dreiecksseiten gezogenen Geraden (Strecken) sich wieder geradlinig — i. a. 


= 



































Fig. 1. 


aber nicht parallel — abbilden. Auf die gleiche Weise soll das Dreiecks- 
gebiet A, B,C, in das Gebiet eines beliebigen Dreiecks A BC einer weiteren 
Ebene (<) abgebildet werden. Dadurch wird dann auch zwischen den Drei- 
ecksgebieten A* B*C* und ABC der Ebenen (e*) und (e) eine punkt- 
weise umkehrbar eindeutige und stetige Abbildung festgelegt; die all- 
gemeinsten Abbildungen dieser Art bezeichnen wir als ,,Abbildungen 4“ 
(Fig. 1). Man kann die Abbildungen 4 als Verallgemeinerung der Kolli- 
neation auffassen, bei der ja alle Gerade von (e*) in Gerade von (e) ab- 
gebildet werden. 


2. Geradlinige Dreiecksnetze, erzeugt mit Hilfe einer Abbildung 4. 


Nimmt man zwei Dreiecksseiten von A, B,C, als Achsen eines schief- 
winkligen U V-Koordinatensystems und wahlt auf beiden Achsen gleiche 
MaBstibe, so sind die drei Parallelenbiischel der Ebene (¢,), welche gerad- 
linig erhalten bleiben sollen, gegeben durch u = konst., v = konst., 
w=u-+v=konst. Wir greifen die diskreten Geraden u =m, 6, v= m, 4d, 
w=m,6 (m,,m,,m,=0,1,2,...; d=beliebige positive Zahl), soweit 
sie dem Dreieck A, B,C, angehéren, aus den drei Parallelenbiischeln heraus 
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und erhalten dadurch sowohl in (¢,) als auch, vermége der eineindeutigen 
und stetigen Abbildung, in (e*) und in (e) je ein ,geradliniges Dreiecks- 
netz“ (vgl. Fig. 1; dabei ist die Dreiecksseite A,B, = B,C,—C,A, ein 
Vielfaches von 5). Das Dreiecksnetz in (¢,) besteht aus lauter kongruenten 
gleichseitigen Dreiecken, die Netzdreiecke in (e*) und (e) sind, sofern die Ab- 
bildungen nicht affin sind, nicht mehr kongruent. Bei Wahl eines hinreichend 
kleinen 5 erhalt man in (e*) und (e) beliebig engmaschige Dreiecksnetze. 


3. Geradlinige Dreiecksnetze, erzeugt mit Hilfe der Hiillkurve der 
Netzgeraden. 


Aus den Tangenten einer beliebigen reellen Kurve dritter Klasse, die 
auch in drei getrennte reelle Punkte oder in einen reellen Punkt und einen 
reellen Kegelschnitt zerfallen kann, lassen sich geradlinige Dreiecksnetze 
aufbauen'). Zur eindeutigen Festlegung eines solchen Dreiecksnetzes wird 
ein Punkt P, durch den drei und nur drei verschiedene reelle Tangenten 
der Kurve dritter Klasse gehen, sowie eine weitere von P hinreichend wenig 
abstehende Tangente ¢ (Abstand =d) beliebig angenommen; es existiert 
dann stets eine gewisse Umgebung von P, in der Tangenten der Kurve 
dritter Klasse ein Dreiecksnetz bilden, so daB P Ecke und ¢ Gegenseite 
eines Netzdreiecks ist. Bei Wahl eines hinreichend kleinen d erhalt. man 
beliebig engmaschige Dreiecksnetze. Da stets die Netzgeraden eines beliebig 
vorgegebenen Dreiecksnetzes eine Kurve dritter Klasse (die auch zerfallen 
kann) umbiillen*), sind die in Nr. 3 erzeugten Dreiecksnetze die all- 
gemeinsten. In Fig. 1 ist die Hiillkurve der Netzgeraden in («*) bzw. (e) ein 
Dreispitz mit eigentlichen bzw. uneigentlichen Punkten als Spitzen, in (¢,) 
zerfallt die Hiillkurve in drei uneigentliche Punkte (Parallelstrahlenbiischel ). 


4. Darstellung einer Abbildung 4 durch zwei beliebige geradlinige 
Dreiecksnetze. 


Nach Nr.2 kann jede Abbildung 4 durch zwei geradlinige beliebig 
engmaschige Dreiecksnetze in (e*) und (¢) vermittelt werden. Eine Ab- 
bildung 4 ist demnach festgelegt durch beliebige Wahl von zwei Kurven 
dritter Klasse als Hiillkurven in (e*) und (¢) (die auch in drei Punkte 
oder Punkt und Kegelschnitt zerfallen diirfen) und durch beliebige Wahl 
und Zuordnung von zwei Netzdreiecken in (e*) und (e). Je kleiner diese 
Netzdreiecke sind, um so engmaschiger wird jedes der beiden Dreiecksnetze 


1) H. Graf and R. Sauer, Miinchener Berichte 1924, S.119—156; im Zusammen- 
hang damit vgl. insbesondere S. Finsterwalder, Jahresber. der D. M. V. 6 (1897), 8.73, 74; 
H. Liebmann, Miinchener Berichte 1927, 8.73f.; W. Blaschke, Hamburger Abhandlungen 
1928, S. 150f. 
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und folglich um so genauer die durch sie vermittelte Abbildung. In den 
Abbildungsgebieten gehen von jedem Punkt drei und nur drei reelle Tan- 
genten an die Hiillkurven dritter Klasse (,,Dreitangentenbereich“ der Kurve 
dritter Klasse). 


5. Besondere Abbildungen. 

In § 3 werden wir zeigen, daB unter den allgemeinen Abbildungen 4 
des § 1 als Spezialfille die allgemeinen quadratischen Abbildungen ent- 
halten sind. Vorher sollen jedoch im nachsten § 2 diese allgemeinen qua- 
dratischen Abbildungen erklart und diejenigen Eigenschaften beschrieben 
werden, die unmittelbar aus bekannten Siatzen iiber lineare Kegelschnitt- 
systeme*) folgen. 


§ 2. 
Definition und Haupteigenschaften der allgemeinen quadratischen 
Abbildungen. 


1. Definition der allgemeinen quadratischen Abbildungen. 


Die allgemeine quadratische Abbildung zweier reeller Ebenen (e*) 
und (e) definieren wir durch die Gleichungen 





(1) oxy = K;(21, 22, x3) (¢ =1, 2, 3) 











Dabei bedeuten die z* und 2, homogene Punktkoordinaten (o = Pro- 
portionalitatsfaktor) in reellen Koordinatensystemen und die K, drei linear 
unabhdngige homogene Ausdriicke zweiten Grades in den 2z,, die keinen 
Linearjaktor gemeinsam haben und lauter reelle Koeffizienten besitzen. 
Da die x;* und x, homogene Koordinaten sind, ist die quadratische Ab- 
bildung durch (1) nur bis auf eine willkiirliche Kollineation in (e*) und 
in (e) bestimmt. 


2. Abbildung der Geraden der Ebene («*). 


Den Geraden der Ebene (¢*) 





o* 


{< 


) us ay + us ts + us t= 0 | 








entsprechen eineindeutig in der Ebene (e) die Kegelschnitte 
(2) 





uy K,(x,, %, %y) + ug K,(2,, %q, 3) + Ug K,(x,, 2, %3) = 0], 











*) Enz. der math. Wiss. III C, Nr. 77—80; das lineare Kegelschnittsystem heiBt 
dort ,,Kegelschnitt-Netz‘. 














R. Sauer. 


726 


deren zweiparametrige Gesamtheit wir als .lineares Kegelschnittsystem (>) 
bezeichnen*). Ein Geradenbiischel von (e*) mit dem Scheitel P* wird ab- 
gebildet in ein projektives Kegelschnittbiischel von («) mit den Grund- 
punkten P,, P,, P,, P, (vgl. Fig..2), eimem Punkt a entsprechen also 
vier Punkte P,, P,, P,, P,, die auch zusammenfallen oder imaginir sein 
kénnen. Daneben kann 
es besondere Strahlen- 
biischel in der Ebene (e*) 
geben, deren entspre- 
chende Kegelschnittbii- 
schel in der Ebene (¢) 
aus lauter Geradenpaa- 
ren bestehen, die eine 
feste Gerade g gemein- 
sam haben. Ist P* Scheitel eines solchen Geradenbiischels, dann sind 
alle Punkte der Geraden g Bildpunkte von P*. Wir nennen dann P* 
einen ,Ausnahmepunkt“ der Ebene (e*). (Die Annahme, dai jedem 
Punkt P* von (e*) alle Punkte einer Geraden entsprechen, fiihrt auf den 
unter Nr. 1 ausgeschlossenen Fall, daB die K; einen Linearfaktor gemein- 
sam haben.) 











Mir i ES 


Das lineare Kegelschnittsystem (+) ist durch drei nicht zum gleichen 
Biischel gehérende Kegelschnitte z. B. durch K,=0, K,=0, K,=0 
bestimmt. Wenn K,=0, K,=0, K,=0 gemeinsame Punkte haben, so 
sind diese allen Kegelschnitten von (>) gemeinsam und sollen ,, Fixpunkte“ 
heiBen. Nach der Anzahl der Fixpunkte teilen wir die allgemeinen 
quadratischen Abbildungen in vier Hauptklassen ein, nimlich in solche 
mit 0, 1, 2 oder 3 Fixpunkten. (Mehr als drei Fixpunkte kénnen nicht 
auftreten, weil K,=—0, K,=0, K,=0 nicht zum gleichen Biischel 
gehéren.) 


In einem Fixpunkt von (e) ist K,= K, = K,=0, d.h. der Bild- 
punkt in («*) wird nach (1) unbestimmt; dagegen ist jedem Punkt P 
von (e), der nicht Fixpunkt ist, ein und nur ein Bildpunkt P* in (e*) 
zugeordnet. LaBt man die Fixpunkte auBer Betracht, dann ist die Ab- 
bildung P—- P* durchwegs eindeutig und die Abbildung P*— P von den 
Ausnahmepunkten abgesehen vier-, drei-, zwei- bzw. eindeutig, je nachdem 
0, 1, 2 bzw. 3 Fixpunkte vorliegen. Unter den Abbildungen mit Fix- 
punkten sind die birationalen (sogenannten Cremonaschen) quadratischen 
Abbildungen enthalten (vgl. § 6, Typ X). 


*) Enz. der math. Wiss. III C,, Nr. 77—80; das lineare Kegelschnittsystem heiBt 
dort ,,Kegelschnitt-Netz“. 











| 











Quadratische Abbildungen und geradlinige Dreiecksnetze. 


3. Abbildung der Geraden der Ebene («). 


Durchlauft P in (¢) eime gerade Linie, die wir in der Parameter- 
darstellung ox, —n,t-+-q, (k=1,2,3) gegeben denken, dann ergeben 
sich nach (1) fiir die Koordinaten x* des Bildpunktes P* quadratische 
Ausdriicke in ¢; d. h. den Geraden der Ebene (¢) entsprechen Kegel- 
schnitte der Ebene (e*); jedoch bilden diese Kegelschnitte i. a. kein 
lineares System. 


4. Doppelpunktkurve dritter Ordnung (D) in der Ebene («). 


In dem linearen Kegelschnittsystem (2) sind oo’ in Geradenpaare 
zerfallende Kegelschnitte vorhanden, wie aus der Theorie der linearen Kegel- 
schnittsysteme bekannt ist‘). In Fig. 2 sind die drei zerfallenden Kegel- 
schnitte durch P,P, P,P, und ihre Bildgeraden durch P* diinn einge- 
zeichnet, und zwar ausgezogen bzw. punktiert bzw. gestrichelt. Der geo- 
metrische Ort der Doppelpunkte der Geradenpaare hat die Gleichung ‘*) 





OK, oK, ¢K, 
Ox, CX, Ox, 
CK, @K, ¢K 
3 ) — —_ _—* 0 
0% Ox, O82, 
OK, oK, ¢K, 
O%, (Cx, OX, 

















und ist eine Kurve dritter Ordnung, die wir als .Doppelpunktkurve (D)* 
bezeichnen wollen. Die linke Seite von (3) kann nicht identisch ver- 
schwinden, weil sonst entgegen der Voraussetzung K,, K,, K, linear ab- 
hingig waren. Etwa vorhandene Fixpunkte enthalt die Doppelpunktkurve (D) 
als Doppelpunkte’). 

Die Gleichung (3) ist gleichzeitig der Ausdruck fiir das Verschwinden 
der Funktionaldeterminante von (1). Daraus ergibt sich folgende Eigen- 
schaft der allgemeinen quadratischen Abbildung: Die Umgebung eines 
Punktes P in (e) wird vermége (1) dann und nur dann umkehrbar eindeutig 
und stetig auf die Umgebung des Bildpunktes P* in (e*) abgebildet, wenn 
P nicht auf der Doppelpunktkurve (D) liegt. (Die Stetigkeit ist hier und 
im folgenden stets im Sinne der projektiven Geometrie, d. h. mit EinschluB8 
der uneigentlichen Elemente zu verstehen. ) 

Ist dagegen P ein Punkt der Doppelpunktkurve, so schneidet sich in 
P ein (reelles oder imaginiires) Geradenpaar des Kegelschnittsystems (2). 


*) Enz. der math. Wiss. III C,, Nr. 77 die Kurve dritter Ordnung beiBt dort 
»Hessesche Kurve*. 


®) Enz. der math. Wiss. III C,, Nr. 85. 
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Falls P nicht Fixpunkt ist und folglich eindeutig einem Punkt P* von (e*) 
entspricht, wird das Strahlenbiischel mit dem Scheitel P* der Ebene (e*) 
in ein Kegelschnittbiischel in (e) abgebildet, bei dem mindestens zwei 
Grundpunkte in P zusammenfallen; denn alle Kegelschnitte des Biischels 
gehen durch den Doppelpunkt P des zerfallenden Kegelschnitts hindurch. 
Daraus ergibt sich folgender Satz: 


Wenn einem Punkt P* von (e*) vier und nur vier getrennte reelle 
Punkte P,P, P,P, in (2) entsprechen, dann wird die Umgebung von P* 
auf die Umgebungen der Bildpunkte, soweit diese nicht Fixpunkte sind, 
umkehrbar eindeutig und stetig abgebildet. 

Die Doppelpunktkurve (D) hat auch in folgendem Zusammenhang 
Bedeutung: Seien p,, p,, P, die homogenen Koordinaten eines Punktes P 
von (e) und a,,, b;,,¢;, beziehungsweise die Koeffizienten der quadratischen 
Formen K,, K,, K,, dann hat die Polare von P hinsichtlich eines Kegel- 
schnitts u;* K, + us’ Ke + uf Ks=0 des linearen Systems (2) die Gleichung 


* as * ' . ’ 
(uf a;, + uf b+ usc.) 2p, =9, 


wobei iiber ¢ und & zu summieren ist (7,4 =1,2,3). Die Linienkoordi- 
naten v,,v,,v, der Polaren sind also 
00;= us (a;, P1 + Fg Po + 43 Pg) Us | bj, Py b,. Pa 7 bis Ps) 
+ Us (C;, Py + Cig Py + Cig Py) - 
Die Determinante der Koeffizienten von uj, us‘, us verschwindet dann und 
nur dann, wenn p,, P,,p, die Gleichung (3) erfiillen, d.h. wenn der Punkt P 


auf der Doppelpunktkurve (D) liegt. Liegt P nicht auf (D), dann besteht 
also zwischen den 1 


* 


14, Vg, V, und u;*, us, us eine (nicht ausgeartete) pro- 
jektive Beziehung. Da die uj, uy, ug die Linienkoordinaten derjenigen Ge- 
raden von («*) sind, welcher in (¢) der Kegelschnitt u* K, +- ut Ke + ug K,; =0 
entspricht, ergibt sich somit folgender Satz: 

Der quadratischen Abbildung zwischen (e*) und (e) laBt sich eine 
Kollination zwischen (e*) und (e) zuordnen, die jede Gerade von (e*) 
in die Polare thres Bildkegelschnitts in («) diberfiihrt hinsichtlich eines 


jesten nicht auf (D) liegenden Punktes von («) als Pol. 


5. Hiillkurve dritter Klasse (#7) in der Ebene (¢). 


Die in einem linearen Kegelschnittsystem (2) enthaltenen Geraden- 
paare sind identisch mit der Gesamtheit der Tangenten einer Kurve dritter 
Klasse*), die wir als ,,Hiillkurve (H) in der Ebene (e)“ bezeichnen und 


*) Enz. der math. Wiss. JIIC,, Nr. 78, die Kurve dritter Klasse heiBt dort 
»Cayleysche Kurve*. 








) 
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deren Gleichung, wie aus der Theorie der Kegelschnittsysteme bekannt ist’), 
lautet 

















a, OO, Cy u4 O 0 
Go, yp gg OF yO 

(4) a, Ob, Cy 9 0 4 —0 
: 2a,, 26, 2c. 0 wu, tt, 
2a,, 26, 2¢, u 0 uw, 
2a,, 26, 2¢, u, &, 0 





Dabei sind wie oben a;,, b;,,¢;, die Koeffizienten der drei Kegelschnitte 
K,=0, K,=0, K,=0. Die linke Seite von (4) kann nur identisch ver- 
schwinden, wenn alle Kegelschnitte des Systems (2) zerfallen. Dann hatten 
alle diese zerfallenden Kegelschnitte eine Gerade gemeinsam *) und K,, K,, K, 
besiBen entgegen der Voraussetzung einen gemeinsamen Linearfaktor. Sind 
Fixpunkte vorhanden, so zerfallt die Hiillkurve in die Fixpunkte und 
eventuell noch einen Restbestandteil °). 


6. Hiillkurve dritter Klasse (H*) in der Ebene (e*). 


Den im Kegelschnittsystem (2) enthaltenen Geradenpaaren von (e) 
entsprechen vermége (1) co! Gerade der Ebene (e*). Die Hiillkurve dieser 
oo! Geraden uf 2s + us xg + us xs’ =0 ergibt sich durch die Bedingung, 
daB die Bildkegelschnitte u,* K, + uy K, + u,’K, = 0 zerfallen und hat (in 
denselben Bezeichnungen wie bei (4)) die Gleichung 








me, * * * * * * * j 

UP Ay, + USDA Us ey, USA + US Dy+ Us Cy, Uy Ayy+ Uy b,,+- USC, 
+ + * * _— * . * * a5 

(5) || fay + ug’ dys Ug Cy, Us Aga Ug Dag + Ug Cg Uy Bgg+ Uzi dag + Us C,,|= 0]. 
. o * * jt o*% * 7 * * 

Us Ags Ug bs, Us Cy, Us Aga +- UP Dygt Us Cy, US Agg+ Uy Dgg+ Us Cys 











(5) stellt eine Kurve dritter Klasse dar, die wir als ,,Hiillkurve (H*) in 
der Ebene (e*)“ bezeichnen. Die linke Seite von (5) kann nicht identisch 
verschwinden; denn sonst miiBte jeder Kegelschnitt des linearen Kegel- 
schnittsystems (2) zerfallen. 


7. Abbildung geradliniger Dreiecksnetze in Kegelschnitt-Dreiecksnetze. 
In einem Gebiet von (e*), das durch die quadratische Abbildung punkt- 


weise umkehrbar eindeutig und stetig in ein Gebiet von (e) iibergefiihrt 


*) Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie I (1876), S. 519. 
*) Enz. der math. Wiss. III C,, Nr. 80. 
Mathematieche Annalen. 106. 47 
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wird, sei ein geradliniges Dreiecksnetz vorgegeben. Dieses wird dann in ein 
Dreiecksnetz aus Kegelschnitten des Systems (=) in («) abgebildet. Falls 
es aber gelingt, aus solchen Geraden von («*), denen in (e) zerfallende 
Kegelschnitte entsprechen, ein geradliniges Dreiecksnetz aufzubauen, dann 
geht dieses Dreiecksnetz wieder in ein geradliniges Dreiecksnetz in der 
Ebene (¢) iiber, und die vorliegende quadratische Abbildung ist — fiir die 
betreffenden Dreiecksnetzgebiete — eine Abbildung 4 (vgl. § 1). 

In §3 werden wir uns mit dieser Frage naher beschaftigen und in 
der Tat mit dem Lineal konstruierbare geradlinige Dreiecksnetze kennen 
lernen, fiir welche die Abbildung 4 sich zu einer allgemeinen quadratischen 
Abbildung spezialisiert. 


§ 3. 


Erzeugungsweise geradliniger Dreiecksnetze, welche eine 
allgemeine quadratische Abbildung darstellen. 


1. Annahme eines Punktes P* in («*) mit vier und nur vier getrennten 
reellen Bildpunkten in («). 


Angenommen, einem reellen Punkt P* von (e*) seien vier und nur 
vier getrennte reelle Bildpunkte P, P, P, P, in (e) zugeordnet. Dann 
kénnen nicht drei dieser Punkte auf einer Geraden g liegen; sonst wiirde 
dem Geradenbiischel mit dem Scheitel P* in (e*) ein Kegelschnittbiischel 
in (e) aus lauter zerfallenden Kegelschnitten entsprechen, welche alle die 
Gerade g gemeinsam hiatten, und P* wiire ein Ausnahmepunkt (§ 2, Nr. 2), 
d. h. er hatte nicht nur die angegebenen, sondern alle Punkte der Geraden g 
als Bildpunkte. Weil also P, P,P, P, die vier Ecken eines Vierecks bilden, 
sind in dem Kegelschnittbiischel mit den Grundpunkten P, P, P, P, drei 
und nur drei verschiedene reelle Geradenpaare enthalten. Da auBerdem 
nach § 2, Nr. 4 die Umgebungen von P* und P,, P,, P,, P,, soweit letztere 
Punkte nicht Fixpunkte sind, umkehrbar eindeutig und stetig aufeinander 
bezogen sind, gehen von P* an die Hiillkurve (H*) und von P, P, P, P, 
an die Hiillkurve (H) je drei verschiedene Tangenten, und zwar nur drei, 
wenn die Punkte nicht Fixpunkte sind; kurz gesagt: der angenommene 
Punkt P* und seine Bildpunkte, die nicht Fixpunkte sind, liegen im 
Dreitangentenbereich von (e*) bzw. (e). 


2. Annahme eines Punktes P, im Dreitangentenbereich von (¢) und 
nicht auf der Doppelpunktkurve (D). 


Angenommen, ein reeller Punkt P, liege im Dreitangentenbereich von 
(e) und nicht auf der Doppelpunktkurve (D). Nach § 2, Nr. 4 wird dann die 
Umgebung von P, in (e) auf die Umgebung eines Punktes P* in (e*) um- 
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kehrbar eindeutig und stetig abgebildet und den drei verschiedenen reellen 
von P, ausgehenden Tangenten an die Hiillkurve (H) (als Bestandteilen von 
drei zerfallenden Kegelschnitten des linearen Systems (2)) entsprechen drei 
verschiedene reelle von P* ausgehende Tangenten f*,g*,h* an die Hiill- 
kurve (H*) in (e*). Umgekehrt wird das Geradenbiischel mit dem Scheitel P* 
abgebildet in ein Kegelschnittbiischel in (e), welches drei und nur drei reelle 
zerfallende Kegelschnitte enthalt, namlich die Bilder der Geraden /*, g*, h*. 
Ein Kegelschnittbiischel mit drei und nur drei reellen Geradenpaaren be- 
sitzt_ stets vier reelle Grundpunkte, von denen keine drei in gerader Linie 
liegen. Folglich entsprechen dem Punkt P* neben P, noch drei weitere 
reelle Punkte P,P, P, in (e). Kurz gesagt: der angenommene Punkt P, 
gehort zu einem Quadrupel von vier getrennten reellen Bildpunkten, welche 
(Fixpunkte ausgenommen) alle im Dreitangentenbereich von (2) liegen; 
der Bildpunkt P* liegt ebenfalis im Dreitangentenbereich von (e*). 


3. Allgemeine quadratische Abbildung, dargestellt als Abbildung 4. 


Wenn einem Punkt P* von (e*) vier und nur vier getrennte reelle 
Bildpunkte in (e) entsprechen, dann liegen nach Nr. 1 alle fiinf Punkte 
(Fixpunkte ausgenommen) im Dreitangentenbereich von (e*) bzw. (e) und 
nach § 1, Nr.3 gibt es folglich in den Umgebungen der Punkte einander 
entsprechende geradlinige Dreiecksnetze. 

Wenn die Hiillkurve (H) in (¢) einer vorgegebenen quadratischen Ab- 
bildung keinen doppelt zahlenden oder imaginéren Bestandteil abspaltet, 
existiert ein Dreitangentenbereich in (¢). Ist P, ein Punkt dieses Bereiches, 
dann und nur dann bilden in seiner Umgebung die Tangenten von (H) 
ein geradliniges Dreiecksnetz. Liegt P, auBerdem nicht auf der Doppel- 
punktkurve (D), dann und nur dann wird nach Nr. 2 die Umgebung von 
P, eindeutig und stetig auf die Umgebung eines Punktes P* in (e*) und 
drei weiterer Punkte P,, P,, P, (Fixpunkte ausgenommen!) in (e) abge- 
bildet; diese Punkte (Fixpunkte ausgenommen) liegen alle im Dreitangenten- 
bereich von (e*) bzw. (¢), in ihren Umgebungen und der Umgebung von P, 
bilden also die Tangenten von (e*) bzw. (e) einander entsprechende 
Dreiecksnetze. 

Wenn die Hiillkurve (H) in (e) einer vorgegebenen quadratischen 
Abbildung einen doppelt zaihlenden oder imaginiren Bestandteil abspaltet, 
gibt es keinen Dreitangentenbereich von (e), folglich auch keine gerad- 
linigen Dreiecksnetze aus zerfallenden Kegelschnitten des Systems (2) 
in (¢). Somit gilt zusammenfassend folgender Satz: 

Eine vorgegebene allgemeine quadratische Abbildung ist stets als Abbil- 
dung A darstellbar, ausgenommen den Fall, da sich von der Hiillkurve (H) 


in (e) ein doppelt zdhlender oder imagindrer Bestandteil abspaltet. Die 
47* 
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Darstellung als Abbildung 4 ist fiir die und nur die Gebiete von (e*) 
méglick, in denen einem Punkt P* von (e*) vier und nur vier getrennte 
reelle Punkte in (e) entsprechen (unter denen auch Fixpunkte sein kénnen). 


4. Lineare Konstruktion der geradlinigen Dreiecksnetze in («). 


Nach Nr. 3 erzeugen die zerfallenden Kegelschnitte des linearen 
Systems (2) in (¢) in Umgebung von vier reellen, getrennten Bildpunkten 
P, P, P, P, (Fixpunkte ausgenommen), von denen keine drei in gerader 
Linie liegen, geradlinige Dreiecksnetze mit folgenden Eigenschaften: 

Die vier Bildpunkte P, P, P, P, bestimmen drei Geradenpaare des 
Systems (>), von denen zwei in Figur 3 stark gestrichelt bzw. stark punk- 
tiert sind. Da das Dreiecksnetz in der Umgebung von P, (der nicht Fix- 





(e*) |” 


























Fig. 3. 


punkt sein soll) beliebig engmaschig vorausgesetzt werden darf, kann man 
eine weitere Netzgerade annehmen, welche mit den von P, ausgehenden 
stark gezeichneten Linien ein beliebig kleines Dreieck abgrenzt. Diese 
Netzgerade ist Bestandteil eines weiteren zerfallenden Kegelschnitts von (2), 
der in der Figur stark durchgezogen ist. Wegen der stetigen Abbildung 
der Umgebungen von P, P, P, P, mu das stark durchgezogene Geraden- 
paar auch bei P, P, P, beliebig kleine Dreiecke mit dem stark gestrichelten 
bzw. punktierten Geradenpaar einschlieSen; wenn unter den Punkten P, P, P, 
Fixpunkte sind, schrumpfen die betreffenden Dreiecke in Punkte zusammen. 
In Figur 3 sind die vier Dreiecke bei P, P, P, P, dunkel geschwarzt. 

Unter Beriicksichtigung der angegebenen Eigenschaften kommt man 
zu folgender linearen Konstruktion*) der geradlinigen Dreiecksnetze in 
Umgebung der Punkte P, P, P, P,. 


*) Durch dudle Ubertragung geht die oben gegebene Konstruktion iiber in die 
Schritersche Erzeugungsweise einer Kurve dritter Ordnung; vgl. Enz. der math. Wiss. 
III C,, Nr. 25. 
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Die drei in Figur 3 rechts stark ausgezogenen Geradenpaare werden als 
vorgegeben betrachtet. Das in der Figur schwach ausgezogene Geradenpaar 
ergibt sich als drittes Geradenpaar in dem Kegelschnittbiischel, das durch 
das stark punktierte und stark gestrichelte Geradenpaar festgelegt ist, also 
durch Verbinden der vier durch Nullkreise markierten Punkte P, P, P, P,. 
Ebenso bekommt man durch Verbinden der dreieckig bzw. viereckig mar- 
kierten Punkte das schwach gestrichelte bzw. schwach punktierte Geraden- 
paar. Die drei neuen Geradenpaare liefern die vier Dreiecksnetze in den 
leicht geschwarzten Netzbereichen; durch analoge Wiederholung der Kon- 
struktion kénnen die Dreiecksnetze noch weiter fortgesetzt werden. Wenn 
unter den Punkten P,, P,, P, Fixpunkte sind, dann schrumpfen die betreffen- 
den Dreiecksnetze in diese Punkte zusammen. 


5. Lineare Konstruktion des entsprechenden geradlinigen 
Dreieckshetzes in der Ebene (e*). 


Nach Nr. 3 sind die Umgebungen der Punkte P,, P,, P,, P, von (e) 
auf die Umgebung eines Punktes P™ von (e*) punktweise umkehrbar ein- 
deutig und stetig bezogen; den in Nr. 4 konstruierten geradlinigen Dreiecks- 
netzen in (e) entspricht deshalb in der Umgebung des Punktes P* von (e*) 
wiederum ein geradliniges Dreiecksnetz. Die Konstruktion dieses gerad- 
linigen Dreiecksnetzes, bei der (ebenso wie bei Nr. 4) nur die Benutzung 
des Lineals erforderlich ist, verliuft auf Grund des letzten Satzes von § 2, 
Nr. 4 folgendermaBen: Fiir einen nicht auf der Doppelpunktkurve (D) 
liegenden Punkt von (e) als Pol (z. B. fiir P,), zeichnet man die Polaren 
der die Dreiecksnetze von (e) aufbauenden zerfallenden Kegelschnitte. Da 
P, nicht auf (D) liegt, also mit keinem Doppelpunkt eines zerfallenden 
Kegelschnitts zusammenfillt, sind diese Polaren eindeutig bestimmte Gerade 
und bilden ein geradliniges Dreiecksnetz in (e¢). Durch eine beliebige Kolli- 
neation (z. B. Parallelverschiebung, vgl. Fig. 3) zwischen (¢) und (e*) werden 
die in (e) ermittelten Polaren in Gerade von (e*) iibergefiihrt, und diese 
Geraden bilden das gesuchte geradlinige Dreiecksnetz in (e*). Wie aus der 
Konstruktion folgt, kénnen vier Punkte von (e*), von denen keine drei in 
gerader Linie liegen (z. B. zwei Netzdreiecke mit gemeinsamer Seite) be- 
liebig vorgegeben werden; das gesuchte Dreiecksnetz von (e*) ist dann 
eindeutig bestimmt. 


6. Klassifikation der allgemeinen quadratischen Abbildungen. 


Nach Nr. 3 ist jede allgemeine quadratische Abbildung, ausgenommen 
den Fall, daB (H) einen doppelt zahlenden oder imaginiren Bestandteil 
absondert, in gewissen Bereichen als Abbildung 4 mittels der in Nr. 4 
und Nr. 5 angegebenen Konstruktionen darstellbar. In der folgenden Para- 
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graphen werden wir nun alle quadratischen Abbildungen (abgesehen von 
dem eben genannten Ausnahmefall) klassifizieren. Wir gehen dabei von 
einer Klassifikation der Kurven dritter Klasse aus und wenden diese auf die 
Hiillkurve (H) in (¢) an. Fiir jede angenommene Hiillkurve (H) sind dann 
alle Anordnungsméglichkeiten der Tangenten von (H) zu Geradenpaaren 
zu suchen, derart, daB bei Vorgabe von je zwei Tangentenpaaren auch 
das zugehérige ,diagonale“ Geradenpaar aus Tangenten von (H) besteht. 

In § 4 fiihren wir die Klassifikation durch fiir nicht rationale Kurven 
dritter Klasse (H), in § 5 (Abbildungen ohne Fixpunkte) und in § 6 (Ab- 
bildungen mit Fixpunkten) fiir rationale und zerfallende Kurven dritter 
Klasse (H). 


> 


§ 4. 
Die quadratischen Abbildungen mit nicht rationalen Hillkurven in (¢). 


In diesem Paragraphen behandeln wir die quadratischen Abbildungen, 
bei denen die Hiillkurve in (e) eine nicht rationale (folglich auch nicht 
zerfallende) Kurve dritter Klasse ist. Diese quadratischen Abbildungen 
haben keine Fixpunkte (§ 2, Nr. 2); denn sonst miiBten sich Punkte von 
der Hiillkurve absondern (§ 2, Nr. 5). 


1. Parameterdarstellung einer nicht rationalen Kurve dritter Klasse. 


Jede nicht rationale Kurve dritter Klasse lat folgende Parameter- 
darstellung mit Hilfe der WeierstraBschen g-Funktion (w,, w, = Elementar- 
perioden) und ihrer ersten Ableitung gy’ zu*®) 





(6) Qu, = p(t|@,, w,), ou, = g’(t|w,, o,), ou, =1 











Dabei bedeuten die u; homogene Linienkoordinaten (@ = Proportionalitats- 
faktor) und ¢ den verinderlichen Parameter. Jedem Wert ¢ ist eine ein- 
zige Kurventangente zugeordnet, insbesondere liefert t= 0 eine reelle 
Spitzentangente. Umgekehrt aber entsprechen jeder Kurventangente die 
unendlich vielen Parameterwerte t + m,w, + m,w,, wobei m,, m, beliebige 
ganze Zahlen 20 sind. 

Bei der Parameterdarstellung (6) ist die notwendige und hinreichende 
Bedingung fiir drei sich in einem Punkt schneidende Tangenten*’) 


(7) t, + ty +4, = 0 (mod. a,, @) |. 











#”) Enz. der math. Wiss. C III,, Nr. 21. 
**) Enz. der math. Wiss. C III,, Nr. 36. 
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Hinsichtlich der gestaltlichen Verhialtnisse einer Kurve dritter Klasse 
und der Zuordnung des Parameters ¢ auf die Kurventangenten bendétigen 
wir fiir spiter folgende Tatsachen**): 

Eine Kurve dritter Klasse, deren Gleichung reelle Koeffizienten hat, be- 
steht entweder aus reellem Dreispitz und reellem Oval oder sic besteht nur 
aus einem reellen Dreispitz. In beiden Fallen kann der Kurve durch passende 
projektive Normierung die Symmetrie eines gleichseitigen Dreiecks erteilt 
werden. Im ersten Fall (Dreispitz mit Oval; Fig.4) kann man w, =«, wo, =78 
(«, 8 =reelle Zahlen +0) setzen. Die reellen Parameterwerte 0 <t < « 
liefern die Dreispitztangenten, und zwar 
t=0, = “a die Spitzentangenten und 
(bei dreifach symmetrischer Normierung) 
die Scheiteltangenten. Die 


a 
“ee Be 
komplexen Parameterwerte mit dem festen 
ip 
: : 
genten, wobei der reelle Teil von ¢ das In- 446 - 
tervall von 0 bis « durchlauft; fiir Real- Grif 
a@ @ @ 2a 5e _ Fig. 4. 
ee a ge? @ cthalt : 
man (bei dreifach symmetrischer Normierung) die Ovalscheiteltangenten. 
In Figur 4 sind die Parameterwerte an die Beriihrpunkte der betreffenden 
Tangenten geschrieben. Die komplexen Parameterwerte, deren Imaginirteil 
v 
2 
Verteilung kann man sich nach A. Harnack **) ein Bild machen, indem 
man die Schnittpunkte konjugiert imaginarer Tangenten betrachtet. Im 
a+t 
: B 
(a, 8 =reelle Zahlen +0) setzen. Ebenso wie im ersten Fall liefern die 
reellen Parameterwerte 0 < ¢ <a die Dreispitztangenten und die komplexen 


t= 


Imaginarteil gehéren zu den Ovaltan- 





teil von t=0 


nicht Vielfaches von ist, fiihren auf imaginére Tangenten; von ihrer 





zweiten Fall (Dreispitz ohne Oval) kann man w,=—«4, o,= 


Parameterwerte, deren Imaginarteil nicht Vielfaches von € ist, imaginare 
Tangenten. 


2. Die in dem linearen Kegelschnittsystem (2) der Ebene (e) 
enthaltenen Geradenpaare. 
Die Hiillkurve (H) in (¢) sei in der Parameterdarstellung (6) vorgegeben. 
Wir betrachten drei Tangentenpaare, die als zerfallende Kegelschnitte des 
Kegelschnittsystems (2) (§ 2, Nr.1) einem Biischel angehéren, etwa die 


drei in Figur 3 gezeichneten Geradenpaare durch P, P, P, P,, und erteilen 


#2) A. Harnack, Math. Annalen 9 (1875), S. 1—54. 
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den sechs Tangenten folgende Parameterwerte 

P, P,) t{, P,P) ty’; Py Ps) ty, P,P.) ty; P,P) ty, P, Ps) ty. 
Nach (7) folgt dann 
it+ig+ts = +t + ty =t’+ +t! = t+ ty + ty= 0 (mod a,, o,), 
und daraus nach kurzer Rechnung 





@, @, + Ws ( 


(8) | = 44S! oder 4’ = tf + St oder t= +5 (¢=1,2,3)]. 











Dasselbe gilt fiir jedes weitere Geradenpaar, das bei den Konstruktionen 
in § 8, Nr. 4 auftritt, d.h. alle diese Geradenpaare’*) gehéren zu Para- 
meterwertepaaren, welche simtlich der ersten oder zweiten oder dritten der 
Gleichungen (8) geniigen. 

Fiir Kurven dritter Kiasse mit Oval (w,=—«, w,=1) gibt es drei 
Systeme, fiir Kurven dritter Klasse ohne Oval ( oO, =, 0, = a ) ein 
System reeller Tangent>npaare**) (8), wie folgende Tabelle zeigt: 

Ein Geradenpaar be- 





























Kurve dritter Klasse | @,,@, | Geradenpaare steht im ersten und zweiten 
iB Fall aus einer Dreispitz- 
¢und t+ tangente und einer Oval- 
: tangente, im dritten und 
Oval + Dreispitz a,if |¢ und 44 5tht vierten Fall aus zwei Drei- 
- spitztangen; z. B. bildet (bei 
¢und t+ > dreifach symmetrischer Nor- 
: mierung, vgl. Fig. 4) die 
Dreispitz oS t8Fl s und t+ Spi nee 
—F 2 pitzentangente t=0 ein 
Tangentenpaar im ersten Fall 
mit der senkrechten Ovalscheiteltangente t = . im zweiten Fall mit der 
senkrechten Ovalscheiteltangente t= “~**, im dritten und vierten Fall 


mit der senkrechten Dreispitzscheiteltangente t = ‘ . 
3. Die Hiillkurven (#7) in (¢), (1*) in (e*) und die 
Doppelpunktkurve (D) in («). 


Aus der Parameterdarstellung (6) der Hiillkurve (H) folgt nach der 
ersten der Gleichungen (8) fiir ein Geradenpaar von («) 


(x, (t|@,,@,) + 2, ¢e'(t|@,,@,) + 25) 
< (z, (¢ F\o,, @,) os a, 9" (t So F |e @, ) om z,) = 0. 


8) In der Theorie der Kurven dritter Klasse nennt man zwei der Bedingung (8) 
geniigende Tangenten ,korrespondierend“; Enz. der math. Wiss. C IfI,, Nr. 37. 














9) 








Quadratische Abbildungen und geradlinige Dreiecksnetze. 


Nach Ausmultiplizieren und einigen Umformungen erhalt man 








? (¢| o @,) K,(2,, 255%) +9"(t|, @,) K, (x, ,%_,%,) + K,(x,, 2, #5) = 0 








wobei an Stelle der g-Funktion mit den Elementarperioden w,,@, die 
y-Funktion mit den Elementarperioden 3 w, beniitzt ist. Zur Abkiirzung 


ist gesetzt 





p (Oe 





w. \ We 
,= 9(|0,,0,), = 9(F0,,0%), | a4, @,) 


(10) £m anal > Shas 
K, (2%, Xq, Zz) = % (, 2, + 2%) 


K, (21, %q, Zy) = (Ze? + ee.) x} + 2e, 23+ 23+ €,2, 2, 











Geht man von der zweiten bzw. dritten der Gleichungen (8) aus, so hat 
man in den Gleichungen (9) und (10) lediglich m,,@, durch w,, w, 
bzw. w, + W,, @, Zu ersetzen. 

Die allgemeine quadratische Abbildung, welche (6) zur Hiillkurve (H) 
hat, mu8 die Geradenpaare (9) von (¢) in Einzelgerade von («*) abbilden. 
Die quadratische Abbildung 





(1) oz? =K,(z,,2%,,%) (¢=1, 2,3) 











bei der die Funktionen K, die in (10) definierten Ausdriicke sind, erfiillt 
diese Forderung; die den Geradenpaaren (9) entsprechenden Geraden in (e*) 
haben die Gleichung 





(9*) p(t] St, @,) af + 9’ (t|F, o) zy +as=0}], 











also die Linienkoordinaten 





(6*) guy = —(t|, a), gui = p'(t|F, 0), ous =1}. 











Die Gleichungen (6) und (6°) stellen die Hiillkurven dritter Klasse 
(H) und (H*) dar (§ 2, Nr. 5,6) und zeigen, dap mit (H) auch (H*) 
nicht rational ist. 

Durch ahnliche Rechnungen wie fiir die Hiillkurve (H*) in (e*) findet 
man fiir die Doppelpunktkurve (D) in («) (§ 2, Nr.4), d.h. den geo- 
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metrischen Ort der Doppelpunkte der Geradenpaare (9), eine zu (6*) ana- 
loge Parameterdarstellung der Punktkoordinaten mittels der g-Funktion 


9 ( t|<*, w, ).**) Daraus folgt: Die Doppelpunktkurve (D) in der Ebene («) 
($2, Nr. 4) ist dual projektiv zu der Hiillkurve (H*) in der Ebene («*). 

SchlieBlich wenden wir uns zu der Frage: Welche Punkte der Ebene (<) 
entsprechen bei der quadratischen Abbildung den Punkten der Hiillkurve 


(H*) von (e*)? In einem Punkt P* von (H*) schneiden sich zwei zu- 
sammenfallende Tangenten (Parameter ¢,) und eine dritte Tangente ( Para- 


meter t,) von (H*). Da nach (6*) —+,, die Perioden von (H*) sind, 


» ? 


hat man nach (7) 2¢,+4,=0 (mod 3, w,) , und man kann setzen t, = 1 


t,=—2r (mod, @, ). Der Tangente t bzw. (—2r) entspricht nach (8) 


in der Ebene (e) das Tangentenpaar mit den Parametern 1, 1+“ baw. 


(—2r),(—2r-+). Die vier Bildpunkte P,, P,, P,, P, des Punktes P* 
ergeben sich als die Schnittpunkte dieser beiden Geradenpaare folgender- 
maBen: P, als Schnitt der beiden Tangenten mit den Parametern 1, —2r, 
analog P,) t +3, —2t; P,)1,—24+2; P,) t+ = —2r-+ 3: Wegen 
2-1-4 (—2r) =0(moda,,,) und 2-(r + $) + (—2r) = 0 (mod, a4) 


schneiden sich nach (7) in P, und P, je zwei zusammenfallende mit 
einer dritten Tangente, d.h. P, und P, sind Kurvenpunkte der Hiill- 
kurve (H) von (e). Wegen t+ (—2r +) + (x + sy = 0 (mod a,, o,) 


ist P, = P, = Doppelpunkt des Geradenpaares 1, 1 +- 3 adh. P, = P, ist 
ein Punkt der Doppelpunktkurve (D) von (e). Fiir r= 0 (Spitzentangente 
von (H*)) ist P, Riickkehrpunkt von (H) und P, fallt mit P, =P, z- 
sammen. Analoges gilt fiir die beiden anderen Spitzentangenten von (H"). 


Somit haben wir folgendes Ergebnis: 


Einem Punkt P* der Hiillkurve (H*) von (e*) entsprechen in (e) 
zwei getrennte (reelle oder konjugiert imagindre) Punkte P,, P, der Hiill- 
kurve (H) und ein doppelt zdhlender (stets reeller) Punkt P, =P, der 
Doppelpunktkurve (D); insbesondere entspricht einem Riickkehrpunkt P* 
von (H*) ein (einfach zdhlender) Riickkehrpunkt P, von (H) und ein 
(dreijach zihlender) Punkt P,= P,=P,, der sowohl (H) als (D) an- 
gehort. 


**) Der Zusammenhang zwischen (H) und (D) ist der zwischen ,,Cayleyscher“ 
und ,Hessescher Kurve* (8.727, FuBnote *) und S. 728, FuBnote %); vgl. A. Harnack, 
Math. Annalen 9 (1875), S. 1—54. 
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4. Kiassifikation der Abbildungen und Zuordnung entsprechender 
Gebiete von (¢) und (¢*). 

Nach Nr.2 gibt es fiir eine Kurve dritter Klasse mit Oval 3 Systeme, 
fiir eine Kurve dritter Klasse ohne Oval 1 System reeller Tangentenpaare (9). 
Dies fiihrt zu 4 Typen quadratischer Abbildungen. Fiir diese stellen wir in 
folgender Tabelle (als Erginzung zur Tabelle unter Nr. 2) die Hiillkurven 
(H), (H*) und die Doppelpunktkurve (D) zusammen (die Elementarperioden 
der y9- Funktion sind eingeklammert neben die betreffende Kurve geschrieben). 



































Typus (H*) in (e*) (H) in (e) (D) in (2) 
ip ip 

I | Oval + Dreispitz («,° Fy +) Oval + unpaarer Zug (« ; +) 

ee Fe a ‘ a+ip) 

II | Dreispitz | «, 5} | Oval + Dreispitz («,i#)| unpaarer Zug («, 5 ) 
ee, | ee 2 
Ill | Oval+ Dreispitz (+. ip) Oval + unpaarer Zug (+, i 1B) 
IV_ | Oval + Dreispitz $ 7 *) Dreispitz (« - a4) Oval + unpaarer Zug ($- = 











Die Geradenpaare des linearen Kegelschnittsystems (2) von (¢) sind 
in (9), die entsprechenden Geraden von (e*) in (9*) und die Gleichungen 
fiir die betreffende quadratische Abbildung in (1) und (10) angegeben. 
Dabei ist fiir die Typen I bis IV statt w,, , einzusetzen 7f, « bzw. 





«+ iB, baw. a,iB bzw. «,— a In den nachfolgenden Figuren 5 sind 


die vier Typen in dreifach symmetrischer Normierung (vgl. Nr. 1) schema- 
tisch dargestellt; die Hiillkurven (H*), (H) sind durchgezogen, die Doppel- 
punktkurve (D) ist gestrichelt gezeichnet. Bei (II) bzw. (IV) lassen sich 
je drei Untertypen unterscheiden, je nachdem der Dreispitz von (H*) 
bei (II), bzw. der Dreispitz von (H) bei (IV) 0, 3 oder 6 uneigentliche 
Punkte enthalt; in den Figuren 5 ist jeweils der erste Fall dargestellt. 
Die Zuordnung der Punkte von (H*) zu den Punkten von (H) und (D), 
welche in Nr. 3 hergeleitet wurde, ist durch Ziffern 1 bis 6 angedeutet. 
Die eigentlichen bzw. uneigentlichen Punkte, auf die sich die Ziffern be- 
ziehen, sind durch Nullkreise bzw. Pfeile markiert; Nullkreise, welche in 
zwei oder mehr Sektoren zerlegt sind, bzw. zwei- oder mehrfach gefiederte 
Pfeile sollen zwei- oder mehrfach zahlende Punkte bedeuten (siehe Tabelle 
8. 747). Die Ebenen (e*) und (e) sind in einzelne Gebiete eingeteilt. Als 
Gebietsgrenzen in (e*) treten auf: durchwegs die Kurve (H*), ferner bei 
(IL), (IIL) und (IV) Teile einer Spitzentangente und bei (III) die uneigent- 
liche Gerade. Als Gebietsgrenzen in (¢) treten auf: durchwegs die Kurven 
(H) und (D), ferner bei (II), (HII) und (IV) Teile einer Spitzentangente, 
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bei (III) auBerdem Teile einer Scheiteltangente des Dreispitzes und der 
Kreis, der der uneigentlichen Geraden von (e*) entspricht**). (NB. Ab- 
gesehen von der Ebene (e*) beim Typus III ist die uneigentliche Gerade 
nicht als Gebietsgrenze aufzufassen!) 

Die einzelnen Gebiete von (¢) werden ausschlieBlich der Rander**) 
punktweise umkehrbar eindeutig und (evtl. mit Uberschreiten der uneigent- 
lichen Geraden) stetig auf die einzelnen Gebiete von (e*) abgebildet. Um die 
gegenseitige Zuordnung der Gebiete anzudeuten, sind die entsprechenden 
Gebiete gleichartig markiert. Da wo einander entsprechende geradlinige 
Dreiecksnetze liegen, wo also die quadratische Abbildung als Abbildung 4 
darstellbar ist, sind die Gebiete weit oder eng schraffiert oder schraffiert 
und geschwirzt; die tibrigen Gebiete sind durch ,,Ringelung“ mit weiben 
oder schwarzen Nullkreisen hervorgehoben. Die ganze Ebene (¢) ist schlieB- 
lich gerade einfach iiberdeckt, wahrend die einzelnen Gebiete von (e*) 
vier- oder zweifach iiberdeckt sind oder leer bleiben. Mehrfache Uberdeckung 
ist durch Kombinieren verschiedener Markierungen angedeutet. 

Wie man die Zuordnung der Gebiete von (¢) und (e*) findet, sei am 
Typus (I) erlaéutert: Der Spitzentangente 1 von {e*) entspricht als zer- 
fallender Kegelschnitt in (e) die Spitzentangente 1 und die Ovalscheitel- 
tangente 1. Dem Schnittpunkt M* der drei Spitzentangenten von (e*) 
(= Mittelpunkt des Dreispitzes von (e*)) entsprechen die vier Schnitt- 
punkte der drei entsprechenden Geradenpaare in (¢), namlich M, = Mittel- 
punkt des Dreispitzes von (e) und M,, M,, M, = Ecken des dem Oval an 
den Scheiteln 1, 2, 3 umbeschriebenen gleichseitigen Tangentendreiecks. 
Diese vier Schnittpunkte liegen in den vier verschiedenen schraffierten Ge- 
bieten von (e). Ist P* ein beliebiger weiterer Punkt im Innern des Drei- 
spitzes von (e*), dann kann M* P* durch einen ganz im Innern des Drei- 
spitzes verlaufenden, sich nicht tiberschneidenden Streckenzug verbunden 
werden. Da der Streckenzug keinen Punkt mit (H*), also das Bild des 
Streckenzuges in (¢) keinen Punkt mit (D) und (H) gemeinsam hat, wird 
der Streckenzug M* P* punktweise umkehrbar eindeutig und stetig auf vier 
aus Kegelschnittbégen zusammengesetzte, sich nicht iiberschneidende Linien- 
ziige M;P, (¢ =1, 2,3, 4) abgebildet, die im Innern der namlichen Gebiete 
von (¢) liegen wie M;. Daraus folgt: Jedes der vier verschieden schraf- 





»*) Jeder Geraden von (e*) entspricht nach § 2, Nr. 1 ein Kegelschnitt von (¢); 
das Bild der uneigentlichen Geraden von (¢*) ist wegen der dreifach symmetrischen 
Normierung (§ 4, Nr. 1) ein Kreis. 

*®) Die punktweise Abbildung der Rander ist, soweit es sich um die Kurven 
(H*), (H) und (D) handelt, bereits in Nr.3 geklart. Auf den tibrigen Randern ent- 
sprechen einem Punkt von («*) je vier bzw. zwei getrennte reelle Punkte von («), 
je nachdem es sich entweder um Rander zwischen schraffierten oder um Rander 
zwischen schwarz-weiB geringelten Gebieten handelt. 
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fierten Gebiete von (e) wird umkehrbar eindeutig und (evtl. mit Uber- 
schreiten der uneigentlichen Geraden) stetig auf das vierfach schraffierte 
Gebiet von (e*) abgebildet, wobei also einem Punkt von (e*) vier und 
nur vier getrennte reelle Punkte von (¢) entsprechen. Nach § 3, Nr. 3 ist 
demnach die quadratische Abbildung in den schraffierten Gebieten eine Ab- 
bildung 4. Durch die namliche SchluBweise ergibt sich, daB das ,schwarz- 
wei§ geringelte ringférmige Gebiet von (e*) auf jedes der beiden ring- 
formigen Gebiete von (¢) punktweise eineindeutig und stetig abgebildet 



































Fig. 6. 








wird, wovei also einem Punkt von (e*) zwei getrennte reelle Punkte von 
(e) entsprechen; die quadratische Abbildung ist nach § 3, Nr. 3 in diesen 
Gebieten nicht als Abbildung 4 darstellbar. 


5. Beispiel. 

In Figur 6 ist ein Beispiel zum Typ (I) dargestellt. Ein (in neun 
Dreiecke unterteiltes) Dreiecksgebiet von (e*) und die vier zugeordneten 
Dreiecksgebiete von («) sind leicht geschwirzt eingezeichnet; entsprechende 
Eckpunkte sind durch gleiche Markierung (Nullkreis, Dreieck, Quadrat) 
hervorgehoben. Die ,,Maschenweite* der Dreiecksnetze ist so abgestimmt, 
daB man bei Erweiterung der Dreiecksnetze iiber die geschwarzten Drei- 
ecksgebiete hinaus am Ende wieder zu den friiheren Netzgeraden zuriick- 
kommt: das Dreiecksnetz ,schlieBt sich“ **). 


*”) H. Graf und R. Sauer, Miinchener Berichte 1924, S. 138. 








EE" 





handen sind. 
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Quadratische Abbildungen und geradlinige Dreiecksnetze. 





Die quadratischen Abbildungen mit rationalen oder zerfallenden 
Hillkurven (#1) in (¢) und ohne Fixpunkte. 


In diesem Paragraphen behandeln wir die quadratischen Abbildungen, 
bet denen die Hiillkurve (H) in (e) eine rationale oder zerfallende Kurve 
dritter Klasse ist und bet denen ferner keine Fixpunkte (§ 2, Nr. 2) vor- 


1. Parameterdarstellung einer rationalen bzw. zerfallenden Kurve 


Nach § 3, Nr.3 sind die Kurven dritter Klasse, von denen sich ein 
doppelt zahiender oder imaginarer Bestandteil abspaltet, auszuschlieBen. 
Fiir die iibrigen rationalen Kurven dritter Klasse beniitzen wir folgende 








Parameterdarstellungen: 
Kurve dritter Klasse Parameterdarstellung ba Metrische Normierung 
einer reellen Spitzen- | ou,= Gin*¢, ou,= Sint, ou,=Cojt | ix jeinspitzige Kurve dritter 






































c) ou,=1, 


eu, =1, ou =—t 











tangente Klasse mit uneigentlicher 
bicht Doppeltangente (Spitzen- 
ut- tangente = Symmetrie- 
fallend achse), vgl. Fig. 7, TypV, 
and 
nit drei reellen Spitzen- ou,=sin*¢, ou,=sint, ou,=cost| 2 |dreispitzige Hypozykloide 
tangenten 
Wendetangente eu, = ¢, ou, =t, eu,=1 | co |Neilsche Parabel 
a) Kegelschnitt a) ou,=Cojt, oeu,=GSint, pu=1 Hyperbel + Mittelpunkt, 
b) duBeren Punkt b) ou, =Gins, OU,= —Oois, eu, = 0 Sia) we Bet. SETA 
a) Kegelschnitt a) opu,=cost, ou,=sint, ou, =1 
b) inneren Punkt b) eu, = sin 5 » QU, = COs a. ou, =0 Sa | Racks + Siipenns 
a a) Kegelschnitt a) ou, =¢*, ou, = t, ou, =1 Parabel + uneigentlicher 
fallend | )) Kegelschnittpunkt | b) ou =¢, ou,=—1, pu,=0 = Parabelpunkt 
in 
a) b) c) drei Eckpunkte | a) ou, =0, ou,=1, pu, =e Nullpunkt+ die uneigent- 
eines Dreiecks b) ou, =e', ou,= 0, vu,=1 |2i2| lichen Punkte eines senk- 
c) eu,=1, ou,=-—e', ou,=0 rechten Achsenkreuzes, 
vgl. Fig. 7, Typ VII 
a) b) c) drei Punkte | a) ou, =1, ou,=0, ou, =¢t 
einer geraden Linie | b) ou, =0, ou,=1, ou, =¢ co |drei uneigentliche Punkte 
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Jedem Parameterwert ¢ ist eindeutig eine Kurventangente zugeordnet. 
Jeder Kurventangente entsprechen alle Parameterwerte ¢ +-m - Periode 
(m = beliebige ganze Zahl $0); wo als Periode oo angegeben ist, gehért zu 
einer Kurventangente nur ein eigentlicher Parameterwert ¢. Fiir drei Kurven- 
tangenten, welche sich in einem Punkte schneiden, der nicht Scheitel eines 
sich von der Kurve dritter Klasse absondernden Strahlenbiischels sein darf, 
gilt ebenso wie in § 4 die notwendige und hinreichende Bedingung 





(7) [+4 +t =0 








Das Kongruenzzeichen bezieht sich auf die betreffende oben angegebene 
Periode und wird zum gewodhnlichen Gleichheitszeichen bei ,, Periode co“. 

Hinsichtlich der Zuordnung der Parameterwerte ¢ auf die reellen Kurven- 
tangenten bemerken wir folgendes: 

1. Einspitzige Kurve dritter Klasse mit uneigentlicher Doppeltangente 
(Fig. 7, V,): Die Kurve besteht aus einem einspitzigen und einem ,,para- 
bolischen“ Zug; beide Ziige beriihren die uneigentliche Gerade in dem nim- 
lichen Paar uneigentlicher Punkte. Die reellen Parameterwerte liefern die Tan- 
genten des einspitzigen Zuges, die komplexen Parameterwerte mit dem festen 
Imaginarteil > die Tangenten des parabolischen Zuges. 


2. Hyperbel und Mittelpunkt (Fig. 7, VI,): Die reellen Parameterwerte 
liefern a) die Tangenten des einen Hyperbelastes, b) die reellschneidenden 
Hyperbeldurchmesser; die komplexen Parameterwerte mit dem festen 
Imaginarteil iz liefern a) die Tangenten des anderen Hyperbelastes, b) die 
nicht reell schneidenden Hyperbeldurchmesser. 

3. In allen anderen Fallen liefern die reellen Parameterwerte alle 
reellen Tangenten. 


2. Die in dem linearen Kegelschnittsystem (<) der Ebene (¢) 
enthaltenen Geradenpaare. 


Durch analoge Rechnungen wie in § 4, Nr.2 (bei denen statt der 
y@-Funktion die in der Tabelle von § 5, Nr.1 angegebenen trigonometrischen, 
hyperbolischen, rationalen und Exponentialfunktionen treten) findet man 
alle Méglichkeiten, die Tangenten einer rationalen oder zerfallenden Kurve 
dritter Klasse zu Geradenpaaren anzuordnen, welche zu je dreien einem 
Kegelschnittbiischel angehéren. Darunter sind Anordnungen, bei denen alle 
Tangentenpaare durch feste Punkte hindurchgehen. Diese Anordnungen 
fiihren auf Abbildungen mit Fixpunkten (§ 2, Nr.2) und werden erst in 
§ 6 behandelt. Die iibrigen Anordnungen bilden den Gegenstand dieses 
Paragraphen und sind in folgender Tabelle zusammengestellt, die sich in 
der Anlage an die Tabelle von § 5, Nr.1 anschlieBt: 
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Kurve dritter Klasse Geradenpaare 





Einspitzige Kurve dritter Klasse | Zwei Tangenten, deren Schnittpunkte mit der Doppel- 
mit uneigentlicher Doppel- tangente zu deren Berihrpunkten harmonisch 
tangente liegen 





Dreispitzige Hypozykloide Zwei senkrechte Tangenten 
Neilsche Parabel —_ 


a) Hyperbel + b) Mittelpunkt | a) Zwei parallele Hyperbeltangenten 
b) Zwei konjugierte Hyperbeldurchmesser 














a) Kreis + b) Mittelpunkt a) Zwei parallele Kreistangenten 
b) Zwei senkrechte Kreisdurchmesser 





a) Parabel + b) uneigentlicher 
Parabelpunkt 














a) Nullpunkt + b) c) die un- | a) Zwei zu den Achsen symmetrische Gerade durch 
eigentlichen Punkte eines den Nullpunkt des Achsenkreuzes 
senkrechten Achsenkreuzes b) c) Zwei parallele Gerade in gleichen Abstinden 
zu beiden Seiten einer der beiden Achsen 





a) b) c) Drei uneigentliche 
Punkte 





Ebenso wie in § 4, Nr. 2 unterscheiden sich auch hier die Parameter 
der Tangenten eines Geradenpaares jeweils um eine Halbperiode. 


3. Die Hiillkurven (H) in (ce), (#1*) in (e*) und die 
Doppelpunktkurve (D) in (e). 


Setzt man fiir die Hiillkurve (H) in («) eine rationale oder zerfallende 
Kurve dritter Klasse (vgl. Tabelle in § 5, Nr. 1), so findet man durch analoge 
Rechnungen wie in §4, Nr.3 eine ebenfalls rationale oder zerfallende 
Kurve dritter Klasse fiir die Hiillkurve (H*) in (e*) und eine stets zer- 
fallende Kurve dritter Ordnung fiir die Doppelpunktkurve (D) in (e). Wie 
bei § 4 entsprechen auch hier einem reellen Punkt von (H*) je zwei (reelle 
oder imaginire) Punkte von (H) und ein doppelt zahlender (stets reeller) 
Punkt von (D). 


4. Klassifikation der Abbildungen und Zuordnung entsprechender 
Gebiete von (e) und (e*). 
Aus der Tabelle unter § 5, Nr. 2 ergeben sich fiinf Abbildungstypen, die 
wir in drei Haupttypen: 
V (A) = nicht zerfallende rationale Kurve dritter Klasse, 
VI (H) = Kurve dritter Klasse, zerfallend in Punkt und Kegelschnitt, 


VII (H) = Kurve dritter Klasse, zerfallend in drei Punkte 
48 
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zusammenfassen und in folgender Tabelle (metrisch normiert) naher be- 
schreiben, deren Anlage sich an die vorhergehenden Tabellen anschlieBt: 













































































Typus} (H*)in(e*) — | (H) in («) |(D) in 
V; Einspitzige Kurve dritter Klasse mit uneigentlicher Doppeltangente Hyperbe 
x* Sin*2t | (x, Sin® ¢+ x Sin ¢ + 2, Coj ¢) Tt? 
— 4x Sin 2t is bx 1. tx eigentlice 
+ 82% Coj2¢=0 x (2, Gin® (++ 3) +2 Sin (t+) + x Gof (¢ + F)) -0 Gerade 
ezf=2f, exf=2f+2j7—2,%,, exf = %(x,—%) 
V, Dreispitzige Hypozykloide Kreis +m. 
z¥ sin*2¢ (xz, sin®¢+ 2, sin ¢+ 2, cos ¢) eigentlich 
+428 sin 2¢ - x) ; a Po = 
+ 82z* cos 2t=0 > (2, sin® (¢+ =) +2, sin (t+ 5) + %, 008 (¢ + 3)) =@} 
2/ \ \ 
ext = zx}, oxy =x} - 2} — 2%, oxy = Wy (x, + 2) 
VI, a) Hyperbel + b) Mittelpunkt Die zwei 
a) 2* Coj 2¢ a) (x, Cof t+ x, Sint + x,) — 
oten 
+23 Sin 2t+2f=0 x (x, Cof (¢+ ia) + x, Sin (¢+iaz)+2,)=0 ‘Hyper 
t é + u- 
*c; —_ 7* : i dies sain pnd : 
b) z¥ Sin ¢ —x¥ Cof ¢ = 0] b) (x Sin x % Cof >) eigentlich 
aw: (e+ix t+iz\\_ Gerade 
x (2 ein (58) 200 (8) 
ozf=2$+273, orf#=22,2,, oxrf=—2x?—2x7-—22} 
VI, a) Kreis + b) Mittelpunkt Die zwei 
a) x* cos 2t a) (x, cos¢+ x, sin ¢ + 2, ) eo 
reis 
+2¥ sin2¢+25=0 < (x, cos (¢+ 2) + 2, sin(¢+2)+2,)=0 pars 
. GB. t \ messet 
b) z¥ sint + x} cost =0 | b) (2, sin 5 + 2, c08 5 ) ren 
. (é+2 (t+2\\ eigentlich 
x (2, sin (—5~) +2, cos * a })=° Gerade 
exf=z}—23, exf=22,%, exf=z}+2$-22} 
VIL | a)b)c) Nullpunkt + die zwei uneigentlichen Punkte eines senkrechten Achsenkreuzes | Die beiden 
Achsen des 
a) zf—e* 23 =0 @) (ay +e%ay) (a +e%*' x4) =0 pee. 
b) 27 —e* 2% =0 b) (a +e'x,) (a +e"! z,) =0 kreuzes 
e) af —e"zp = 0 ) (2, —e'm) (2, — e+! 2) =0 +? 
eigentliche 








2S = D on *_ 
Oz, =z}, OX, =z], OX, =a} 














D) in it 


Hyperbe 
+ UW- 
igentliche 
Gerade 


.reis + yp. 


igentlich: 


Die zwei 
Asym- 
toten de 
Lyperbel 


gentliche 
Gerade 


ie zwei 
otropen 
Kreis 
durch- 
messer 
+ uD- 
rentliche 
Jerade 


e beiden 
hsen des 
chsen- 


—_ un- 
entliche 
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In vorstehender Tabelle ist bei (H) jeweils die Gleichung eines Ge- 
radenpaares angegeben, welches aus zwei Tangenten von (H) gebildet ist, 
deren Parameterwerte gemaiB § 5, Nr.2 sich um eine Halbperiode unterscheiden 
(siehe die Tabellen von § 5, Nr.1 und Nr. 2). Durch Ausmultiplizieren erhalt 
man (analog § 4, Nr.3) nach einigen Umformungen die links bei (H*) 
stehenden Beziehungen, in denen af, z;*, xf die darunterstehenden homo- 
genen quadratischen Ausdriicke in den z,, ,, x, bedeuten; diese Ausdriicke 
liefern somit (analog (10) in $4) die Abbildungsgleichungen der betreffen- 
den quadratischen Abbildungen. 

Die Typen V,, VI,, VII sind in der nachfolgenden Fig.7 — metrisch 
normiert — in analoger Weise dargestellt wie die Typen I bis IV in der 
Fig. 5. Die Hiillkurven (H*) und (H) sind wieder durchgezogen, die 
Doppelpunktkurve (D) ist gestrichelt. Die Zuordnung von Punkten der 
Kurven (H*), (H) und (D) ist wieder durch Ziffern kenntlich gemacht. 
Neben ,gewdhnlichen“ (eigentlichen und uneigentlichen) Punkten treten 
hierbei auch ,,Abspaltungspunkte* auf, d. h. Scheitel von Strahlenbiischeln, 
die sich von zerfallenden Hiilikurven absondern. Der Ubersichtlichkeit wegen 
stellen wir die beniitzten Bezeichnungen in folgender Tabelle zusammen: 


Gewoéhnliche Punkte in («*): Gewohnliche Punkte in (e): 
eigentliche | _uneigentliche eigentliche —_ uneigentliche 
° v ° y! 
e ¥ 2 
-fach zihlend 
° y 3 | 
® q 4 
Abspaltpunkte in («*): Abspaltpunkte in (e): 
eigentliche —_uneigentliche eigentliche —_uneigentliche 
12) NV Oo Yy 1 
Ss) Y 2 
-fach zihlend 
® Yy 3 | 
® y 4 
e NV] Fixpunkte 


Jedem der herausgegrifienen bezifferten Punkte P* in (e*) entsprechen 
die vier einfach zahlenden gleichbezifferten Punkte P; in (e) (oder weniger 


Punkte, die dann entsprechend mehrfach zihlen). Im allgemeinen (Typus 


I bis VIL) sind wechselnden Punkten P* auch wechselnde Punkte P, zu- 
48* 
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geordnet. Im besonderen (Typus VIII bis X) gibt es (einen, zwei oder 
drei) Fixpunkte in (e) (vgl. § 2, Nr. 2), welche dann allen Punkten P* 








a ®% 
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der Ebene (e*) zugeordnet sind; diese Fille werden erst im niachsten 
Paragraphen behandelt. 

Die Zuordnung der einzelnen Gebiete der Ebenen (e*) und (¢) kann 
in analoger Weise wie in § 4 hergeleitet werden und ist in Fig. 7 wieder 
durch entsprechende Markierung angedeutet. In den schraffierten Gebieten, 
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und nur in diesen, ist die quadratische Abbildung als Abbildung 4 dar- 
stellbar. Als Gebietsgrenzen in der Ebene (e*) treten auf: durchwegs die 
Kurve (H*), ferner bei V, und VII die uneigentliche Gerade, bei VI, 
zwei Halbasymptoten und bei VII zwei Halbachsen des Achsenkreuzes. Als 
Gebietsgrenzen in der Ebene (¢) treten auf: durchwegs die Kurven (H) 
und (D); letztere enthalt als Bestandteil die uneigentliche Gerade. 


5. Beispiel. 
In Fig. 8 sind (analog zu Fig. 6) entsprechende Dreiecksnetze in (e*) 
und (¢) zum Typ VII dargestellt. Das geschwirzte Dreiecksgebiet von (e*) 
ist den vier geschwarzten Dreiecksgebieten von (¢) in der Weise zuzuordnen, 





Fig. 8. 


da8 gleichmarkierte Ecken sich entsprechen. Das Dreiecksnetz von («) 
entsteht aus dem Dreiecksnetz von (e*) durch einmalige ,,Unterteilung“. 
Jedem Punkt des ersten Quadranten von (e*) entsprechen vier zu den 
Achsen des Achsenkreuzes symmetrische Punkte in den vier Quadranten 
von (e); deshalb haben alle Geraden von (e*) Bildkegelschnitte in (e), 
deren Hauptachsen in den Achsen des Achsenkreuzes liegen, d. h. (projektiv 
verallgemeinert) das lineare Kegelschnittsystem (2) (§ 2, Nr. 2) umfaBt 
die Gesamtheit der Kegelschnitte mit gemeinsamem Polardreieck. 


§ 6. 

Die quadratischen Abbildungen mit zerfallenden Hillkurven (#1) 
in (e) und mit Fixpunkten. 

In diesem Paragraphen behandeln wir die quadratischen Abbildungen, 

bei denen die Hiillkurve (H) in (e) eine zerfallende Kurve dritter Klasse ist 

und bet denen ferner ein, zwei oder drei Fixpunkte vorhanden sind. 
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1. Parameterdarstellung einer rationalen bzw. zerfallenden Kurve 
dritter Klasse (vgl. § 5, Nr. 1). 


2. Die in dem linearen Kegelschnittsystem (2) der Ebene («) 
enthaltenen Geradenpaare. 


In § 5, Nr.2 haben wir die Anordnungen der Tangenten auBer acht 
gelassen, bei denen alle Geradenpaare durch gewisse feste Punkte hindurch- 
gehen. Wir wollen nun diese restlichen Abbildungen in diesem Para- 
graphen nachholen. Die festen Punkte, die allen Geradenpaaren gemeinsam 
sind, spalten sich von der Kurve dritter Klasse ab und sind Fixpunkte 
($ 2, Nr. 2) der quadratischen Abbildung. Die verschiedenen Fille sind in 
folgender Tabelle zusammengestellt, deren Anlage sich an die Tabellen von 
§ 5, Nr.1 und Nr. 2 anschlieBt: 





Kurve dritter Klasse Geradenpaare Fixpunkte 





Hyperbel 
+ Mittelpunkt 


Eine Kurventangente 
+ ein Durchmesser 


Mittelpunkt der Hyperbel 
(= 1 Fixpunkt) 








Kreis 
+ Mittelpunkt 


Mittelpunkt des Kreises 
(= 1 Fixpunkt) 











Parabel + uneigent- 
licher Parabelpunkt 


Uneigentlicher Parabel- 
punkt (= 1 Fixpunkt) 





a) Nullpunkt + 

b) c) die uneigentlichen 
Punkte eines senkr. 
Achsenkreuzes 


a) Eine Gerade durch den Null- 
punkt + uneigentliche Gerade 

b) c) Zwei rechtwinklige Gerade 
parallel zum Achsenkreuz 


Die zwei uneigentlichen 
Punkte des Achsenkreuzes 
(= 2 Fixpunkte) 








a) b) c) Drei uneigent- 
liche Punkte 


a) Eine Gerade durch den ersten 
uneigentlichen Punkt + un- 
eigentliche Gerade 

b) c) Eine Gerade durch den 
zweiten + eine Gerade durch 
den dritten uneigentl. Punkt 


Zweiter und dritter un- 
eigentlicher Punkt 
(= 2 Fixpunkte) 





a) Nullpunkt + 

b) c) die zwei uneigent- 
lichen Punkte eines 
senkrechten Achsen- 
kreuzes 





a) Eine Gerade durch den Null- 
punkt + uneigentliche Gerade 

b) c) Eine Gerade parallel der 
einen Achse + die andere Achse 
des Achsenkreuzes 





Nullpunkt + die zwei 
uneigentlichen Punkte 
des Achsenkreuzes 
(= 3 Fixpunkte) 


Die Zuordnung der Parameter auf die Geraden der Geradenpaare ist 


in der Zusammenstellung in § 6, Nr. 4 angegeben. 
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3. Die Hiillkurven (H) in (e), (7*) in (e*) und die 
Doppelpunktkurve (D) in (¢). 


Analog § 4, Nr.3 und § 5, Nr. 3 kénnen (H*) und (D) fiir eine vor- 
gegebene zerfallende Hiillkurve (H) berechnet werden. Dabei ergibt sich 









































\ 
\ 





Fig. 9. 


fiir (H*) eine rationale oder zerfallende Kurve dritter Klasse und fiir 
(D) eine rationale oder zerfallende Kurve dritter Ordnung. 
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4. Klassifikation der Abbildungen und Zuordnung entsprechender 
Gebiete von («) und («*). 


Aus der Tabelle in § 6, Nr. 2 ergeben sich sechs Abbildungstypen, die 
wir in drei Haupttypen VIII bzw. IX bzw. X = Abbildungen mit 1 bzw. 2 
bzw. 3 Fixpunkten zusammenfassen und in folgender Tabelle beschreiben, 
deren Anlage sich an die vorhergehenden Tabellen anschlieBt: 












































































Zahl der Oa * , 2 
Typus} Fix- (H") in (e") (#) in (e) (D) in (e) 
punkte ) 
Vill, 1 Einspitzige Kurve dritter Hyperbel + Mittelpunkt Kurve dritter 
Klasse mit uneigentlicher Ordnung mit dem 
Doppeltangente Hyperbel- 
22% Sin*t+ z¥ Sint (x, Cin 2¢ — x, Cof 2¢+ 2) mittelpunkt als 
—2x* Cof t=0 >< (a, Cof t+ 2, Sint) = 0 nicht isoliertem 
Doppelpunkt 
ozf=xz?—23, orfa2rei-z3+2,%,, orf =2,(z,—2,) 
VUI,} 1 | Dreispitzige Hypozykloide Kreis + Mittelpunkt Kurve dritter 
22% sin*t — xf sin ¢ (x, sin 2¢ — x, cos 2¢ + 2) Ordnung mitden 
+2* cost =0 < (x, cos t — xz, sin ¢) = 0 Kreie- 
das : . mittelpunkt als 
ext=f+2j, exf=22f+zf-2,2,, exf=a(2,—x,) | _ isoliertem 
Doppelpunkt 
Vill,; 1 Neilsche Parabel Parabel + uneigentlicher Parabelpunkt Parabel 
af+ taf —2e*x¥=—0 (x, +2tay+2t%x,)(x,—t2,)=0 | + Uneigentliche 
Gerade 
ezf=2,2,, gti =228—2,2,, esf =f 
IX, 2 a) Hyperbel a) Die zwei uneigentlichen Punkte Hyperbel 
+ b) Mittelpunkt +b) Nullpunkt eines senkrechten | + uneigentliche 
Achsenkreuzes Gerade 
a) 22% Coft+ 2a Sine a) (x, — a, +2, e*) (x, +2%,+2,¢7-') =0 
+a¥=0 
b) z*Gin + — 2* Gof £ = 0) b) (2 Gini -« Gof 5) =0 
. i 2 ° oo -. 
CLP = 2%, CMP =%y%®, ONS = zf—ap+axz 
IX, 2 |a) Parabel + b) uneigent- a) b) Drei uneigentliche Punkte Eine eigentliche 
licher Parabelpunkt Gerade + un- 
a) aP+tap+eef=0 | a) (2, +%+t2,)(x%,—2+6x,)=0 | eigentliche 
d 
b) z¥—t2* =0 b) (22, —ta,)% =0 Gerade ( _" 








pte 
ext =z} —2zj, 


ery = 22, %, 
(Forteetzung dieser Tabelle auf der n&chsten Seite.) 


* _ 92 
Ort, = 25 
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Typus =o 


punkte 























senkrechten Achsenkreuzes kreuzes + un- 
a) zfe'+a¥*=0 a) (2%, +2,e') 2, =0 eigentliche Ge- 
b) z#e'+2*=0 b) (x, +2, ¢e') 2, =0 rade 
c) afe'+ae=0 c) (%, +a, e') 2, =0 

OXF =%y%y, OU =%yX%,, OTS = 2% 


Zum Verstindnis der obenstehenden Tabelle vgl. die Bemerkungen 
zur analogen Tabelle in § 5, Nr. 4. 

Die Typen VIII,, [X,, X sind in der Fig. 9 (S. 751) in analoger 
Weise dargestellt wie die friiheren Typen in Fig. 7 und Fig. 5. Zum Ver- 
standnis der Figuren vgl. die Bemerkungen auf 8. 739 und 747, insbesondere 





Fig. 10. 


auch die Tabelle der Bezeichnungen auf 8. 747. Als Gebietsgrenzen in (¢*) 
treten auf: durchwegs die Kurve (H*), ferner bei VIII, und X die un- 
eigentliche Gerade, bei IX, die Asymptoten und bei X die Achsen des 
Achsenkreuzes. Als Gebietsgrenzen in (e) treten auf: durchwegs die Kurven 
(H) und (D) und ferner bei VIII, und IX, die Asymptoten. 

Die einzelnen Gebiete von (e*) sind bei VIII 3- bzw. 1-fach, bei 
IX 2- bzw. 0-fach und bei X durchweg 1-fach iiberdeckt. Die Abbildungen 
sind also bei VIII bzw. IX bzw. X (3,1)-deutig bzw. (2,1)-deutig bzw. 
(1,1)-deutig. Bei IX ist 1 , Ausnahmepunkt“ (= Hyperbelmittelpunkt bei IX,, 
uneigentlicher Parabelpunkt bei IX,), bei X sind 3 ,,Ausnahmepunkte“ 





(H™) in (e*) (H) in (e) (D) in (e) 


8 | a) Nullpunkt+b)c)dieun-| a) Nullpunkt + b) c) die uneigentlichen | Die zwei Achsen 
eigentlichen Punkte eines | Punkte eines senkrechten Achsenkreuzes| des Achsen- 
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= Nullpunkt + die beiden uneigentlichen Punkte des Achsenkreuzes) in 
der Ebene (e*) vorhanden (§ 2, Nr.2). Deshalb entsprechen in Figur 9 bei 
IX, dem Punkt 5 der Ebene (e*) neben dem Punkt 5 in (e) auch alle 
Punkte der uneigentlichen Geraden und bei X den Punkten 1, 2 bzw. 3 
der Ebene («*) neben den gleichbezifferten Punkten in (¢) auch alle Punkte 
der Geraden 23, 31 bzw. 12. Die Abbildungen X sind die sogenannten 
birationalen (Cremonaschen) quadratischen Verwandtschaften, die man viel- 
fach schlechthin ,,quadratische Abbildungen“ (§ 2, Nr. 2) nennt, die sich hier 
aber nur als weitgehende Spezialisierung der ,allgemeinen quacratischen 
Abbildungen“ (§ 2, Nr. 1) erweisen. 


5. Beispiel. 


In Fig. 10 (S.753) sind (analog zu den Fig. 6 und 8) entsprechende Drei- 
ecksnetze in (e*) und (e) zum Typus X (= birationale quadratische Ab- 
bildung ) dargestellt. Beide Dreiecksnetze sind hier dieselben; sie stimmen im 
Gegensatz zu Fig. 8 auch in der Maschenweite iiberein. Wie die Dreiecks- 
netze aufeinander zu beziehen sind, ist durch die Markierung der Eckpunkte 
der geschwarzten Dreiecke angedeutet. 


(Eingegangen am 11. 8. 1931.) 








Die Schnittpunktsiitze des projektiven speziellen 
Fiinfecksnetzes in ihrer Abhingigkeit voneinander. 


(Das A-Netz.) 
Von 
Ruth Moufang in Frankfurt a. M. 
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Einleitung. 


In einer friiheren Arbeit*) wurde bewiesen, daB alle Schnittpunktsitze 
des Mébiusschen Netzes aus dem einfachsten von ihnen folgen. Wir gehen 
jetzt von dem einfachsten Falle, dem projektiven Vierecksnetz, iiber z1 dem 
nichst komplizierten, dem projektiven speziellen Fiinfecksnetz, d.h. wir 
konstruieren aus fiinf Punkten 1, 2,3, 4,5, von denen drei, etwa 3, 4, 5, 
in einer Geraden liegen und der Punkt 5 nicht im Netz aus den 
Punkten 1, 2, 3, 4 enthalten ist, durch fortgesetztes Verbinden und Schneiden 
das projektive freie Netz n-ter Ordnung. Adjungiert man einen Schnitt- 
punktsatz, etwa den Satz des Pascal oder den Satz des Desargues, so 
werden jedesmal einige Punkte und Geraden dieses Gebildes zusammen- 
fallen. Bei dieser Reduktion des freien Fiinfecksnetzes gelangt keiner der 


*) R. Moufang, Zur Struktur der projektiven Geometrie der Ebene. Math. Annalen 
105 (1931), S. 536-601. 
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genannten Satze in seiner vollen Allgemeinheit zur Anwendung, da sie 
héheren Rang haben als 9. Die Schnittpunktsitze niedrigster Ordnung, die 
bei Adjunktion des Desarguesschen Satzes in dem Fiinfecksnetz auftreten, 
‘ sind folgender Spezialfall des Satzes vom 
vollstandigen Vierseit (Fig. 1). Ist: 





/ a =((13][24]), 

J ; a’ = ([13](25)), 
e =({1 4] [2 3}), 

had te ), 

? . é =(({ac]}(1 2}), 


wet. so liegen a’, c’ und d in einer Geraden. (Satz 1.) 


Dieser Schnittpunktsatz aus den fiinf Symbolen 1 bis 5, von denen 
drei linear abhangig sind, besteht aus 18 Zeichen (der Summe der Zeichen 
in a’, c’ und d); man zeigt leicht, daB es keinen nicht-trivialen Schnitt- 
punktsatz atis diesen Symbolen mit weniger Zeichen gibt. 

Wir stellen die entsprechende Frage wie beim Mébiusschen Netz: 
Folgen alle Schnittpunktsitze, die in dem Netz aus diesen (speziell ge- 
legenen) fiinf Grundpunkten vorkommen kénnen, d. h. alle Schnittpunkt- 
sitze vom Rang 9 aus dem obengenannten einfachsten im Netz auftretenden 
Schnittpunktsatz? (Aus dem Satz des Pascal folgen sie gewiB alle, ebenso, 
wie sich zeigen wird, aus dem Satz des Desargues.) Die Frage ist zu bejahen: 


Ebenso wie alle Schnittpunktsdtze vom Rang 8 aus dem einfachsten 
von thnen folgen, folgen auch alle Schnittpunktsdtze vom Rang 9 aus 
dem einfachsten Schnittpunktsatz vom Rang 9. 


Der Beweis liegt methodisch in derselben Richtung wie beim Mébius- 
schen Netz, namlich in einer geeigneten Algebraisierung des Netzes: 
man beweist, daB sich mit Hilfe des speziellen Vierseitssatzes Satz 1 auf 
der Geraden geometrisch innerhalb unseres Fiinfecksnetzes eine Rechnung 
begriinden la8t, die den kommutativen Zahlkérper R(a), wo a ein Para- 
meter ist, realisiert; man hat also alle Rechenregeln fiir rationale Funktionen 
in @ mit rationalen Koeffizienten nachzuweisen. Ferner zeigt man, dab 
die Koordinaten aller Netzpunkte, die auf einer Geraden liegen, einer 
linearen Gleichung mit Koeffizienten aus R(a) geniigen. Dann folgt in 
der Tat durch einen einfachen SchluB, da8 alle Schnittpunktsitze des Netzes 
aus dem zugrunde gelegten Schnittpunktsatz folgen. 

Wie man das Mébiussche Netz das ,rationale Netz“ nennt, so nennen 
wir — auf die entsprechende Algebraisierung innerhalb R (a) bezugnehmend — 
das mit dem Vierseitasatz reduzierte freie projektive spezielle Fiinfecksnetz 
das ,,A-Netz“. 
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Bei dem hier skizzierten Beweis wird sich im Vergleich zu dem ent- 
sprechenden Beweis fiir das Mébiussche Netz ein wesentlicher Unterschied 
bemerkbar machen: beim Mébiusschen Netz erforderte der Aufbau des Be- 
weises in groBem Ausma8 die Anwendung der vollstandigen Induktion. 
Das liegt an der Eigentiimlichkeit des zugrunde gelegten Schnittpunkt- 
satzes, keine Schnittpunktsitze mit mehr als vier unabhangigen Symbolen 
(also mit héherem Rang als 8) zur Folge zu haben (siehe § 4). Aus dem 
speziellen Vierseitssatz dagegen folgen Schnittpunktsitze von héherem Rang, 
z. B. der volle Satz vom vollstaindigen Vierseit, der den Rang 11 hat und 
einige spezielle Desarguessche Sitze, die den Rang 10 haben (siehe § 1). 
Diese Tatsache ist von weittragender Bedeutung: es zeigt sich namlich, 
daB in der Hilbertschen ,,Desarguesschen Geometrie“, die auf dem all- 
gemeinen Satz des Desargues aufgebaut ist, abgesehen von einer Stelle, 
namlich der Ableitung des assoziativen Gesetzes der Multiplikation, iiberall 
in den Beweisen der Rechenregeln die Anwendung des allgemeinen Desargues- 
schen Satzes durch geeignete Anwendung des Vierseitssatzes ersetzt werden 
kann. Ebenso folgt aus dem Vierseitssatz, daB nach Hinfiihrung eines 
ebenen Koordinatensystems allgemein die Koordinaten aller Punkte auf 
einer Geraden einer linearen Gleichung geniigen (siehe § 2). 

Der Nachweis der Gleichung a(bc) =(ab)c erfordert — auBer dem 
Vierseitssatz — die einmalige Anwendung des allgemeinen Desarguesschen 
Satzes. Solange es also nicht gelingt, diesen Schnittpunktsatz aus dem 
Vierseitssatz zu beweisen, ist auch in der auf dem Vierseitssatz aufgebauten 
ebenen analytischen Geometrie das allgemeine assoziative Gesetz der Multi- 
plikation nicht giiltig. Infolgedessen la8t sich in dieser analytischen 
Geometrie nur eine geringe Menge von Siatzen algebraisch beweisen. Die 
projektiven Verkniipfungssitze sind giiltig: da die linearen Gleichungen, 
die in der Hilbertschen Streckenrechnung den Geraden zugeordnet sind, 
die spezielle Form az +-y— b= 0 resp. x = b haben (siehe § 2, 6.), lassen 
sich zwei solche Gleichungen (mit verschiedenen Koeffizienten von x) stets 
eindeutig nach x und y auflésen, ohne von dem allgemeinen assoziativen 
Gesetz der Multiplikation Gebrauch zu machen. Entsprechend 1aBt sich 
algebraisch die Gleichung der Geraden durch zwei vorgegebene Punkte be- 
stimmen. Dariiber hinaus gelten in dieser Geometrie auch Schnittpunkt- 
sitze, und zwar zeigt sich, daB algebraisch mit den uns zu Gebote stehenden 
Hilfsmitteln die Giiltigkeit des Vierseitssatzes in dieser Geometrie beweisbar 
ist. Wir werden in einer weiteren Arbeit darauf zuriickkommen. Der all- 
gemeine Desarguessche Satz scheint algebraisch nicht beweisbar zu sein, da 
er die Anwendung des allgemeinen assoziativen Gesetzes erfordert; der 
Pascalsche Satz ist sicher nicht beweisbar. 

Wegen der beiden fehlenden Rechenregeln der Multiplikation — des 
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assoziativen und kommutativen Gesetzes — ist die aus dem Vierseitssatz 
flieBende Algebraisierung der Ebene in diesem Stadium noch nicht fiir unsere 
Zwecke brauchbar. Man hat die Aufgabe, die Parameter a,b,c,... der 
Hilbertschen Streckenrechnung so zu spezialisieren, da fiir sie auch das 
assoziative und kommutative Gesetz der Multiplikation mit dem Vierseitssatz 
beweisbar wird. Es zeigt sich, daB dies gerade dann méglich ist, wenn man 
fiir die in einer Geraden gelegenen Punkte 0,1, a, 6,c,... der Hilbertschen 
Streckenrechnung nur Punkte zulaBt, die zugleich dem aus 0,1,a@ und 
zwei beliehigen auBerhalb dieser Geraden gelegenen Punkten konstruierten 
Fiinfecksnetz angehéren. Dieser Nachweis erfordert die Anwendung der 
vollstaindigen Induktion, aber es wird sich zeigen, daB im wesentlichen 
nur einmal transzendente Schliisse gebraucht werden, naimlich zu dem 
Nachweis von a"a™ =a"*™ (nm, m ganz, a ein Parameter). Aus diesem 
Gesetz folgt dann unter Benutzung allgemeiner Satze und der fiir die 
rationalen Zahlen bewiesenen Rechenregeln das assoziative und kommutative 
Gesetz der Multiplikation fiir alle rationalen Funktionen von a mit rationalen 
Koeffizienten (§ 3). 

Die Anregung zu der vorliegenden Arbeit verdanke ich Herrn Dehn. 


o 


§ 1. 
Einige Schnittpunktsitze, die aus dem spezieilen Vierseitssatz folgen. 
(Hilfssitze.) 


1. Wir setzen im folgenden die Giiltigkeit der ebenen projektiven 
Axiome der Verkniipfung voraus. 

Wir beweisen zunachst, daB aus Satz 1 der volle Satz vom vollstdan- 
digen Vierseit folgt. (Siehe 1c.) 

a) «) Aus Satz 1 folgt zunichst durch zweimalige Anwendung, daf der 
Punkt a@ in Fig. 1 nicht nur auf einer Vierecksseite gleiten, sondern auch 
in einen beliebigen Punkt der Ebene verlegt werden darf. 

8) (Wir verwenden der Einfachheit halber in diesem Paragraphen das 
Symbol 5 auch fiir Punkte des Netzes 1,2, 3,4, da es uns hier auf eine 
Unterscheidung der einzelnen Netze nicht ankommt.) Aus Satz 1 folgt der 
in der ersten Arbeit') mit Satz II’ bezeichnete Schnittpunktsatz, namlich: 
ist das Viereck (1 2 3 4) gegeben und ist 


8 =(([5 7) (3 4]), 
3’ = ({2 8] [1 3]), 
4’=({1 8] [2 4}), 


so liegen 3’, 4',6 auf einer Geraden. (Fig. 2.) 


1) a.a.O. (siehe FuBnote *)), S. 559. 
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Beweis. Nach Satz 1 fiir das Viereck (2 3 5 6) liegen 9’,8 und 
14 = ({5 6] [1 4]) auf einer Geraden (man lasse 1 nach 9’ riicken). 

Daher liegen nach Satz 1 fiir das Viereck (1 9’ 14 6) (man lasse 5 nach 
13 = ((6 5) [1 8]) riicken), 13,4,9=—([{5 7] [1 2]) auf einer Geraden, 
und daher, wenn im Viereck (5 1139) 6 nach 14 geht, 3, 4',14 auf 











Fig. 2. 


einer Geraden, und schlieBSlich nach «), wenn im Viereck (5 4 7 3) 2 nach 6 
riickt, liegen 3’, 4’, 6 auf einer Geraden, q.e. d. 


y) Aus Satz 1 folgt, daB, wenn 7’ ein beliebiger Punkt auf der Neben- 
seite [5 7] des Vierecks (1 2 3 4) und 


3’ = ({2 7’] [1 3]), 
4’= ({1 7’] [2 4}) 


ist, 3’,4’,6 auf einer Geraden liegen. (Satz 2’.) 


Sei (Fig. 3) 
4” = ([3’ 2] [8 4]), 
10’ =([{1 4”] [3’ 4’]), 
5° = ((1 3] [2 10’}), 
10 =([3 4] [2 10’}) 


Nach Satz 1 fiir das Viereck (1 2 3’ 4’) (man lasse 5 nach 5’ riicken) 
liegen 5’ 4” 9 auf einer Geraden und aus demselben Grund — man lasse 
im Viereck (1 2 3 4) 5 nach 5’ gehen — 5’, 7 =([2 3] [1 10]) und 9. 
Also liegen 5’ 4” und 7 auf einer Geraden; daher geht wegen #) (Satz II’ 
fiir das Viereck (1 2 3 10)) [3’ 10] durch 6, q.e.d. 

6) Aus Satz 1 folgt weiterhin, dap, wenn 4’ ein beliebiger Punkt auf 
[2 4] wnd ((6 4°] [1 3]) = 3’, 7’=(1 4°] [2 3°]) det, 5,7, 7’ auf einer 
Geraden liegen (Satz 2). 
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Beweis. Sei (Fig. 4) 


({3’ 4°] [5 7]), 
({1 8”) [2 4}), 


Pu 
4” =—([1 

3” = ([2 8"] [1 3)) 

dann liegen nach y) 4”,3” und 6 auf einer Geraden. Also liegen nach 
Satz 1, wenn im Viereck (5 6 3” 2) 1 nach 9=([{5 7] [1 2]) geht, 








Fig. 4. Fig. 5. 


9, 4’ und 14” = ([5 6] [1 4”]) aufeiner Geraden. Ist also 7’=({1 4’] [9 5]), 
so liegen nach Satz 1, wenn im Viereck (195 14’) 6 nach 2 geht, 
; 3’, 7’ und 2 auf einer Geraden, d. h. es 

: gehen [2 3’], [1 4’] und [9 5] durch 
einen Punkt 7’= 7’, q.e.d. 

b) Aus Satz 2 folgt Satz 1, d.h. 
ist 4’ ein beliebiger Punkt auf [2 4] 
und 3 = ({1 4’] [3 4]), so liegen 4’, 
9 und 7 =({2 3] [1 4]) auf einer Ge- 
raden. (Fig. 5.) 

Beweis. Nach Satz 2 fiir das Vier- 
eck (1234) liegen 3’ = ((64'] [13}), 
7’=({1 4’] [5 7]) und 2 auf einer 
Geraden. Sei 4” =([7' 6] [2 4]) und 
10 = ({14”][27°]). Dann liegen nach 
Satz 2 fiir das Viereck (1 234) 4’, 10 und 7 auf einer Geraden. Andrer- 
seits liegen aber auch 4’, 10, 9 auf einer Geraden (Fig. 6): 

Nach Satz 2 fiir das Viereck (3’5 7’ 4’) liegen 2, 8’ und 11=({7’ 4”) [4’ 10]) 
auf einer Geraden; nach Satz 2 fiir das Viereck (1 3’ 2 4") liegen 7’, 6 
und 11 = ({9 4’] [8’ 2]) auf einer Geraden, also ist wegen der Eindeutig- 
keit der Verkniipfung 11 = 11, d.h. es liegen 4’ 11 und 9, also auch 
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4’, 10 und 9 in einer Geraden. (Dies ist der in der ersten Arbeit mit 
Satz I bezeichnete Schnittpunktsatz.) Da auBerdem 4’, 10, 7 in einer Ge- 
raden liegen, so folgt, daB auch 4’, 7, 9 auf einer Geraden liegen, q.e.d. 

Aus a) und b) folgt, da die Sdtze 1 
und 2 miteinander dquivalent sind. 

c) SchlieBlich folgt aus Satz 1 (und 
ebenso aus Satz 2) der allgemeine Satz 
vom vollstindigen Vierseit: ist (4’ 3’] eine 
beliebige Gerade +([4 3] durch 6 und 5’ 
ein beliebiger Punkt + 5 der Ebene auBer- 
halb von [3’ 4’], der weder auf [3 4] 
noch auf. {1 2] liegt, so liegen 5’ und 
7’ =({1 4’] [2 3’] mit 9 =([5 7] [1 2]) 
auf einer Geraden. (Fig. 7.) 

Beweis. Sei 


4” = ((24'](43]), 3” =((13'](34)), 
7” = ({2 3")(4" 1) ce! 





Dann liegen nach Satz 2 9 =([5’7'](1 2]), 7” und 5’ auf einer Geraden. 
Also liegen nach Satz 1 fiir das Viereck (1 2 3 4), 5,7 und 9 auf einer 
Geraden, also ist 9 = 9, q.e. d. 

Da aus dem allgemeinen Vierseitssatz wieder die beiden speziellen Vier- 
seitssdize 1 und 2 folgen, so ist der erstere mit jedem der beiden letzteren 
dquivalent, wenn man die projektiven Verkniipfungssdtze voraussetzt. 


2. Jeder der beiden speziellen Vierseitssitze 2 und 1 ist gleichbedeutend 
mit einem speziellen Desarguesschen Satz, nimlich, daB zwei per- 
spektiv liegende*) Dreiecke 1 4 4’ und 2 3 3’, von denen jedes eine Seite 
durch eine Ecke des andern schickt, auch axial liegen (Satz 2), und ebenso, 
daB die axial liegenden Dreiecke 277’ und 15 4’, die derselben Be- 


schrankung der Lage unterworfen sind, auch perspektiv liegen (Satz 1). 
(Fig. 8 und 9.) 


Man kann fragen: sind dies die einzigen Spezialfialle des Desarguesschen 
Satzes, die mit dem Vierseitssatz beweisbar sind? Wir werden sehen, daf 
es eine Menge spezieller Desarguesscher Sdtze gibt, die aus dem Vierseits- 


satz (also auch aus Satz 1) folgen, ndmlich alle vom Rang 9 und einige 
vom Rang 10. 


*) Wir sagen, zwei Dreiecke A BC und A’ B’ C’ liegen perspektiv, wenn die 
Geraden [A A’], [B B’}, [C C’} durch einen Punkt gehen, und entsprechend: zwei 
Dreiecke ABC und A’ B’ C’ liegen axial, wenn die Punkte ({A B}[A’ B’}), 
({B C} [B’ C’)}), ({C A] [C’ A’) auf einer Geraden liegen. 

Mathematische Annalen. 106. 49 
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Wir beweisen zunichst eine sehr naheliegende Veraligemeinerung 
des (speziellen) Desarguesschen Satzes 2, namlich die, bei der die 
Ecke 2 von der Seite [4 4’] gelést ist, d. h. wir beweisen: die mit dem 











Fig. 8. 


Zentrum 6 perspektiv liegenden Dreiecke 1 4 4’ und 2 3 3’, wobei 1 auf 
[3 3°] liegt, liegen axial, d. h. 5,7,7’ liegen auf einer Geraden. (Dieser 
Desarguessche Satz hat den Rang 10.) 
(Fig. 10.) 
Beweis. Sei 
a = ((4' 4)[1 2), 
9 =((14)[32), 9 =((14')[3'2'), 
4” =((34][52)), 3”=((8' 4'}[5 2), 
g =((14"}[32), 8’ =((18"][3'2). 
Dann liegen nach Satz 2 fiir die 
Vierecke (12 34”) und (1 23” 3’) 
resp. (1 2’ 34) und (1 2’ 3’ 4’) die 
Punkte 5 8 8° resp. 599" je auf 
, einer Geraden. Ebenso liegen nach 


I 








Satz 2 fiir die Vierecke (1 2 3 4”) 

und (1 2’34) resp. (1 2 3° 3”) 

und (1 2’ 3’ 4’) die Punkte 6 8 9 resp. 6 8’ 9’ je auf einer Geraden. 
Ist ferner 


10=({3 4"}(8 5]),  10’=({8" 8”) [8” 5]) = ((3" 8) [8 5)), 





so sind, da {6 10 3 4”} und {6 10’ 3’ 8”} harmonische Quadrupel sind, 


auch 


{9871} mit 8=([{58][1 7) 


und 


{9'8'7’1} mit 8’=([5 8] [1 7’) 
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harmonische Quadrupel, denn sie entstehen aus jenen durch Projektion 
von 8 resp. 8’ aus*). 


Projiziert man also die harmonischen Quadrupel {1 7 78 9} und 
{1 7’ 8° 9’} von 5 aus miteinander, so folgt, daB auch than 7’) durch 5 
geht, wie behauptet wurde. (Satz 3a.) 

Wir bemerken, da8 in diesem Beweis zugleich der Satz enthalten ist, 
daB die (nach Vor.) axial liegenden Dreiecke 3 7 4 und 3’ 7’ 4’ perspektiv 
liegen; dies ist wieder ein spezieller Desarguesscher Satz, denn die beiden Drei- 
ecke liegen so, daB ein Schnittpunkt entsprechender Seiten — nimlich 1 — 
zugleich auf einem Strahl liegt, der 
zwei Ecken verbindet, namlich 3 und 3’. 
Wir bezeichnen diesen Satz mit Satz 4b. 
(Er hat ebenfalls den Rang 10.) Wir 
beweisen jetzt die Umkehrung von 
Satz 3a: 

Vor.: 5, 7’, 7 in einer Geraden. 
(Fig. 11.) 

Beh: [1 2], [3 4], [3’ 4’] durch 
einen Punkt. (Satz 3b.) 

Beweis. Die Dreiecke 37 10 und 
3’ 7’ 10’ liegen nach Konstruktion 
axial, also liegen sie nach Satz 4b 
auch perspektiv, d. h. [10 10°] geht 
durch 5. Daraus folgt nach Satz 2’ fiir die Vierecke (1634) und 
(1 6 8’ 4’), daB [3’ 4’] durch den Schnittpunkt von [1 2] und [3 4] 
hindurchgeht, q.e.d. Damit ist zugleich die Umkehrung von Satz 4b 
bewiesen, namlich daB die perspektiv liegenden Dreiecke 3 7 4 und 3’ 7’ 4 
auch axial liegen (Satz 4a). 








Fig. 11. 


8. Aus Satz 4b folgt der sog. kleine Desarguessche Satz‘), nam- 
lich daB zwei perspektiv liegende Dreiecke, wenn das Zentrum auf der 
Verbindungsgeraden von zwei Schnittpunkten entsprechender Seitenpaare 
(Achse) liegt, auch axial liegen (und umgekehrt) (Fig. 12): 


Vor.: Die Dreiecke 1 2 3 und 1’ 2’ 3’ sind perspektiv vom Zentrum 0 
aus, wobei 0 auf [4 4’] liegt mit 4 = ({1 3] [1' 3’]), 4° =([2 3] [2° 3’)). 


*) Durch zweimalige Anwendung des Vierseitesatzes folgt, wie unmittelbar er- 
sichtlich, daB {A’ B’ C’ D’} ein harmonisches Quadrupel ist, falls es zu dem har- 
monischen Quadrupel {A B C D} perspektiv ist. Ebenso einfach folgt (siehe z. B. 
Reye, Geom. d. Lage I), da8 mit {A B C D} auch {C D A B} ein harmonisches Qua- 
drupel ist. 

*) Siehe Hessenberg, Begriindung der elliptischen Geometrie, Math. Annalen 61. 
49* 
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Beh.: [1 2] und [1' 2’] schneiden sich auf [4 4’]. Dies folgt sofort 
aus Satz 4b fiir die Dreiecke 4 1 1’ und 4’ 2 2’; sie liegen axial, also per- 
spektiv. —- Ebenso beweist man die Umkehrung. 

Da umgekehrt aus dem kleinen Desarguesschen Satz der Satz 4 folgt 
und aus diesem wieder der Satz 1 (als 
Spezialfall von Satz 4), so sind der 
kleine Desarguessche Satz und der Vier- 
seitssatz miteinander dquivalente Satze. 


4. Sind zwei axiale Dreiecke 1 2 3 
und 1’ 2’ 3’ (die Achse sei die unend- 
lich ferne Gerade g, der Zeichenebene, 
Fig. 13) so gelegen, daB [1 3}, [1' 3’] 
und {4 5], wobei 4=([2 3] [1 1’), 
5 = ({1’ 2’] [3 3°]), durch einen Punkt 
gehen, so liegen sie auch perspektiv. 

Beweis. Man zeichne das zu 1 2 3 axial liegende Dreieck 4 6 5 mit 
g.. ais Achse, dann liegen nach Satz 3b diese beiden Dreiecke auch per- 
spektiv, d. h. 0 = ({1 1] [3 3’]), 2, 6 liegen in einer Geraden. Da nun 
die Dreiecke 4 5 6 und 1’ 3’ 2’ nach Konstruktion ebenfalls axial liegen, 














Fig. 13. Fig. 14. 


so liegen sie wieder auf Grund von Satz 3b perspektiv, d. h. auch 0, 6 
und 2” liegen in einer Geraden, also auch 0, 2 und 2’, q.e.d. Wir be- 
zeichnen diesen 10 Parameter enthaltenden Desarguesschen Satz mit Satz 5b. 
Ebenso zeigt man die Umkehrung (Satz 5a), daB die perspektiv liegenden 
Dreiecke 1 2 3 und 1’ 2’ 3’, sofern [1 3], [4 5] und [1’3’] durch einen 
Punkt gehen, auch axial liegen. 

5. Entsprechend ist mit dem Vierseitssatz folgender spezielle Desargues- 
sche Satz (vom Rang 10) beweisbar (Fig. 14): Die Dreiecke 1 2 3 und 
1’ 2’ 3’ mégen perspektiv liegen, und es sollen [1 3], [1’ 3’] und [2’ 4], 
wobei 4 = ({2 3] [1 1']), durch einen Punkt gehen; es ist zu zeigen, dab 
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sie axial liegen, d. h. daB, wenn der Einfachheit halber [1 2] parallel zu 
{1° 2’) (im Zeichen {1 2] |] [1°2’}) und [1 3) || [1°3’] angenommen wird, 
auch [2 3] || [2’ 3’] ist. 

Beweis. Ist 4 6 5 das zu 1 2 3 perspektive Dreieck, in dem {1 2] || [4 6] 
ist, so folgt aus Satz 3a, daB auch [2 3%] | [5 6] ist. Da auch die Drei- 


ecke 456 und 1’ 3’ 2’ perspektiv liegen, 
so folgt nach demselben SchluB, daB auch 
[5 6] | [2' 3°], also auch [2 3] || [2'3’] 
ist. (Satz 6a.) Entsprechend beweist 
man die Umkehrung. 


6. SchlieBlich gebrauchen wir im fol- 
genden noch einen speziellen Desargues- 
schen Satz vom Rang 9 (Satz 7): Liegen 
die Dreiecke 1 2 3 und 1’2’3’ per- 
spektiv und gehen auBerdem die vier Ge- Px 
raden [1 2], [1’2’}, [1 2], [1’ 2’) durch . 
einen Punkt 4, wobei 1 = ({1 1'][2 3), 

2 = ({2 2’][13]) ist und entsprechendes fiir 2’ und 1’ gilt, so liegen die 
Dreiecke auch axial, d. h. [23] und [2’3’] schneiden sich auf der Ver- 
bindungsgeraden von 4 = ({1 2] [1° 2’]) und 5 = ({1 3] [1’ 8’]). (Fig. 15.) 

Beweis. Ist 7=({1 2]{03]), 7’=({1’ 2] [0 3’]), so sind {4 7 1 2} 
und {4 7’ 1’ 2’\ harmonische Quadrupel; man projiziere das erste von 3 aus, 
das zweite von 3’ aus auf [4 5]. Dadurch erhilt man die harmonischen 
Quadrupel: {4 8 5 9} resp. {4 85 9°}, wobei 
8 = ([3 3’] [45}) ist, also folgt wegen der Ein- 
deutigkeit des vierten harmonischen Punktes 
9’= 9 = ([4 5] [2 3]) = ([45] (2’3’]), qed 

7. Das Problem, die simtlichen aus dem 
Vierseitssatz folgenden speziellen Desargues- 
schen Satze anzugeben, ist noch nicht im ent- 
ferntesten gelést (vgl. die Zusammenfassung ); 
wir beschrinken uns daher auf diese etwas 
willkiirliche Aneinanderreihung von Fiillen, die 
nur als Hilfsmittel fiir die folgenden Beweise zu betrachten sind. — Von den 
speziellen Pascalschen Siatzen, die der Vierseitssatz zur Folge hat, be- 
weisen wir hier nur denjenigen, bei dem die Pascalsche Gerade durch 
den Schnittpunkt der beiden Punkttripeltrager hindurchgeht 
(siehe z. B. Pasch-Dehn, Vorlesungen iiber neuere Geometrie, 8. 228) (wir 
werden ihn ebenfalls im folgenden gebrauchen): 

In dem Sechseck 1 2 3 4 5 6 (Fig. 16) mégen sich die Seiten {1 2], 











Fig. 16. 
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[4 5] und [3 4], [61] in resp. den Punkten 6 und 7 schneiden, die mit 
0 in einer Geraden liegen. Um zu zeigen, daB sich auch [2 3] und [5 6] 
auf dieser Geraden in einem Punkt 8 schneiden, schlieBt man zunichst, 
daB sich [2 5], [14] und [3 6] in einem Punkt 9 schneiden, wie sich 
unmittelbar aus dem Satz 2’, angewandt auf das Viereck (1 4 2 5), ergibt, 
es ist also {2 5 9 9’}, wobei 9’=((0 6] [2 5]), ein harmonisches Qua- 
drupel; erzeugt man dieses mit Hilfe des Vierecks (2 5 3 6), so gibt der 
Satz 2 sofort die Behauptung. 


§ 2. 
Die Hilbertsche Streckenrechnung und der Satz vom vollstandigen 
Vierseit. 

Wir untersuchen jetzt, wie weit sich die in den Grundlagen der Geo- 
metrie“ (Kapitel V, 7. Auflage) von Hilbert unter Zugrundelegung des all- 
gemeinen Desarguesschen Satzes aufgebaute Streckenrechnung mit dem 
Vierseitssatz entwickeln laBt (also mit dem speziellen Desarguesschen Satz 1). 

1. Addition. 

a) Gegeben sind zwei feste Geraden x und y durch einen festen Punkt 0 
und eine feste nicht durch 0 gehende Gerade, der Einfachheit halber etwa 
die unendlich ferne Gerade der Zeichenebene (g,,). Auf x und y sind die 














oe 4 rr 
Fig. 17. 


Punkte X, und Y, ein fiir allemal fest. Sind X, und X, irgend zwei Punkte 
auf x, so definieren wir X, + X, durch folgende Operation (Fig. 17): Ist X der 
Schnittpunkt der Geraden x und g.. (ebenso Y der Schnittpunkt der Ge- 
raden y und g,,), so zeichne man die Gerade [Y, X}; ist P= ({X, Y] [Y, X]}), 
so trifft die Parallele durch P zu [Y, X,] die Gerade z im Punkt X, + X, = X,,. 
Wir beweisen zunichst, daB bei dieser Konstruktion die Gerade [Y, Xx] 
durch eine beliebige Gerade durch X ersetzt werden darf, 4d. h. ist 
P’ = ([{X, Y] [YX]) (Fig. 18), so sind [Y X,] und [P’X,] parallel. Dies 
folgt sofort durch Anwendung des kleinen Desarguesschen Satzes ($1, 3.) 
auf die Dreiecke X,¥,¥Y und X,PP’. 
b) Die Giiltigkeit der Relation 
x, + X, = X, + xX, 
bedeutet, daB die Geraden [Y X,] und [QX,] parallel sind (Fig. 19), wobei 





Fig. 19. 
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Q =({X, Y](¥X]). Dies folgt durch Anwendung des in § 1, 7. bewiesenen 
speziellen Pascalschen Satzes auf das Sechseck X, YX, PX,Q. 

c) Auf « seien die Punkte X,, X,, X, beliebig gegeben, man kon- 
struiere nach a) X,=—(X,+X,)+X, und X,>X,=X, (Fig. 20); es ist 
also, wenn X, + X,=— X, ist, 

(OY) || (X,P)} || (X.@), 
(YX) (PX), ([¥%,]||(0X,], 
[YX] | [@X,). 
Ist R= ({¥X]{¥YX,], so ist [RX,]||(¥X,], denn nach dem kleinen 
Desarguesschen Satz (§1, 3.) fiir die Dreiecke Y, X,, M=([YX,]}[X, P]) 


44 My 4 4% 
Fig. 20. Fig. 21. 














und Q, X,, M’=((QX,][X,R]), ist [MM’] || [YX], dh. die Dreiecke 
P, M. X, und R, M’, X, liegen perspektiv, also nach demselben Satz auch 
axial. Das Resultat [PX,] || [R X,] besagt wegen 
[PX,) || [YX,): 


(X, + X,) +X, = X, +(x, F X,). 


d) Ist X, ein beliebiger Punkt auf z, Y ein 
Punkt auf y und [X, Y] || [X,Y,], so bezeich- 
nen wir den Punkt Y mit Y, (Fig. 21). Ist 
E = ({X Y,)[¥X,]), so schneiden sich [X, Y] 
und [Y, X] auf [OZ], wie sich sofort durch An- 7 x ty Age; 
wendung des Satzes 2 auf die Dreiecke X,, X,, Y, Fig. 22. 

Y,, ¥,, X ergibt. Wir beweisen jetzt, daf die 

festen Geraden x und y in bezug auf die Operation der Addition (+) 
vertauschbar sind (Fig. 22), d. h. mit Riicksicht auf a), daB die Gerade 
[PQ], wobei P= ((X,¥][¥, X]) und Q=(({X, Y][Y¥,X]), parallel ist 
zu {X,¥,]: mach dem eben Bewiesenen liegen O, A = ([X, Y][Y,X]) 
und B=({X,Y][¥,X] in einer Geraden, so daB Satz 1, angewandt 
auf die (axial liegenden) Dreiecke Y,, Y,Q und » X,P. sofort die 
Behauptung ergibt. 
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2. Multiplikation. 

a) Es wird fiir beliebige Punkte X, und X, X,@) X, durch folgende 
Operation definiert (Fig. 23): Die Parallele zu { X, Y,] durch Y, schneidet die 
Gerade x im Punkt X,¢> X,= X,. 
Bei dieser Operation sind die 
Geraden x und y miteinander 
vertauschbar (Fig. 24): ist 
(X,Y) (4. ¥.) | (4%) |X, YI, 











vm \) \\ [X,¥,] | (¥,%,], 
Chih ehh 0 b ah %, 80 ist auch 
Fig. 23. Fig. 24. (X,Y) | (X, Y,]. 


Beweis. Nach zweimaliger Anwendung von Satz 2 liegen die Punkte 
O, M,=((¥,X,)(4,¥,), M.=((Y, X,] [ X, Y,)}) 
auf einer Geraden, woraus durch Anwendung des Satzes 7 auf die Dreiecke 
X,, M,, Y, und X,, M,, Y, die Behauptung folgt. 

Es gilt trivial: X,Q X, = X,0 X, = X,,. 

b) Da8 diese Multiplikation kommutativ ist, kann aus dem Vierseits- 
satz sicher nicht bewiesen werden, denn die Vertauschbarkeit der Faktoren 
folgt nicht aus dem Satz des Desargues, wie Hilbert gezeigt hat, und der 
Satz vom vollstindigen Vierseit ist eine Folge des Desarguesschen Satzes. 

c) Die Giiltigkeit des assoziativen Gesetzes fiir die Verkniipfung © 
bedeutet, daB in Fig. 25, in der 


(¥,X,] || [¥.X,], 


wobei 
X,=X,06<,, 
seal (Y,X,) i {¥.X,], 
wobei 
X,-X.O4X, 


Xx, “tt (X,D X, i D X., 
[Y, X,) | (¥,%,] 
ist, auch [Y,X,] || [¥, X,] ist. 


Dies ist gleichbedeutend mit der Giiltigkeit des allgemeinen Desargues- 
schen Satzes: ist 


M=((Y,X)][{X,¥}]), M’=((¥.X](X,Y)), 


so liegen nach Fig.21 O, M und M’ in einer Geraden, also sind nach Satz 4a 
fiir die Dreiecke Y,, X, M und Y,, X,, M’ die Geraden [X, M’) und [X, M] 


q 





4y 
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parallel; nach demselben Satz fiir die Dreiecke X,, Y,, M und X,, Y,, M’ 
sind auch [¥,M] und [Y,M’] parallel. Damit hat man in Y,, X,, M und 
Y,, X,, M’ zwei perspektiv liegende Dreiecke, bei denen zwei Seitenpaare 
parallel sind, es ist zu zeigen, da$ auch das dritte Seitenpaar parallel ist. 
Man iiberzeugt sich leicht, daB die beiden Dreiecke keiner Beschrankung 
der Lage unterworfen sind, da man zu irgend zwei perspektiven Dreiecken 
Y,, X,, M und Y,, X,, M’ stets riickwirts die Fig. 25 mit Hilfe des Vier- 
seitssatzes konstruieren kann. 

Bei diesem Beweis wird der allgemeine Desarguessche Satz einmal ge- 
braucht. Hilbert gebraucht dagegen bei seinem Beweis des assoziativen 
Gesetzes zweimal den allgemeinen Desarguesschen Satz: aus der axialen 
Lage der Dreiecke Y,, N, X, und Y,, N’, X, folgt, daB O,N und N’ in 
einer Geraden liegen, die Dreiecke Y,, N, x, und Y,, N’, Xx, liegen also 
perspektiv, daher auch axial. 

Einstweilen ist die Frage noch unbeantwortet, ob der allgemeine 
Desarguessche Satz (vom Rang 11) aus dem Vierseitssatz folgt oder nicht. 

d) Wir beweisen jetzt mit Hilfe des Vierseitssatzes einige im folgenden zu 
gebrauchende speziellen Fille des assoziativen Gesetzes der Multi- 
plikation. In diesen Spezialfillen ist der Punkt X, nicht willkiirlich, 
sondern durch eine neu einzufiihrende Operation (?) durch die Punkte 
X, und X, bestimmt. 

«) Wir definieren allgemein X,? X, durch folgende Operation (Fig. 26): 
die Parallele durch Y, zu [X, Y,] trifit die Gerade x im Punkt X, ? X, = X;,. 
Auch bei dieser Operation sind nach demselben Schlu8 wie in Fig. 24 die 
Geraden x und y vertauschbar, wovon wir im fol- 
genden in einem fort Gebrauch machen werden. 
Aus der Definition folgt trivial 


(X,°X,) DB X, = X,. 
Fiir X, = X, ist insbesondere 
X,:X,=, 04th A 
und fir X,= X, ist Fig. 26. 
X, @ X, = (X,°X,) PX, = X, P(X, 2 X,) =X, PX, = X,, 
X,: Xy = X, F(X, 7 X,) = X,. 


Ferner folgt aus der Definition mit Riicksicht auf die Vertauschbarkeit 
der Geraden x und y: 


4 


3 


X,2(X,2 X,) = X,: X,. 
B) Wir beweisen jetzt folgende Beziehung: 
X,=X,1X,=X,@(X,!%,) = X,OAp- 
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In Fig. 27 ist 
(¥, X,) | (7%), 
(Y,X,) || (%,X.), 
(X,¥,) | (42%) (4 2) | (4%). 
Es ist zu zeigen: 
(¥,X,) | (¥, X,)- 
Ist 
M=((¥,X,)(¥,X,]), M'=((¥,X,][¥,%)), 


so folgt nach Satz 3b fiir die Dreiecke QM X,Y, und AM’X,Y,, dab 


1 


O, M und M’ in einer Geraden liegen, daher sind nach Satz 3a fiir die 








Fig. 27. Fig. 28. 


Dreiecke A MY,,Y, und AM Y,X, die Seiten [Y, X,] und [¥, X,] par- 
allel, q. e. d. 
y) Ist X, BX, =X, PX,, so ist auch 
X, = X,: X,=(X,'X,) OX, = XOBX,- 
Beweis. Nach Voraussetzung ist in Fig. 28 
(YX) (4%) CX), (%aXi) | (% XI: 


wegen der Voraussetzung X,() X,— X, X,= X, ist ferner [X, Y,) | [X,Y,]. 
Ist daher 
M=((Y,X,)(¥,X,]), M’=((¥,.X,)(¥,%,]), 

so liegen nach Satz 3b fiir die Dreiecke (X,MY, und AX,M'Y, die 
Punkte 0, M, M’ in einer Geraden, also sind nach Satz 3a fiir die Drei- 
ecke A X,MY, und AX,M’Y, die Seiten (X,Y,] und [X, Y,] parallel; 
wegen [ X,Y, || [X,X,,-] ist also auch [Y, X,,] || [¥, X,], was zu zeigen war. 

6) Aus der Definition der Operation (?) folgt trivial (Fig. 29), werin 

= X,iX,, ist, 

X,O(XPX,) = (X, OX) OGX=4X, 
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also wegen X,' X,,— X, auch 
X, DB (Xe GX) = (XG Xv) BX, = &,- 
Um auch die Giiltigkeit von 
(X, @ X,) ® xX, ‘ X, @ (X, SP) X,) _ X, 
nachzuweisen, hat man 
zu zeigen, daB in Fig. 30 
[X, Y.} || (X.Y, ]; das folgt 4 
durch dieselben Uberle- 
gungen wie in Fig. 27. y 
Aus der letzten Gleichung 
folgt auch: 
(X,GBX) PX, 0 & & i797) 
= X06 (X, BX.) = X. Fig. 29. Fig. 30. 
e) Aus diesen letzten Beziehungen folgt durch dreimalige Anwendung, 
wenn man X,@)X,=X,, X,:(X,PX,) = X,, setat: 
X, OX.= X,, 
(X, @ X,) @ x, — XD (X.@ X,) ee X,-@xX,= xX 9 
(X., SP) X,) ® Xy og? X.. @ (X, SP) X,) a Xy ® X,’ ’ 


X,?(X,DX,) = X, = (Ai: X,) BAL Xe) = Xy DX 








d. h. 











0 ae & ] yh 4% Mth, 
Fig. 31. Fig, 32. 
(siehe Fig. 31). Ist speziell X,@ X,= X,@4X,, so gilt: 
X,?(X,@ X,) = (X, 7 X,) P(X? X,)- 
3. Die beiden distributiven Gesetze. 
a) Das erste distributive Gesetz: 


X,@ (X, + X.) ay (X,@ X,) + (XH X,)- 
Mit Riicksicht auf 1a, 1d, 2a geniigt es zu zeigen, daB in Fig. 32 die 
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Gerade [PP’], wobei 
P=((X,¥)(Y,X)), Y,=Y.@Y,, 
P’ = ((X, Y)(Y,X)]), Y= YOY, 
ist, der Geraden |X, Y,] parallel ist (nach Konstruktion ist 
(X, ¥.) il (%, ¥,] | (X.¥,))- 
Dies beweist man durch dieselben UCherlegungen, wie sie in Fig. 22 (1d) 


angewandt wurden. 


b) Das zweite distributive Gesetz: 


(X, f XxX. JD x.= X, ; X,j)+ (X, t ) X,). 


Es geniigt aus demselben Grund wie 
bei a), zu zeigen, daB in Fig. 33, 
in der 
Q=([Y,X)(X, ¥)), 
Q’=([Y,X)](X,¥]), ¥,=Y¥.@Y,, 
————ye ([@Y,) U(X, YI (0'%,) 1 (X.¥,], 
/ Y,=Y,04, 











/ 
/ ist, auch 
fi ALY (X, ¥,) 4 (X, ¥,) 
\ / ist: nach Fig. 21 fiir die Dreiecke X, Y,Q 
| und X,Y,Q’ liegen O,Q und Q’ in 
/ einer Geraden, daher liegen nach Satz 4a 
i, die Dreiecke X,, Q, Y, und X,, Q’, Y, 
Fig. 33. axial, d. h. es ist [X,Y,]} |] [X,Y,], 
q. e. d. 


4. Die Verkniipfung @ zwischen Punkten, von denen einer 
einen rationalen Index hat. Wir beweisen jetzt, dap, wenn ein Punkt 
einen rationalen Index hat, sowohl das kommutative als auch das assozia- 
tive Gesetz fiir unsere Verkniipfung G erfiillt ist, d. h. bei dieser speziellen 
Verkniipfung treten nur mit Hilfe des Vierseitssatzes beweisbare Spezial- 
falle des Pascalschen und Desarguesschen Satzes auf. 


a) Man konstruiere aus den vier Punkten O, X,, ¥Y,, 2 nach der De- 
finition von Seite 766 der Reithe nach die Punkte 


X,+X,=, 
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Aus den beiden distributiven Gesetzen folgt dann mit vollstandiger Induk- 
tion fiir ganzzahliges n und beliebiges a wegen X,=— X, PX, = X,@ X, 
X,O06X,= X,0 X,. 
b) Mit denselben Hilfsmitteln zeigt man 
X,B(X, BD X,) = (X, BX,) PX,, 
X,0(X, GBX,) = (XE X,) SK,, 
X,D(X,0 X,,) = (XG X,) P FX, 
c) Es folgt fiir —— m 
{(X,?X,,) BX} OX, = (X,? X,,) B(X,PX,). 
Es ist namlich 
X,@ ((X?X,) B(XOX)} = (XD (X X,)} B(KLOH) 
= {(X,'X,,) BX BLDG MX) = LPH, 
X,) = (X,, B{(% X) BX) DX 
= ({X,, D(X, ? X,.)} BX) OX, 
= [{(X,? X,,) 6X BX) GX = XO. 
Daraus folgt, wenn man in beiden Gleichungen linksseitig mit X, ‘ X,, 
,multipliziert*, wegen der Relation 


(X,? X,,) B(X,, BX.) = {(X, 7 X,,) BX} PX = X, 
die Behauptung. — Ebenso zeigt man 
(X, OX,) @ (HX: X,,) = XD {XD (HX? Xn )}- 
d) Aus c) folgt 
(X,?X,,)B(X, OX) = (4X) OX} DX 
= {X,0(AL' X,,)} X- 


X,, D(X? X) BX} D 


Andrerseits ist 


und, da nach Bains 770 8 aus po srs nhaaae : pe a X, und X, 
die Vertauschbarkeit von (X,:X,) und X, folgt: 


= (X,0,)8( (X,? X,,); 
= X,6{K, x23, 
d. h. man hat Dix. ( 
X,D{X, B(A,: X,,)} = {X, BAe X)} DX, 
X, P(X, 2 X,,) = Xi X,, = X, 
X,OX, = X,O X,- 


oder mit 
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e) SchlieBlich folgt auch das assoziative Gesetz fiir den Fall, daB 
ein Punkt einen rationalen Index hat: 


X,B(X,D 4.) = (4X, B(A' X,.)} B( XB XH) 
= {((X,X,) 8 X,} B(X0 X) = (LEX) BUX BX) GB}, 


= = {(X,:X,)O(X.OX)IOX 
=[{(XiX,)OXJOXIOX, 
=X. O( XE XOLIOX 
=(X.OX,)O%,, 

also 


XB (X, ® X,) a (X, @ X,) @ X,. 
Entsprechend zeigt man: 
(X,OB%,) GX, a XB (X,B X,); 
endlich folgt auch: 
(X, BxX)B x, = X06 (X,6 X,). 
Insbesondere folgen also aus -dem Vierseitssatz alle Rechenregeln fiir 
die Verkniipjfung der Punkte mit rationalem Index, und dariiber hinaus 

















gelten auch fiir diese Verkniipfungen die Rechen- 

‘ P regeln der gewdhnlichen Bruchrechnung: da der in 

VA . der ersten Arbeit (a. a. O. siehe FuBnote *)) dem 
x x MObiusschen Netz zugrunde gelegte Satz I aus dem 
+s mr Vierseitssatz folgt (siehe 8. 760ff.), so folgen auch alle 

na : - «#4 in dieser Arbeit abgeleiteten Resultate a fortiori aus 


dem Vierseitssatz. Nun zeigt man aber leicht, daB 
die dort gegebene Definition der Verkniipfungen + resp. @ (siehe S. 598) 
auf Grund des Vierseitssatzes mit den in dieser Arbeit gegebenen Defini- 
tionen tbereinstimmen: 

Fiir die Verkniipfung + folgt dies sofort (Fig. 34) durch Anwendung 
des kleinen Desarguesschen Satzes auf die nach Konstruktion axial liegenden 
Dreiecke Y,ON und QX,N’, so daB [NN’] || (OX,]; wendet man also 
den kleinen Desarguesschen Satz auf die Dreiecke PNX, und RN’ X, 
an, so folgt [PX,] || [RX,], was zu zeigen war. — Die Ubereinstimmung 
der Definitionen der Verkniipfung €) folgt so (Fig. 35): 

Sei [ X, Y,] | [X, ¥,] und [X, ¥,} || (X, ¥,], also X, = X,@ X,; ferner 
sei (0 ¥,) | (X,@) | [X,Q’]. Es ist zu zeigen, daB (0 ¥,}, [X, Q), [X,9'] 
durch einen Punkt gehen — dann ist nimlich nach der Definition in der 
ersten Arbeit X,— X,@)X,, also wegen der Kommutativitat (a und b 
sind rationale Zahlen) auch gleich X,G) X, —: ist [QN] || [X,Y¥,], so ist 
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auf Grund des kleinen Desarguesschen Satzes fiir die Dreiecke Y, X, X, 
und NQQ’ [Y¥,X,] || [N.Q’]; also liegen die Dreiecke Y, X, X, und NQ Q’ 
axial im Sinne von Satz 3b, also gehen [ON] =[OY,], [X, Q], [X,Q’] 
durch einen Punkt, q.e.d. 

SchlieBlich a auch, da8 der in der ersten Arbeit durch die Operation 
((Q,, X,) [0 ¥,]) = » ((W Q,) (0 X,]) = x, = X, definierte Punkt X, 


identisch ist “y dem. Punkt XX, (n,m ganse Zahlen); (Fig. 36) ist 
(X, Yau Fud> (OF) (2G) XQ) (Xun Qul> 80 ist zu zeigen: 











N&’ 
je 
“ 
“a 
\ AM ott 
0 % avs 
j* "4 4a An Ag 
4 a 
Fig. 35. 





[Y, X,] | [¥,, X,]; dies folgt durch dieselben Uberlegungen wie in der 
letzten Figur, wenn man von der Tatsache Gebrauch macht, daB auch 
[OY,], [X,Q,] und [X, Q,,] durch einen Punkt gehen, wie in der ersten 
Arbeit (S. 591 ff.) bewiesen wurde. Damit gelten auch die simtlichen Rechen- 
regeln fiir rationale Zahlen fiir die Verkniipfungen +, € in der hier ge- 
gebenen Definition (S. 766 resp. 8.768) zwischen den Punkten X, = X, ? X,,. 
(Wir bemerken, da8 die Algebraisierung des Mébiusschen Netzes ganz ein- 
fach wird, wenn man von Anfang an statt des Satzes I den Vierseitssatz 
voraussetzt. Die Benutzung der ersten Arbeit ist also vom systematischen 
Standpunkt eine iiberfliissige Erschwerung fiir den Beweisgang in dieser 
Arbeit. ) 

5. Subtraktion. 

a) Wir definieren endlich die Operation = als die zu + inverse 
Operation, namlich (Fig. 37): Ist 
(O¥,) i (X, P) I (%, @), 
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ferner 


80 sei 


Dann ist offenbar 


x 
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Fig. 37. 





(OP) || (QX,), 
X, = X,= X.. 


X,+X, = (X, = X,) 5 X, ay X,,. 
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Fig. 38. 


b) Es sei X; der gemaB a) konstruierte Punkt, der der Bedingung 


OX, = X; geniigt. Dann gilt 
X, = X,> X,= X,+4i, 


denn in Fig. 38 sind auf Grund des speziellen Pascalschen Satzes von § 1, 7., 
angewandt auf das Sechseck X,Y, X,QX,R die Geraden [RX,] und 
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Fig. 39. 





or 


a 








[¥,X,] parallel. Als Spezialfall folgt 
daraus: X; = X,. 

c) Ist endlich X; definiert durch 
X,+X,=0, so gilt auch die Bezie- 
hung (Fig. 39) 

X-GX, = X,. 


Dazu hat man zu zeigen, da® in 
Figur 39, in der [X,Y,] || [OP], 
(X:¥,] |(0S], (X,Y, 1 (X. ¥,] ist, 
auch [ Y, Xz] || [Y, X;] ist. 

Ist Y, X,A das zu Y, X,S axiale 
Dreieck mit g,, als Achse, so liegen nach 
Fig. 21 O, 8S, A in einer Geraden; also 
sind die Dreiecke X; Y, Y, und O AP per- 
spektiv im Sinne des kleinen Desargues- 


schen Satzes, damit ist aber [X-Y,] || [(OA]=[O8], also auch parallel 


mit [X;Y,], q.ed. 


Insbesondere ist X; Xj; = X,. SchlieBlich gilt 


auch X,@)X;=— X;; dazu hat man zu zeigen, daB in Fig. 39, in der 
[ Xi Yi] || [X, ¥,] ist, auch [¥; X,) | [¥, X,] ist. Dies folgt so: nach dem 
kleinen Desarguesschen Satz fiir die Dreiecke Y;O X; und X, SY, ist 


| ¥;X,] | [OS] ({!{X; ¥,]). Daher ist nach demselben Satz fiir die Dreiecke 
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X;OY, und Y;8'X,, wobei S’=([S X,][¥,X]), X =([(¥,P](OX,]) 
ist, auch [OS’] || [X, ¥,] (||[¥;X;]). Auf die Dreiecke OS’ P’, wobei 
P’ =({¥;S'|(PX,]) ist, und Y,X,X, angewandt, ergibt der kleine 
Desarguessche Satz, daB [¥, X,] || [OP’] ist; andrerseits ist aber nach dem- 
selben Satz fiir die Dreiecke Y, X; ¥; und POP’ auch [OP’) || [X; Yj), 
woraus die Behauptung folgt. 

In entsprechender Weise wie in Fig. 39 schlieBt man allgemein, dab 


X,OB(X, BG X,) = OX, = XD X- 
Damit gelten alle bis jetzt abgeleiteten Rechenregeln fiir die Verkniipfungen 
@, ?, + auch dann, wenn ein Punkt einen iiberstrichenen Index hat. 

6. Die Gleichung der Geraden. 

Gegeben seien drei nicht in einer Geraden gelegene Punkte O, X, Y 
und auf {[O X] resp. [O Y] zwei feste Einheitspunkte X, resp. Y,. (Man 
wihle der Einfachheit halber X und Y auf der unendlich fernen Geraden 
der Zeichenebene.) Man ordne einem beliebigen Punkt P der Ebene die 
Indizes x resp. y der beiden Punkte 

P,=({PY](OX)}), P,=({PX)[0Y¥)) 
in dieser Reihenfolge als Koordinaten zu. 


Wir beweisen mit Hilfe des Vierseitssatzes, daB die Koordinaten aller 
auf einer Geraden gelegenen Punkte der Ebene einer linearen Gleichung 
geniigen, und daf die Koordinaten eines nicht auf dieser Geraden gelegenen 
Punktes dieser Gleichung nicht geniigen. 

Der Beweis iibertrigt sich wértlich aus den Grundlagen“ von Hilbert 
(Kap. V, § 27): 

a) Ist P,, ein fester Punkt auf [OY], so geniigen offenbar die 
Koordinaten aller auf [P,,X] gelegenen Punkte — und wegen der Ein- 
deutigkeit der Verkniipfung die Koordi- 

















naten nur dieser Punkte — der Gleichung , 
Y= Y%- y - 
b) Ist P’ mit den Koordinaten x’ g ‘ 
und y’ ein beliebiger Punkt auf [OP] 4% 
(Fig. 40), so schneiden sich nach dem 
Satz 1 fiir die Dreiecke P,P, X und j ¥ 7 r 7 
a x z 





P,P, Y die Geraden [P, P,), [Px Py) 
auf [X Y ]; die Verbindungsgerade dieses 
Schnittpunktes mit Y, schneide [O X] in X,; es ist dann nach Definition 
der Multiplikation P, = X,@ xX, ebenso P, = X,@) Xy. Die Koordinaten 
aller Punkte der Geraden [OP] geniigen also der Gleichung 

r=ay. 
Mathematische Annalen, 106. 50 


Fig. 40. 
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Die Koordinaten eines nicht auf dieser Geraden gelegenen Punktes P 
geniigen dieser Gleichung nicht, da sich dann nicht [X Y), [P,P] und 
[P; P;] in einem Punkt schneiden. 

c) Sind X,,und Y,, zwei Punkte auf den Geraden z resp. y, ist P ein 
Punkt auf der Geraden [ X,,Y,,], U der Schnittpunkt dieser Geraden mit 
[XY], Y¥,=((%,U](OY)), ¥, =([P,U](OY)), 
so ist nach Definition Y, = Y,@)Y, und (Fig. 41) 


Y,=Pj+%=—Y,0Y.+P,, 


“sv 











4 
7 also geniigen die Koordinaten aller auf [X,,Y,,] ge- 
legenen Punkte der Gleichung 
" Yo=ar+y, 
.- = und zugleich geniigen die Koordinaten eines nicht auf 
as z i dieser Geraden liegenden Punktes, wie leicht zu sehen 





Fig. 41. ist, dieser Gleichung nicht. SchlieBlich zeigt man leicht , 

daB jede lineare Gleichung mit linksseitigen Koeffizienten 
eine Gerade darstellt, da ihr die Koordinaten der beiden Punkte (0; y,) 
und (a~*y,; 0) geniigen, wobei a~*-a = a-a~* = 1 ist (siehe 2. d)). 

Die hier gegebene Ableitung der Gleichung der Geraden mit Hilfe des 
Vierseitssatzes gilt insbesondere, wenn man nicht beliebige Punkte P der 
Ebene betrachtet, sondern nur solche Punkte, die einem A- Netz (siehe 8S. 756) 
angehéren. Wir werden im folgenden die Gleichung der Geraden nur in 
dieser Einschrankung gebrauchen. 


§ 3. 
Der Kérper R (a). 


Gegeben seien fiinf verschiedene Punkte O, X,, ¥,, B, X,, wobei 
O, X,, X, im einer Geraden liegen. Wir setzen voraus, daB X, nicht in 
dem aus den vier iibrigen Punkten konstruierten projektiven freien Netz 
n-ter Ordnung enthalten ist. Unsere Aufgabe ist, das aus den genannten 
fiinf Punkten konstruierte projektive Netz auf Grund der projektiven Axiome 
der Verkniipfung und Anordnung mit Hilfe des Vierseitssatzes und des 
Prinzips der vollstaéndigen Induktion zu algebraisieren. Dies geschieht, 
indem wir gewissen Netzpunkten gewisse Zahlen zuordnen, zwischen diesen 
Netzpunkten geometrisch innerhalb des Netzes Verkniipfungen definieren 
und mit Hilfe des Vierseitssatzes alle Rechenregeln fiir diese Verkniipfungen 
beweisen. 


1. Sei die Netzgerade [X Y], wobei 
Y=([{X,£)(OY,]), X=((¥, £)(0X,)) 
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ist, die unendlich ferne Gerade der Zeichenebene. Wir konstruieren folgende 
Netzpunkte oh 42): 





13) riaKh = Y,, 
({X, Y,) (X Y]) =7, 
(7X) (0 ¥}) = Yor 
((OX][S¥a:]) = Xa, / 
((7X_2]([OY]) = Ya». y 

Entsprechend : 
((OX)(TY,]) =X-, 
ete ao a a bat - 
({O X) [TP ¥e-']) = Xe-» att 


Diese Punkte sind auf Grund unserer Anordnungsvoraussetzung alle von- 
einander verschieden. 

Behalten wir die in § 1, 2. gegebene Definition der Verkniipfung 
X,@ X, bei, so folgt aus der Konstruk- 
tion der Punkte X,: 


Xa Xqt = Xgt+: 
fir E=0, +1, +2,. 
2. Wir bewetsen, es ist fiir jedes 

ganze t,k 

Xai Xat = Katte. 
(Es geniigt, dies fiir ¢ > 0 zu beweisen, 
fiir negative ¢ schlieBt man ganz ent- 
sprechend.) Sei bis zu einem festeni>0 © 
bewiesen, daB X,:C) X,+ = Xqi++ ist, dh. 
es sei (Fig. 43) 








sf (Xa Yor) lf [Xa Yor) I [Xe Yares] [foe 
Ferner ist nach Konstruktion 
vee | [Xa-» Ya-») | [Xa Ya) |] [Xe Yo] |] --- |] [Mae Far, 
++ | (Xa-» Ya) | (Xa Vo) || (Xe Yar) |] --- |] [Mae Parrs] |] [Xares Varrs) |... - 
Ist 
N, = ({ Xa Y,‘| [ Xqt Yat+:]), 
Nz = (( Xe Fars) [ Kate: Yar+2]), 


NM; = ({ Xar-» Y,i+1-1] [ Xqt+t-2 Yat+]), 
entsprechend N_, = ((Xa-1 Yat—1] [ Xat-1 Ygr-1+1)), 
50* 
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so ist die Dreiecksfolge 
oooh Bi Vot-1 Xgt-t..-5 AM, Yqt Ket, ANe Vote: Xete, 
AM, Yat+1-1 sien. eee 
so beschaffen, daB irgend zwei aufeinander folgende Dreiecke dieser Reihe 


axial liegen im Sinne von Satz 3b, also liegen sie perspektiv, d.h. alle 


Punkte 
N. 


12 “Yar <> 


N_»..-, NN. 


~— ap ee 
liegen in einer Geraden, also ist die Dreiecksfolge 
ove A Wang Vgtmtes Be-t,--s, AM Voter: Es, 2B, Yeees Xe, 
\ Ni, Yoqi+1 Xg1-1... 
so beschaffen, dab irgend zwei nebeneinander stehende Dreiecke der Reihe 
perspektiv sind im Sinne von Satz 3a, also liegen sie axial, d. h. es ist 
++ [Yqt—t+» Xq-1] |]... |] (Yate: X] || [Yar+2 Xa] |... |] [Yae+s Xer-s]...; 

es ist also 

Xeie1 PD Xat Xottt+s. 


Da die Annahme fiir ¢ = 1 richtig ist, gilt sie damit fiir jedes natiirliche 
¢ > 0, und da man analog von —i auf —7i—1 schlieBt, fiir jedes ganze 7. 


Insbesondere ist [ X, Y,-«} || {| Xa: ¥,] (= 1,2,...), d. h. es ist X,-« = X,? Xqi. 
Aus den fiir die ganzen Zahlen giiltigen Rechenregeln folgt dann sofort: 
Xai fo. X,t - Xat = X,i 


: ‘ (t,k,n ganz). 
Xai (Xat | Kar) XaiG Xqt) GD Xen 
3. Man konstruiere jetzt aus jedem der Punktquadrupel O, Y,, X,:, Qu 
=([{¥,X][¥X,:]) das Mébiussche Netz, also insbesondere auf der 
Geraden |O X | die Punkte X,,« (m ganz), die 
durch fortgesetzte Verkniipfung + von X,+ mit 
»/ sich selbst entstehen. Aus diesen Punkten kon- 
struiere man die Punkte Xi = X,,+ auf fol- 
gende Weise (Fig. 44): ; 





Y 
({¥, Xa] (X ¥]) = L, 
([Xnet L]([OY]) = K, 
0 i aa) ee ({K Xmat] [X ¥]) = L’, 
Fig. 44. ((L’ ¥,])(O X]) = Xa: 
(Fir i= 0, also X,: == X;, ist dies der Punkt X,? X, = X,.) 


Wir behaupten, es ist 


Xrat = XQ Xai. 
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Fiir ganzzahliges r= n folgt die Behauptung so (Fig. 45): Die Punkte 
O, X,i, Xeqi,..-, X bilden, wie man aus dem Konstruktionsverfahren von 
X,q‘ leicht mit Hilfe des Vierseitssatzes beweist, fiir jedes ¢ eine harmo- 
nische Skala (d. h. irgend drei aufeinander 
folgende Punkte der Reihe bilden zusammen 
mit X ein harmonisches Punktquadrupel ). 
Ebenso bilden O, X,, X,,--., X eine harmo- 
nische Skala und daher auch O, Y,, Y,,..., Yy, 
da das harmonische Quadrupel durch Pro- 
jektion nicht zerstért wird. Projiziert man 
also die 


Skala O, X,, Xq,;---; x 
in die Skala O, Y,, Y,,...,¥ 





vom Punkte ({X Y]){X,Y,]) aus, so folgt wegen der Unzerstérbarkeit 
des harmonischen Quadrupels bei Projektion, dab 


(¥, X,) | We Xoo) W--- W¥n Xue] 
ist, d. h. es ist nach der Definition der Multiplikation 
X,.=X,@X,, resp. Xnw= XeD Xn, 
also wegen § 2, 4a 
X,.=X,@PX,, resp. Xnai = Xn Xi. 
Daraus folgt jetzt die Behauptung fiir beliebig. rationales r=: Wegen 


Y.=Y,@Y,=Y,Q@Y, ist fir b=a* [¥,Xa+] || [Yu Xnot], also ist in 
Fig. 44 K=Y,. Wegen 


(Xu ® X,)@X, = XO (Xx DX,) = (X,PXx)OX—X, PX, =I 


ist 


mb 


[Y, (X= X,)) |] (%, Xwol: 
also gilt fir b= a‘ 
Xrat _s XQ Xai. 
Anstatt also in jedem Netz aus O,Y;, Xa,Q. (¢=0,+1,...) die 
Punkte X,,: zu konstruieren, geniigt es, die Punkte X, des Netzes 


O, Y,, X,, £ zu konstruieren und mit ihnen durch die Verkniipfung 
die Punkte X,€) X,: zu bilden. 


4. Es folgt jetzt, dap die multiplikative Verkniipfung der Punkte mit 
dem Index ra‘ kommutativ und assoziativ ist; wegen § 2, 4, § 3, 2., 3. ist 
Xa! @ X;,a* m3 (X,, @ Xa!) Sp) (X,, @ Xa) i X,, 7) diene X,, a! © X,, a's 
» a (Xp, at oe) X,,a") = X,, rar ,attt+s = (Xp, a! qo X;, at) ae) Xan . 
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5. Aus den Punkten X,,: konstruiere man nun nach der Vorschrift 
von Seite 766 die Punkte X,,.« + X,,a% (da der Index von X positiv oder 
negativ sein kann, laBt sich nach § 2, 5. die Operation + mit der Opera- 
tion + zusammenfassen), daraus die Punkte X,,a + X,,a%+ X,,an (da 
diese Verkniipfung nach § 2, le assoziativ ist, darf die Klammer unter- 


driickt werden) usw., endlich die Punkte 
Xe_. a-* +. Xr_ ny .e-tt? po coe x 3 X,, a" = Ee.0.5 = »> X,,a" 


v= —k 


resp. 


ly. 


Xr2,0=X4= Xe, = X,, + Rin Fst FH Rai 


¢ 


Auf Grund von § 2, 1. 2., 3; § 3, 4. fiihrt die additive und multiplikative 
Verkniipfung zwischen diesen Punkten immer wieder zu Punkten, deren 
Index vom selben Typus ist, und diese Verkniipfungen unterliegen dem 
assoziativen, kommutativen und distributiven Gesetz. 


6. Wir konstruieren endlich aus irgend zwei Punkten X,,, und X,. 
gemaB Seite 769 den Punkt 


Xy,0; 9,0’ _ X;,n : Xr’ ,n' « 
a) Mit Riicksicht auf § 2, 2.d) und 3. folgt: 


~ 


X,,n:9,0' + Xp,a:9,0' = (Xe,n? Xv,0) + (He, ? Xv,n’) 
= {Xin DB (X, ? Xr, w)} + {Xa B (HX, ? Xr, w’)} 
= (X,,n + Xs.) DB (X, ? Xr, 0) = (Xen F Xs, a) ? Xen 
Dieselbe Beziehung gilt auch zwischen den Punkten 
Xi,n,& * Xv, n’,b! = Xen, kw’, 
b) Wir beweisen jetzt: 
(Xp, m, ? Xr, nz) B (Ary, my > Kes, ng) = (Xr, m, B Xr, me) = (Aes, mi DB Ars, nj) 


«) Dazu benutzen wir folgende Relation (» ganz): 


Xe? Xn Xe! 3? Xng= X,? D> Xnet-0 = X,? Xe,0-1,5- 


i=0 t=0 


In der Tat, es ist 
Xi? Xna-ns—{Xer @ (Xi? Xer)} B {Ka ! Xen} 
= Xe @ {(X,! Xe) B (Xi? X-,n-v,s)} wegen § 2, 2.d) d) 
= Xa BD {X, 2 (Xa PB X,, n-»,+)} wegen § 2, 2.d) e) und § 3, 5. 
= Xe @ (KX: Xn) = Xe Xn: 





Ebenso beweist man Xjr ? X;,n,¢ = Xi? >” Xr,ae-"- 


u=—k 
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8) Wir beweisen jetzt die obenstehende Gleichung; es ist wegen 6. a): 


n, nm, 
(X~,, m2 Xvi, nt) BD (Xrq, m2 Xrs, mi) =D? (Xr,e0r ? Xry,n;) DD? (Xnear ? Xrs, wt)» 
v=0 r=0 


Ferner ist wegen § 3, 3., § 2, 4.e), 2. d): 


> (X;, 0 : Xy,n') - » (X,,, @ { Xa» : Xr, n'}) 


vy=0 vy=0 
=» (X,,, <p) {X, : Xv, n'-»,5}) wegen «). 
v=0 


Also ist: 
(X,,, nm, : Xr, ni) @ (Xp, me : Xp, 23) 
= 3} [Xie D Ane D ((Xa? Xetsat-v.s) D (Ki? Xesat-na)}] 


r,a=0 


_ > (X,, 7) Xr, SP) {X, * (Xr, ni—v, 5 SP) Xx, nj-»,i)}) 
= »> (Xn, B Xnu D { Xer+e? (Xn, 0: PB Xn,n;)}] wegen a). 
= » ((X.,D Xny BD Xar+e) B (Xi? { Xx, a: B Xn, m})] 


= SF (Xn BD Xnu D Aare)? (Xr:,m; D Kren) 
¥ KM 


= (X,,.-, ® X,,, m) > (Xez, ni B Xe, n:) wegen 6.a) und 5. 
Diese Relation gilt in gleicher Weise fiir die Punkte X,,,, 7. 
c) SchlieBlich ist auch 
(Xp,,m, > Xrq, m) + (Kes, mz > Xs, ni) 
= {(Xr,,0, B Xr, mz) F (Xr, m DB Xr, m;)} ? (Xr, me D Keg, wi); 
denn wegen § 2, 2. und § 3, 6.b) ist 
Kr, m, = Xr, my = (Xr,,m, = Xr, me) DB (Ari, ng * Xrg, mz) 


= (X,,,m, DB Xn, mj) (Xr, m DB Xri,m3)- 
Entsprechend ist 
Xr; n; * Xrz,nz = (Xj, ni DB Xr, mq) = (Xr, m, D Ars, ms)» 
und damit folgt mit Riicksicht auf § 3, 6.a) die behauptete Relation. Die- 
selbe Relation besteht zwischen den X,,,¢. Damit sind wegen § 3, 5. alle 
Rechenregeln der gewéhnlichen Bruchrechnung fiir die Verkniipfungen der 
Punkte X,, n,z:;1',n',% bewiesen. 
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Die Punkte X,.n,i:7,»,% und die zwischen ihnen definierten geome- 
trischen Verkniipjungen realisieren den Korper der rationalen Funktionen 
von a mit rationalen Koeffizienten. 


7. Konstruiert man auf der Geraden [O X,] mit Hilfe der Punkte 
O, Y,, X,, BE, X, (wobei O, X,, X, in einer Geraden liegen) in der an- 
gegebenen Weise die Netzpunkte X,,,.,,," und aus diesen durch Projektion 
von ({X Y][X, ¥,]) auf [O Y,]=[O Y] die Netzpunkte Y, w:»,.°, so ist 
auch jeder Punkt P = ey deacda) [Xx Y,, a:*',0°}) ein Netzpunkt; ordnet 








n n 
ar1,a' >7,a' 
° ° 0 - ° 
man diesem Punkt die Zahlen ——- = «, und ———= «a, als Koordinaten 
ria’ a7a' 


0 0 

zu, so folgt aus den Uberlegungen von § 2, 6., daB die Koordinaten aller 
Gitterpunkte, die auf einer Geraden liegen — und die Koordinaten keines 
anderen Gitterpunktes — einer linearen Gleichung geniigen, deren Koeffi- 
zienten Zahlen aus dem Kérper R(a) sind, denn die im Netz definierten 
Verkniipfungen zwischen den Punkten des A-Netzes sind dieselben wie die 
der Hilbertschen Streckenrechnung. Da die Bestimmung des Schnittpunktes 
zweier Geraden nur rationale Operationen erfordert, hat der Schnittpunkt 
irgend zweier Geraden, die je zwei Gitterpunkte verbinden, wieder Koordi- 
naten, die dem Kérper R(a) angehéren; das Gitter der Punkte P gibt 
also bereits alle Punkte des mit dem Vierseitssatz reduzierten projektiven 
Fiinfecksnetzes einer gewissen Ordnung: jedem Netzpunkt entspricht ein 
Zahlenpaar («,, «,) aus R(a), und jedem solchen Zahlenpaar entspricht 
ein Netzpunkt. — Drei Netzpunkte liege dann und nur dann in einer 
Geraden, wenn die Determinante 


«, «, 1 
a; «, 1|{=0 (identisch in a). 
a’ a 1 


Da endlich jeder Schnittpunktsatz in diesem Netz aigebraisch be- 
schrieben wird durch das Verschwinden einer solchen Determinante, iden- 
tisch in gewissen dem Kérper R(a) angehérenden Parametern, aus denen 
die Elemente der Determinante rational zusammengesetzt sind (es sind das 
die Koordinaten der im Schnittpunktsatz willkiirlich zu waihlenden Punkte), 
so ist jeder Schnittpunktsatz im Netz beweisbar, da fiir das Rechnen mit 
diesen Parametern alle Rechenregeln zur Verfiigung stehen. 


Damit ist bewiesen: Alle Schnittpunktsdtze vom Rang 9 (d. h. alle 
Schnittpunktsdtze des A-Netzes) folgen aus dem speziellen Vierseitssatz 
(Satz 1), dem einfachsten Schnittpunktsatz vom Rang 9. 














Schnittpunktsitze eines Fiinfecksnetzes. 785 


§ 4. 
Der Vierseitssatz ist keine Folge des Desarguesschen Satzes D, vom Rang 8. 


Wir haben schon in der Einleitung darauf hingewiesen, dab der Beweis 
des am Schlu8 von § 3 ausgesprochenen Satzes im Vergleich zu dem Beweis 
des entsprechenden Satzes fiir das Mébiussche Netz einfacher ist, da die 
vollstandige Induktion in erheblich geringerem MaBe herangezogen werden 
muBte; der Vierseitssatz erwies sich als ein wesentlich starkeres Hilfsmittel 
als der Satz I, der dem Mdébiusschen Netz zugrunde liegt. Wir legen im 
folgenden der Einheitlichkeit halber dem Mébiusschen Netz den in der ersten 
Arbeit mit Satz II bezeichneten speziellen Desarguesschen Satz vom Rang 8 
zugrunde, den wir mit D, bezeichnen (er ist mit Satz I aquivalent). Ent- 
sprechend bezeichnen wir den speziellen Vierseitssatz Satz 1 mit D,. 

Die Frage, ob aus dem D, nicht der D, folgt, ist daher methodisch 
von Bedeutung, denn hat der D, den D, zur Folge, so kommt man mit 
den hier entwickelten Methoden auch beim Mébiusschen Netz leichter zum 
Ziel. Wir beweisen jetzt, daB auf Grund der ebenen projektiven Verkniip- 
fungs- und Anordnungsaxiome der Saiz D, keine Folge von D, ist, so 
daB die transzendenten Schliisse beim Aufbau des Mébiusschen Netzes vor- 
laufig nicht zu umgehen sind. 

Um zu zeigen, daB D, keine Folge von D, ist, geniigt es offenbar, 
folgendes zu zeigen: Es seien zwei Mébiussche Netze N und N* vorgelegt, 
die drei nicht in einer Geraden gelegene Punkte 1, 2, 3 gemeinsam haben. 
Die zur Erzeugung von N resp. N* nétigen vierten Punkte seien 4 resp. 5. 
Der Punkt 5 gehére nicht zum Netz N und mége auf der Geraden [3 4] 
liegen. Dann haben N und N* auBer 1, 2, 3 und dem Schnittpunkt 6 
von [3 4] mit [1 2] auf Grund der ebenen Verkniipfungssitze und von D, 
keinen Punkt gemein; denn wenn der Vierseitssatz gilt, so haben die Netze N 
und N* den vierten harmonischen Punkt zu 1, 2 in bezug auf 6 gemein. 

DaB N und N* keinen Punkt gemein haben, der auBerhalh der Ge- 
raden {1 2] liegt, folgt leicht durch indirekten SchluB aus der Voraussetzung, 
da8 5 nicht zu N gehért, vermége der projektiven Abbildungen eines Netzes 
auf sich. (Ist 5 nicht im Netz aus 1, 2, 3, 4 enthalten, so folgt, da auch 
4 nicht im Netz aus 1, 2, 3,5 enthalten ist, usw.) Es bleibt zu zeigen, 
daB die beiden Netze auf Grund der ebenen Verkniipfungssitze und von 
D, auch auf [i 2] keinen vierten Punkt gemein haben. Da es bei der 
Voraussetzung, daB 5 nicht zu N gehért, nicht vorkommen kann, da8 vier 
verschiedene Punkte P,, P,, Q,, Q,, von denen P, und P, zu N, Q, und 
Q, zu N* gehéren, in einer von [1 2], {1 3] und [2 3] verschiedenen Ge- 
raden h liegen, da in diesem Falle wieder N und N* identisch waren, so 
folgt, daB auf Grund der Verkniipfungsaxiome allein N und N” keinen 
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weiteren Punkt auf [1 2] gemein haben. (Ein solcher mu8 mindestens von 
zweiter Ordnung sein.) DaS dies auch nicht bei Hinzunahme von D, ge- 
schehen kann, wird mit vollstaindiger Induktion bewiesen, indem wir die 
aus den fiinf Punkten nullter Ordnung 1, 2, 3, 4, 5 bestehende Figur be- 
liebig durch ebene Verkniipfung erweitern und untersuchen, welche Inzi- 
denzen die Anwendung von Satz I bei jedem Schritt nach sich zieht: 
a) Von den fiinf Punkten 1 bis 5 — wir bezeichnen sie jetzt mit 

P? (¢ =1,...,5) — steht fest, ob drei in eimer Geraden liegen, d. h. ob 

P? Py P 
richtig ist oder falsch, und ob fiinf Punkte einem Netz angehéren oder 
nicht. (Vgl. fiir das Folgende die Einleitung der in Anm. *) zit. Arbeit, 
Seite 536 bis 547). Man konstruiere alle Punkte erster Ordnung, d. h. man 
bilde mit allen Quadrupeln P?, Pf, Pi, Py., fiir die die Inzidenzzeilen 

Pi Px Pe 

Pi, Ps, Pr, 

Pi, Po Ph, 

Ps Pe, Pr, 

Pi, Py, Pr 

P,, Py PE (Sq, bys Sq, by, t =1,..., 5) 
gleichzeitig falsch sind, das Zeilenpaar 

Pi Ph, Pa 

P Pp, Pn; 
das eindeutig ein neues Symbol P* definiert. Zwei Symbole P; und P;, sind 
auf Grund der Verkniipfungsaxiome dann und nur dann identisch, wenn mit 

Pe PE Pa 

Pe Pe Pa 

Pe Py Pa 

Pg Py Pa 
zugleich auch 

Pi, Pe, Pi 

Pi) Pr, Pr: 


Pe Ph Ps 
Pe Ph, Ph 
richtig ist. 
Jeder Punkt P;’, abgesehen von dem durch 
Oe Ba RRP PP PP; 


Ree" reprp * pw Pp 
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definierten Punkt P;, gehért genau zu einem Vierecksnetz (namlich zu 
demjenigen, das durch die vier den Punkt P;' erzeugenden Punkte P® be- 
stimmt ist). Wegen unseren Anordnungsvoraussetzungen liegen die drei zu 
ein und demselben Netz gehérenden Punkte erster Ordnung nicht in einer 
Geraden. Ferner: ohne auf Grund der Verkniipfungsaxiome und An- 
ordnungsaxiome mit unseren Voraussetzungen iiber die Lage der Punkte 
P? bis P? in Widerspruch zu geraten, kénnen (falls 5 zwischen 3 und 4 
liegt) von den Punkten P* iiberhaupt nur die Punkte ({1 3] [2 5]), ({1 5] (2 4]) 
und ({1 2}[3 4]}) resp. ({1 5](2 3]), ({14][25]) und ({1 2][3 4]) je 
in einer Geraden liegen. Aus den Verkniipfungsaxiomen allein folgen 
diese Inzidenzen aber nicht, da sie nicht-triviale Schnittpunktsitze dar- 
stellen. Die Beriicksichtigung der Anordnungsaxiome Andert hierin nichts: 
Schnittpunktsitze sagen aus, daB gewisse Punkte identisch sind (als Folge 
davon, daB gewisse drei Punkte in einer Geraden liegen); auf Grund der 
ebenen Anordnungsaxiome sind zunachst immer nur Punkte voneinander 
verschieden, z. B. ist der vierte harmonische Punkt von den Grundpunkten 
verschieden, wenn man die Anordnungsaxiome hinzunimmt. Die Anordnungs- 
axiome liefern erst dann (vermdge eines indirekten Schlusses) Schnittpunkt- 
sitze, wenn man in einer durch projektive Verkniipfung erhaltenen Figur, in 
der man zur Entscheidung, ob zwei Punkte identisch sind, die Verkniipfungs- 
axiome herangezogen hat, nachtraglich zwei geeignete Symbole gleichsetzt, 
z. B. folgt auf Grund der Anordnungsaxiome aus dem Schema (Fig. 46) 


1 
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Fig. 46. 
durch die Gleichsetzung 6 = 8 der Schnittpunktsatz: 
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Dieser Schnittpunktsatz ist aber offenbar konditional (siehe die Einleitung 
der oben zitierten Arbeit), denn das Schema oberhalb des Striches ist nicht 
auflésbar. Nun ist aber jeder aus den Verkniipfungs- und Anordnungs- 
axiomen folgende Schnittpunktsatz, der nicht aus den Verkniipfungsaxiomen 
allein folgt — also trivial ist —, notwendig konditional, denn setzt man 
in einem konstruierbaren Schema zwei Symbole, die nicht bereits auf Grund 
der Verkniipfungsaxiome identisch sind und nicht auf Grund der Ver- 
kniipfungsaxiome allein verschieden sind (diese Symbole sind also mindestens 
von zweiter Ordnung), nachtraglich einander gleich, so existiert dieses Schema 
nicht mehr auf Grund der Verkniipfungsaxiome allein, ist also nicht mehr 
auflésbar. — Konditionale Schnittpunktsaitze haben wir von vornherein aus- 
geschaltet. — Weiterhin folgt, daB bei der sukzessiven schematischen Be- 
schreibung des projektiven freien m-Ecksnetzes die Anordnungsaxiome keine 
Kriterien dafiir liefern, ob zwei Punkte identisch sind resp. drei Punkte in 
einer Geraden liegen, da die Anwendung derartiger Kriterien nach dem 
Obigen die Existenz eines konditionalen Schemas voraussetzt. Aus den 
Verkniipfungs- und Anordnungsaxiomen folgen also nicht mehr konstruier- 
bare Schnittpunktsatze als aus den Verkniipfungsaxiomen allein, namlich nur 
triviale, aus dem gleichen Grund folgen aus den Verkniipfungsaxiomen und dem 
konstruierbaren Schnittpunktsatz D, durch Hinzunahme der Anordnungs- 
axiome nicht mehr konstruierbare Schnittpunktsitze als ohne Anordnungsaxiome. 

Auf Grund unserer Voraussetzungen liegen also keine drei Punkte 
erster Ordnung in einer Geraden. Weiterhin ist auf Grund unserer Vor- 
aussetzungen P; P? P;', wobei P? definiert sei durch 


0 po pi 
Py P,. P,, 
0 0 1 
P;, Py, P; ’ 
dann und nur dann richtig, wenn 


P? Py P? P?° PE P? 
0 0 0 > 0 0 6 
Pi, Pr, Pe Pi, Pi, Ps 
richtig waren. Entsprechend ist P,P; P;, wobei P;’ und P; definiert sind 
durch 


PS P? P;} P? Pf P’ 
und 
Pi Pr Pe Pi Pe Pa, 
dann und nur dann richtig, wenn 
P? Pf P? PS Pf P? 


Pi Pe, Pe resp. Pi Py, Py, 
P? P. 0 P? PS ) P; P? 
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richtig waren. — Es ist also bei irgend drei Symbolen der Menge P° und 
P* entschieden, ob sie einer Inzidenzzeile angehéren. Die Figur besteht 
also bis jetzt aus dem Ensemble von drei Vierecksnetzen erster Ordnung 
(in Punkten), die je zu je zweien drei Punkte nullter Ordnung und alle 
zusammen einen Punkt erster Ordnung gemein haben. Wir bezeichnen all- 
gemein eine Netzgerade g resp. einen Netzpunkt P von héchstens n-ter 
Ordnung mit g=" resp. P=". Nun konstruiere man die simtlichen Punkte 
zweiter Ordnung, indem man alle Geraden der Ordnung <1 mit allen 
Geraden g=' zum Schnitt bringt, d. h. man bildet mit irgend vier ver- 
schiedenen Symbolen der Menge P® und P* derart, daB keine drei unter 
ihnen einer Inzidenzzeile angehéren und alle vier mit irgendeinem anderen 
der Symbole P=' noch kein Inzidenzzeilenpaar bilden — dies ist nach dem 
oben Gesagten entschieden — neue Symbole P*. Da D, auch jetzt noch 
keine Anwendung findet, da er Punkte dritter Ordnung enthilt, hat man 
nur die aus den Verkniipfungsaxiomen flieBenden Kriterien dafiir, dab 
zwei Punkte P® identisch sind oder ein P* mit zwei P=* einer Inzidenz- 
zeile angehéren: 
Ist P? resp. P? definiert durch 
A BP; i ae 
q resp. P . ‘ 

CD PF, C. Bk, 
wobei die A... D, A’... D’ gewisse Symbole P® oder P’ sind, so ist dann 
und nur dann P;’ = P;;, wenn die vier Zeilen 

ABA CDC 

, und . 

ABB C DD 
richtig waren. (Ist in einer Zeile das gestrichene Symbol gleich einem un- 
gestrichenen, so betrachten wir die Inzidenz als trivial erfiillt.) Insbeson- 
dere folgt daraus, da8 keine zwei auf {1 2] liegenden Punkte P® identisch 
sind, denn aus 


P° PS P; 
C D P 
P,? P,; P? 
C pre 
P? = P; 
miBte folgen: 
oDC 
CD D’, 


und das ist unmdéglich, da von den gestrichenen und ungestrichenen Punkten 
mindestens je einer von erster Ordnung ist und nach dem Obigen weder 
drei Punkte erster Ordnung einer Inzidenzzeile angehéren, noch zwei Punkte P” 
und ein Punkt P® einer Inzidenzzeile angehéren, auBer wenn die beiden P’ 
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noch mit einem zweiten Punkt P® eine Inzidenzzeile bilden, so daB auf 
[CD] zwei Punkte P® gelegen waren und folglich durch die vier Symbole 
P*, P?, C, D kein Punkt zweiter Ordnung bestimmt wire. In diesem Stadium 
haben also N und N* noch keinen weiteren Punkt gemein. Weiterhin ist 


fo 
dann und nur dann richtig, wenn mit 
ABP 
CD PF 
ia a | 
Oo D’ B 
- a 
Oo” D” PF 
auch 
ABA’ 
AB B’ 
AB A” 
A B B” 


gilt. Entsprechend ist 
PS Pp" P 

dann und nur dann richtig, wenn die Symbole in einer der beiden Zeilen, 
die P; definieren, mit jedem der Symbole in je einer der Zeilen, die die 
Symbole P=* resp. P;<* definieren, Inzidenzzeilen bilden. Aus diesen Kriterien 
folgt, daB die aus den Punkten P, bis P, durch projektive Erweiterung 
hervorgegangene Figur F bis einschlieBlich der Punkte zweiter Ordnung so 
beschaffen ist, daB von irgend zwei Punkten dieses Gebildes entschieden ist, 
ob sie identisch sind, von irgend dreien, ob sie in einer Geraden liegen, 
und von irgend fiinf, ob sie ein und demselben Netz angehéren, und da8 
niemals zwei Netze mit héchstens drei gemeinsamen Grundpunkten auf einer 
der gemeinsamen Geraden nullter Ordnung mehr als drei Punkte gemein 
haben. Beim niachsten Schritt, d. h. nach der Konstruktion der Punkte P’*, 
gelangt innerhalb jedes der drei Netze aus 1, 2,3, 4 resp. 1, 2, 3,5 resp. 
1, 2,4, 5 der Satz D, zur Anwendung; so da innerhalb jedes dieser Netze 
gewisse Inzidenzen auftreten. Die Punkte der Figur F, die zu keinem der 
drei genannten Netze gehéren, sind Punkte von Netzen der Ordnung <1, 
so daB die Konstruktion der Punkte P* aus F fiir diese Netze den Uber- 
gang zu Punkten héchstens zweiter Ordnung bedeutet; der Satz I gelangt 
also nach Konstruktion aller Punkte P* nirgends auBerhalb der drei ge- 
nannten Netze zur Anwendung. Diejenigen Punkte P*, die gebildet werden 
durch Zusammenfassung von solchen vier Symbolen K, L, M, N der Ord- 
nung < 2, die nicht simtlich ein und demselben Vierecksnetz zweiter Ord- 
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nung angehdren, sind also auf Grund der Verkniipfungs- und Anordnungs- 
axiome von allen Punkten P=* verschieden, und zwei solche Punkte P®, 
etwa P; und P; sind auf Grund der Verkniipfungsaxiome dann und nur 
dann identisch, wenn mit 


K L P 
MN P 
K' L' P; 
M’' N’ P; 
zugleich auch oe, 
KL L’ 
M N M' 
MNN 


richtig ist. Weiterhin ist 

PS I 2" 
wobei nicht alle drei Punkte zu einem Netz zweiter Ordnung gehdéren, dann 
und nur dann richtig, wenn mit 


KL FE 
M N P 
K’' L' P* 
M’ N’ P™* 
2 
M” N” P>* 
auch 
K L K' 
gat 
a 
| ee a 


erfiillt ist. Daraus folgt insbesondere, daB keine zwei Punkte P* auf 
[P? P?], deren erzeugende Symbole nicht alle zu demselben Netz gehéren, 
identisch sind, und kein Punkt P*, der durch 


Zs?” 

M N P* 
definiert ist, wobei K, L, M, N nicht auf [P? P$} liegen und nicht alle mit 
zwei auf [Py P;’] gelegenen Punkten zu ein und demselben Netz gehéren, 
auf [PY P)’] gelegen ist, so da8 in diesem Falle immer 

P* P? PS 
falsch ist; diejenigen Punkte J’* auf [Py P;’], die beim vorigen Schritt ver- 
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schieden waren, fallen also auch jetzt nicht zusammen. Damit ist auch die aus 
den Grundpunkten P?’ bis P; durch sukzessive projektive Erweiterung und 
Anwendung von Satz I hervorgegangene Figur bis einschlieBlich der Punkte 
dritter Ordnung so beschaffen, da feststeht, ob zwei Punkte identisch sind, ob 
drei Punkte in einer Geraden liegen, ob fiinf Punkte ein und demselben Netz 
angehéren, und daB niemals zwei Vierecksnetze mit héchstens drei gemein- 
samen Grundpunkten einen Punkt von héherer als erster Ordnung gemein haben. 

Durch fortgesetzte projektive Erweiterung der Figur und schrittweise 
Anwendung von Satz D, gelangt man nach n Schritten zu den Punkten 
n-ter Ordnung. Sei das nach n Schritten erhaltene Gebilde so beschaffen, 
daB fiir seine simtlichen Punkte bis einschlieBlich der Ordnung n dieselben 
Aussagen gelten wie oben fiir das bis einschlieBlich der Punkte dritter Ord- 
nung konstruierte Gebilde. Nun bilde man aus allen Punkten der Menge 
{P°, ...» P™} nach denselben Vorschriften, die von den Punkten P® zu den 
Punkten P* fiihrten, neue Symbole P"**. Da nach unserer Annahme die 
Figur n-ter Ordnung aus dem Ensemble von gewissen Mébiusschen Netzen 
besteht, deren Ordnung von n bis 0 abnimmt und die zu je zweien, sofern 
sie nicht vier Punkte in allgemeiner Lage gemein haben, niemals einen Punkt 
von héherer als erster Ordnung gemeinsam haben, so gibt die Konstruktion der 
Punkte P"** aus solchen Punktquadrupeln, die einem der vorhandenen Netze 
der Ordnung >2 angehéren, Veranlassung zur Anwendung von Satz D,, 
so daB innerhalb jedes dieser Netze gewisse Inzidenzen auftreten. Bei der 
Bildung aller anderen Punkte P"** gelangt der Satz D, nicht zur An- 
wendung, und man hat zur Entscheidung dafiir, ob zwei P"** identisch 
sind, ob ein solcher P"** mit irgend zwei Punkten P="*? einer Inzidenz- 
zeile angehéren, nur diejenigen Kriterien, die sich aus den Verkniipfungs- 
axiomen ergeben; sie lauten genau wie oben, wenn man darin die Punkte 
der Menge {P°, P’, P*} durch die Punkte {P°, P’,..., P"} und die P* 
durch P"** ersetzt, und es folgt nach demselben Schlu8 wie oben, dab 
weder zwei nicht identische Vierecksnetze einen P"** gemein haben, noch 
daB zwei vorher verschiedene Punkte P=" beim Ubergang zu den Punkten 
p"** zusammenfallen. — Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Besteht die Figur nullter Ordnung nicht nur aus fiinf Punkten, sondern 
aus m Punkten P® bis P®, von denen P, bis Pe nicht zum Netz aus 
P?, P?, P?, P? gehéren, so schlieBt man in derselben Weise, daB niemals 
zwei Mobiussche Netze mit héchstens drei gemeinsamen Grundpunkten auf 
Grund der Verkniipfungsaxiome, Anordnungsaxiome und von Satz D, noch 
einen Punkt von héherer als erster Ordnung gemein haben, so daf aus D, 
kein Schnittpunkt von héherem Rang als 8 folgt. — Der Beweis ist ferner 
unabhangig von der speziellen Gestalt des adjungierten Schnittpunktsatzes 
vom Rang 8 (hier D,). Es wird nur benutzt, daB der D, erst nach Kon- 
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struktion der Punkte dritter Ordnung zur Anwendung kommt. (Beim Beweis 
wird nicht davon Gebrauch gemacht, daB alle Schnittpunktsitze des Mébius- 
schen Netzes aus Satz D, folgen.) Der charakteristische Unterschied 
zwischen dem A-Netz und dem Médbiusschen Netz besteht darin, 
daB im A-Netz bereits nach der Konstruktion der Punkte zweiter Ordnung 
Schnittpunktsatze auftreten (namlich der D,), wahrend dies beim Mébius- 
schen Netz erst nach Konstruktion der Punkte P* der Fall ist. Dieser 
Sachverhalt bringt es mit sich, daB der Vierseitssatz Schnittpunktsatze von 
héherem Rang zur Folge hat. 


Zusammenfassung. 


Wir stellen zum SchluB die bisherigen Ergebnisse in einer 
OUbersicht zusammen: Zum Aufbau der ebenen projektiven Geometric 
geniigt es, zu den ebenen projektiven Axiomen der Verkniipfung und An- 
ordnung den Satz des Pascal fiir das Geradenpaar hinzuzunehmen; mit Hilfe 
dieses Schnittpunktsatzes laBt sich die ebene Geometrie vollstandig alge- 
braisieren (Hilbert). — Der aus dem Pascalschen Satz folgende Satz des 
Desargues vermittelt nur eine Algebraisierung, in der das kommutative 
Gesetz der Multiplikation nicht erfiillt ist. Die Giiltigkeit dieses Gesetzes 
ist gleichbedeutend mit dem Pascalschen Satz, der aus dem Satz des Desargues 
nicht zu beweisen ist (Hilbert). — Man kann nun fragen, wie weit sich 
die ebene Geometrie algebraisieren laBt, wenn man nicht den allgemeinen 
Desarguesschen Satz (vom Rang 11), sondern nur einen Spezialfall von 
ihm zugrunde legt, etwa den Vierseitssatz D, (Desarguesscher Satz vom 
Rang 9, bei dem zwei Ecken des einen Dreiecks auf zwei Seiten des anderen 
liegen). Es zeigt sich, daS dann das allgemeine assoziative Gesetz der 
Multiplikation nicht beweisbar ist: die Giiltigkeit dieses Gesetzes erfordert 
die einmalige Anwendung des allgemeinen Desarguesschen Satzes. Es bleibt 
zu beweisen, daB dieser keine Folge des genannten speziellen Desarguesschen 
Satzes ist. — Ferner zeigt sich: der D, ist ausreichend zur Begriindung der 
projektiven Geometrie innerhalb eines speziellen Punktsystems, namlich des- 
jenigen, das durch fortgesetztes Verbinden und Schneiden aus fiinf Punkten, 
von denen drei in einer Geraden liegen, erhalten wird. — Die aus dem 
allgemeinen Desarguesschen Satz flieBende Algebraisierung fihrt zu dem 
Nachweis, daB die Giiltigkeit dieses Schinittpunktsatzes in der Ebene hin- 
reichend ist zur Einbettung der Ebene in den Raum. Der Desarguessche 
Satz im beschrankten Ebenenstiick oder auch die Einbettbarkeit des be- 
schrankten Ebenenstiicks in den Raum erméglicht die Einfiihrung der idealen 
Elemente in der Ebene. In einer friiheren Arbeit®) ist gezeigt, daB die Er- 


®) R. Moufang, Die Einfiihrung der idealen Elemente in die ebene Geometrie 
mit Hilfe des Satzes vom vollstandigen Vierseit. Math. Annalen 105 (1931), 8. 759-778. 
Mathematische Annalen. 106. 51 
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weiterung des begrenzten Ebenenstiicks nicht die Giltigkeit des allgemeinen 
Desarguesschen Satzes erfordert, daB dazu bereits der allgemeine Vierseits- 
satz hinreicht. 

Spezialisiert man den Desarguesschen Satz noch weiter, indem man 
verlangt, daB alle drei Ecken des einen Dreiecks auf den drei Seiten des 
anderen Dreiecks liegen (Desarguesscher Satz vom Rang 8, als D, be- 
zeichnet), so folgt aus der Adjunktion dieses Schnittpunktsatzes zu den 
ebenen projektiven Axiomen keine einzige Rechenregel, da dieser Schnitt- 
punktsatz keinen Schnittpunktsatz von héherem Rang als 8 zur Folge hat. 
Das einzige, was er leistet, ist die Begriindung der projektiven Geometrie 
innerhalb des projektiven Vierecksnetzes: 





Desarguesscher Satz | Desarguesscher Satz Allgemeiner Pascalscher Satz 


vom Rang 8 vom Rang 9(spezieller | Desarguesscher Satz fiir das 
D, Vierseitssatz.) vom Rang 11 Geradenpaar 
+ D, as oe D,, + 


“1 


> 





Keine Rechenregel. | Alle Rechenregeln Alle Rechenregeln | Saimtliche Rechen- 


Rechnen mit ratio- auBer ba = ab; auBer ba=ab. regeln. 
nalen Zahlen und a(be)--(ab)c. Gleichung Gleichung 
Gleichung der Geraden |Gleichung der Geraden der Geraden. der Geraden. 


im Mébiusschen Netz.| Alle Rechenregeln 


im Kérper R(a). 








Begriindung der pro- 
jektiven Geometrie 
im Vierecksnetz. 


Begriindung der pro- 

jektiven Geometrie 

im speziellen Fiinf- 
ecksnetz. 


Begriindung der all- 
gemeinen ebenen 
projektiven 
Geometrie. 





Einfiihrung deridealen 
Elemente in der Ebene 
mit Hilfe des all- 
gemeinen Vierseits- 


Einbettung der Ebene 
in den Raum. 


Einfithrung der idealen 
Elemente in der Ebene. 








satzes. 





Aus der Begriindung der projektiven Geometrie innerhalb des Vierecks- 
netzes mit Hilfe von D, folgt, da8 bei Hinzunahme der Stetigkeit der D, 
auch zur Begriindung der allgemeinen ebenen projektiven Geometric hinreicht. 

Ungelést bleiben folgende Fragen: 

a) Folgen alle Schnittpunktsitze des A-Netzes auch aus einem der 
Schnittpunktsatze héherer Ordnung, die darin auftreten? (Die entsprechende 
Frage ist auch fiir das Mébiussche Netz noch unbeantwortet.) 
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b) Folgen aus dem D, weitere Schnittpunktsatze héheren Ranges, ins- 
besondere: folgt aus dem D, der D,,? Falls dies nicht gilt: folgen aus dem D, 
wenigstens alle Desarguesschen Sitze vom Rang 10? Die erste Frage ist sehr 
wahrscheinlich zu verneinen (s. Einleitung). Die zweite ist sehr wahrscheinlich 
zu bejahen"): es scheint namlich, daB sich mit Hilfe des D, geometrisch der 
nicht-kommutative Kérper zweier unabhangiger Parameter a, b realisieren 
laBt, in entsprechender Weise wie dies fiir den Kérper R(a) gezeigt wurde. 
Dies wiirde bedeuten: nimmt man zu den fiinf Grundpunkten des A- Netzes 
noch einen weiteren auf [O X,] gelegenen, nicht zum Netz gehérenden 
Punkt X, hinzu, so folgen alle in dem aus den Grundpunkten 0, X,, Y,, 
E, X,, X, konstruierten Netz auftretenden Desarguesschen Satze aus dem D, ; 
diese Desarguesschen Siatze haben offenbar alle den Rang 10. Umgekehrt 
iiberzeugt: man sich leicht, daB jeder D,, einem geeigneten solchen Netz an- 
gehért. — Die Schwierigkeiten, die dem Beweis der oben ausgesprochenen 
Vermutung entgegenstehen, liegen in dem Nachweis des assoziativen Gesetzes 
der Multiplikation fiir irgend drei Zahlen des Kérpers R(a, b). Diese Schwierig- 
keiten lassen sich iiberwinden, wenn man iiber die Lage der Punkte X, 
und X, die spezielle Voraussetzung macht, daB X, > X, = X,@ X, sein soll. 
Fordert man die Existenz dieser einen Pascalschen Konfiguration, so laBt 
sich sogar mit Hilfe des D, auf der Geraden [O X,] der kommutative 
Kérper R(a, 6) realisieren, so dafB man den Satz aussprechen kann: 

Alle Schnittpunktsdtze des aus den Grundpunkten O, X,, Y,, E, X,, X, 
konstruterten Netzes, wobei O, X,, X,, X, in einer Geraden liegen, also 
alle Schnittpunktsdtze vom Rang 10 folgen aus dem D, und der Existenz 
einer jfesten Pascalschen Konfiguration, die aussagt: X,q) X,=— X,@ X,. 

Dieser Satz wird in einer weiteren Arbeit bewiesen. 

c) Gibt es eine Rechenregel (oder auch eine Gruppe von Rechenregeln), 
die mit dem D, Aquivalent ist, so wie das kommutative Gesetz fiir die 
Verkniipfung G5 mit dem Pascalschen Satz aquivalent ist? Die entsprechende 
Frage fiir den D,, ist ebenfalls noch ungelést; bis jetzt weif man nur, 
da8 der D, zusammen mit dem Schnittpunktsatz, der das assoziative Gesetz 
fiir die Verkniipfung @) reprisentiert (siehe Fig. 25), mit dem D,, aqui- 
valent ist. Es scheint, daB keiner der beiden Satze allein den Satz D,, 
zur Folge hat, und daB aus dem Schnittpunktsatz, der zu dem assoziativen 
jesetz gehért, auch nicht der D, folgt. 


*) Anmerkung wihrend der Korrektur. Inzwischen ist es mir gelungen, 
den Beweis fiir den Satz, daB alle D,, aus dem D, folgen, auf dem hier skizzierten 
Weg durchzufihren. 


(Eingegangen am 11. 9. 19381.) 
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